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ERSTER  ABSCHNITT. 
Grundbegriffe  und  Grundgesetze  der  Mechanik. 


Capitel  I. 
Einleitung. 

Mechanik,   Geometrie,   Physik. 

Die  Mechanik  ist  die  Lehre  von  den  Wirkungen  der  Kräfte. 

Die  Wirkungen  der  Kräfte  bestellen  darin:  Körper-Bewegungen 
hervorzubringen  oder  zu  vernichten,  Aenderungen  in  den  Be- 
wegungszuständen  der  Körper  hervorzubringen,  oder  das  Zustande- 
kommen solcher  Aenderungen  zu  verhindern. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  aufgefasst  werden  als 
Aenderungen  räumlicher  Grössen.  Bei  der  Bewegung  eines  Körpers 
ändern  sich  die  Entfernungen  seiner  Punkte  von  anderen  Punkten, 
und  mit  diesen  Längen -Grössen  ändern  sich  zugleich  andere 
Raumgrössen,  welche  nach  geometrischen  Gesetzen  mit  denselben 
verknüpft  sind.  Soweit  ausschliesslich  die  räumlichen  Beziehungen 
zwischen  diesen  Raumgrössen -Aenderungen  dabei  berücksichtigt 
werden,  fällt  die  Lehre  von  den  Bewegungen  der  Körper  in  das 
Gebiet  der  reinen  Geometrie. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  auch  aufgefasst  werden 
als  Zeit-Aenderungen,  insofern  während  der  Bewegung  eines  jeden 
Körpers  eine  gewisse  Zeitgrösse  verfliesst,  und  jedem  Werthe  der 
dabei  sich  ändernden  Raumgrössen  ein  bestimmter  Zeitpunkt  ent- 
spricht. Die  Untersuchung  der  Beziehungen,  welche  zwischen 
jenen  geometrischen  Aenderungen  und  den  sie  begleitenden  Zeit- 
Aenderungen  stattfinden,  bildet  den  Inhalt  der  „geometrischen 
Bewegungslehre",  einer  Wissenschaft,  welche  als  Anhang  und  Er- 
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Weiterung  der  Geometrie  betrachtet  werden  kann,  und  welche  den 
Uebergang  von  der  Geometrie  zur  Mechanik  als  Zwischenglied 
vermittelt. 

Die  Mechanik  geht  in  ihren  Untersuchungen  noch  um  einen 
Schritt  weiter,  indem  sie  ausser  jenen  Raum-  und  Zeit-Aenderungen 
auch  die  physicalischen  Ursachen  und  Gesetze  der  Bewegungen 
in  das  Gebiet  ihrer  Untersuchungen  hineinzieht»  Sie  stellt  sich 
die  Aufgabe:  nach  geometrischen  und  physicalischen  Principien 
die  Bewegungen  der  Körper  aus  ihren  Ursachen  zu  erklären. 

Die  Mechanik  ist  daher  eine  Wissenschaft,  welche  zum  Theil 
auf  geometrischen,  zum  Theil  auf  physicalischen  Grundlagen 
beruht. 

Aufgabe  der  Physik  ist  es:  überall  in  der  Natur  dem  Vor- 
kommen und  Ursprünge  der  Kräfte  nachzuforschen,  zu  unter- 
suchen, unter  welchen  äusseren  Umständen  die  Kräfte  in  der 
Natur  auftreten,  von  welchen  Ursachen  Grösse  und  Richtung  der- 
selben abhängen,  nach  welchen  Gesetzen  sie  auf  die  Bewegungen 
der  Körper  einwirken. 

Die  Mechanik  dagegen  hat  es  nicht  mit  dem  Ursprünge, 
sondern  lediglich  mit  der  Wirkung  der  Kräfte  zu  thun.  Sie 
nimmt  die  Kräfte  ihren  Grössen  und  Richtungen  nach  als  ge- 
geben an  und  untersucht  auf  Grundlage  der  von  der  Geometrie 
und  Physik  ermittelten  Gesetze:  wie  die  Bewegungszustände  der 
Körper  durch  sie  verändert  werden.  Als  Endziel  der  Mechanik 
ist  die  allgemeine  Beantwortung  der  Frage  zu  betrachten:  „Wenn 
beliebige  gegebene  Kräfte  —  gleichviel,  welchen  Ursprung  sie 
haben  mögen  —  auf  beliebige  gegebene  Körper  wirken,  welche 
Bewegungen  gehen  daraus  hervor?" 

Die  Möglichkeit  einer  allgemeinen  Lösung  dieses  Problems 
beruht  auf  der  erfahrungsmässig  teststehenden  Thatsache:  dass 
die  Wirkungen  der  Kräfte  in  gewissem  Grade  unabhängig  sind  von 
der  Qualität  ihres  Ursprungs  und  von  der  Qualität  der  bewegten 
Körper,  dass  sie  vielmehr  ausschliesslich  abhängen  von  gewissen 
Zuständen  und  Eigenschaften,  die  sich  als  messbare  Grössen  defi- 
niren  lassen,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  diesen  quantita- 
tiven Ursachen  und  ihren  Wirkungen  von  gewissen  einfachen  Ge- 
setzen beherrscht  wird,  welche  —  soweit  unsere  Erfahrungen 
reichen  —  für  alle  Arten  von  Kräften,  für  alle  Arten  von  Körpern, 
an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  unveränderlich  dieselbe  Geltung 
behalten. 
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Diese  Grundgesetze  der  Mechanik  dürfen  nicht  als  not- 
wendige Verstandeswahrheiten  aufgefasst  werden  gleich  denjenigen 
Gesetzen,  durch  welche  die  Lehrsätze  der  reinen  Mathematik 
mit  den  ihr  zum  Grunde  gelegten  Definitionen  der  Grössenbegriffe 
verknüpft  sind.  Sie  sind  vielmehr  als  Naturgesetze  zu  betrachten, 
zu  deren  Kenntniss  wir  nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung  ge- 
langen konnten,  als  physicalische  Hypothesen,  zu  deren  Recht- 
fertigung nur  geltend  gemacht  werden  kann:  dass  alle  aus  ihnen 
abgeleiteten  Folgerungen  von  der  Erfahrung  bestätigt  werden. 

Die  Kenntniss  dieser  Naturgesetze  reicht  hin,  um  das  oben 
aufgestellte  allgemeine  Problem  in  ein  rein  mathematisches  zu 
verwandeln.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  besteht  darin:  aus  diesen 
mechanischen  Grundgesetzen  mit  Hülfe  mathematischer  Unter- 
suchungen gewisse  Lehrsätze  und  Regeln  abzuleiten,  nach  welchen 
das  Verhalten  der  Körper  unter  Einwirkung  von  Kräften  in  ge- 
gebenen speciellen  Fällen  im  Voraus  sich  bestimmen  lässt 

Eine  mathematische  Untersuchung  und  Behandlung  mecha- 
nischer Vorgänge  setzt  indessen  als  unerlässliche  Bedingung  vor- 
aus, dass  alle  diejenigen  Zustände  und  Eigenschaften,  welche  bei 
den  Bewegungen  der  Körper  und  bei  den  Wirkungen  der  Kräfte 
in  Betracht  kommen,  zuvor  als  messbare  Grössen  definirt  werden. 
Es  ergiebt  sich  hieraus  die  Notwendigkeit:  dem  eigentlichen 
Inhalte  der  Mechanik  gewisse  Grössen -Definitionen  und  Begriffs- 
Erklärungen  voranzustellen,  welche  zum  Theil  dem  Gebiet«  der 
geometrischen  Bewegungslehre  angehören,  zum  Theil  aber  auf  die 
physicalischen  Grundbegriffe  der  Bewegungslehre  Bezug  haben.  Zu 
den  ersteren  gehören  die  Begriffe  Geschwindigkeit,  Beschleunigung, 
Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen,  zu  den  letzteren 
die  Begriffe  Kraft  und  Masse. 

§.  2. 

Begriff  des  materiellen  Punktes. 

Die  Grundbegriffe  der  Mechanik  können  nicht  erklärt  werden, 
ohne  dass  dabei  von  Bewegungen  die  Rede  ist,  folglich  auch  von 
Gegenständen,  die  sich  bewegen.  Die  einfachste  Form,  unter 
welcher  ein  sich  bewegender  Gegenstand  gedacht  werden  kann, 
ist  der  geometrische  Punkt;  und  soweit  es  sich  lediglich  um  die 
Grundbegriffe  der  geometrischen  Bewegungslehre  handelte,  würde 
die  Erklärung  derselben  am  einfachsten  angeknüpft  werden  können 
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an  die  Bewegung  des  geometrischen  Punktes.  Da  indessen  der 
weitere  Verlauf  der  Untersuchungen,  namentlich  die  Entwickelun 
der  physicalischen  Grundbegriffe,  es  ohnehin  erforderlich  machen 
wird,  den  sich  bewegenden  Gegenstand  als  physicalisches  Object 
aufzufassen,  so  empfiehlt  es  sich,  von  vornherein  die  Erklärung 
der  Grundbegriffe  anzuknüpfen  an  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes,  zu  dessen  Begriffe  die  nachfolgenden  Betrachtungen  führen. 
Um  die  Bewegung  irgend  eines  Körpers  mit  vollkommener 
Genauigkeit  zu  bestimmen,  müsste  man  die  Bewegung  jedes  ein- 
zelnen seiner  Theile  bestimmen.  So  lange  man  sich  einen  solchen 
Theil  noch  als  ausgedehnt,  also  wiederum  aus  Theilen  zusammen- 
gesetzt, denkt,  so  lange  also  noch  von  verschiedenen  Stellen  inner- 
halb desselben  die  Rede  sein  kann,  würde  für  den  Theil  aber- 
mals Dasselbe  gelten,  was  für  das  Ganze  galt.  Man  müsste  sich 
also  die  Theilung  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  denken  und  die 
Bewegung  jedes  einzelnen  dieser  unendlich  kleinen  Theile  be- 
stimmen. Da  eine  solche  Theilung  in  Gedanken  wenigstens  aus- 
geführt werden  kann,  so  ist  es  zulässig,  von  den  kleinsten 
Theilen  des  Körpers  wie  von  Punkten  zu  reden,  in  deren  jedem 
eine  unendlich  kleine  Menge  von  Materie  ihren  Sitz  hat,  und  die 
man  deshalb  rmaterielle  Punkte"  nennt. 

Wie  weit  eine  solche  Auffassung  der  Wirklichkeit  entspricht,  ob  die 
Zahl  der  materiellen  Theile,  aus  welchen  ein  Körper  besteht,  wirklich  eine 
unendlich  grosse,  oder  eine  bestimmte  endliche  Zahl  ist,  welche  Beschaffenheit 
ferner  diese  kleinsten  Theile  haben :  darüber  fehlt  uns  bislang  jede  nähere 
Kenntnis«.  Zwar  lehren  Physik  und  Chemie :  dass  ein  jeder  Körper  höchst 
wahrscheinlich  eine  bestimmte  endliche  Zahl  von  kleinsten  Theilen,  sogenannten 
Atomen,  enthalt,  welche  bisher  weder  durch  mechanische  noch  durch  chemische 
Mittel  in  noch  kleinere  Theile  zerlegt  werden  konnten.  Doch  sind  wir  keines- 
wegs zu  der  Behauptung  berechtigt,  dass  hiermit  schon  die  Grenze  der  Theil- 
barkeit  wirklich  erreicht  sei.  Vielmehr  deuten  manche  Erscheinungen  der 
Electricität,  des  Magnetismus  und  des  Lichtes  auf  die  Möglichkeit  hin,  dass 
ein  solches  chemisches  Atom  noch  der  Schauplatz  sehr  verwickelter  mecha- 
nischer Vorgänge  sein  könne.  So  lange  nicht  weitere  Forschungen  der  Chemie 
und  Molecular-Physik  mehr  Licht  über  diesen  Gegenstand  verbreiten,  so  lange 
es  namentlich  der  Lehre  von  den  sogenannten  „Imponderabilien"  nicht  gelingt, 
die  dunklen  Beziehungen  der  Materie  zu  dem  raumerftülenden  Aether  weiter 
aufzuklären,  muss  diese  Frage  einstweilen  offen  gelassen  werden.  Für  die 
Mechanik  ist  es  —  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser  Wissenschaft 
wenigstens  —  vorderhand  gleichgültig,  ob  man  die  Materie  eines  Körpers  aus 
•ehr  vielen,  oder  aus  unendlich  vielen  Theilen  bestehend  annehmen  will. 

Man  denkt  sich  also  die  Körper  zusammengesetzt  aus  ein- 
zelnen materiellen  Punkten,  die  auf  irgend  eine  Art  mit  einander 
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verbunden  sind,  und  gelangt  auf  diese  Weise  zu  dem  Begriffe 
eines  „Systems  von  materiellen  Punkten".  Um  die  Bewegung 
eines  solchen  Systems  genau  zu  bestimmen,  muss  man  die  Be- 
wegung jedes  einzelnen  materiellen  Punktes  in  demselben  be- 
stimmen. 

Die  Bahnlinien,  welche  die  einzelnen  materiellen  Punkte  bei 
der  Bewegung  eines  solchen  Systems  beschreiben,  werden  im 
Allgemeinen  von  einander  verschieden  sein.  Doch  giebt  es  viele 
Fälle,  in  denen  diese  Unterschiede  (z.  B.  wegen  Kleinheit  des 
Körpers)  sehr  unbedeutend  sind,  und  kommen  unter  den  Anwen- 
dungen der  Mechanik  überdies  häufig  Aufgaben  vor,  bei  denen 
es  von  keinem  Interesse  ist  und  gar  nicht  verlangt  wird,  die 
Bewegung  in  allen  ihren  Einzelheiten  zu  erforschen,  bei  denen 
man  vielmehr  nur  darauf  ausgeht,  die  Bewegung  eines  Körpers 
im  Grossen  und  Ganzen  zu  bestimmen,  ohne  auf  die  Bewegungs- 
unterschiede der  einzelnen  Theile  weiter  Kücksicht  zu  nehmen. 
In  solchen  Fällen  ist  es  zulässig,  den  ganzen  Körper  —  welche 
Form  und  Grösse  er  übrigens  haben  möge  —  wie  eineu  einzelnen 
materiellen  Punkt  zu  behandeln,  in  welchem  die  ganze  Materie 
des  Körpers  ihren  Sitz  hat,  und  die  Bahn  seiner  Bewegung  als 
eine  Linie  anzusehen. 

So  wird  z.  B.  häufig  die  Bewegung  einer  Kanonenkugel,  oder  gar  eines 
ganzen  Weltkörpers  durch  eine  einfache  Linie  dargestellt,  ebenso  auf  Eisen* 
bahnkarten  die  Bewegung  eines  ganzen  Eisenbahnzuges,  auf  Seekarten  die 
Bewegung  eines  ganzen  Seeschiffes  als  Linie  verzeichnet,  weil  in  einer  grossen 
Zahl  von  Fällen  nach  den  speciellen  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Körper  gar  nicht  weiter  gefragt  wird. 

Man  behält  sich  dabei  vor,  diese  gröbere  Anschauungsweise 
sofort  fahren  zu  .lassen  und  solche  Körper  wiederum  als  Systeme 
von  materiellen  Punkten  zu  behandeln  —  wie  es  der  exaeteren 
Auffassung  entspricht  —  sobald  die  grössere  Bestimmtheit  der 
Fragestellung  dies  erfordert. 

Der  Lehre  von  der  Bewegung  eines  Systems  von  materiellen 
Punkten  muss  die  Lehre  von  der  Bewegung  des  einfachen 
materiellen  Punktes  vorangehen.  Unter  einem  einfachen  mate- 
riellen Punkte  kann  man  sich  einen  beliebigen  Körper  denken, 
bei  welchem  entweder  seiner  Kleinheit  wegen  oder  aus  Gründen, 
die  in  der  Natur  der  Aufgabe  liegen,  es  nicht  erforderlich 
ist,  auf  seine  räumliche  Ausdehnung  Rücksicht  zu  nehmen, 
den  man  deshalb  ansehen  darf  als  einen  geometrischen  Punkt, 
begabt  mit  den  quantitativen  und  qualitativen  Eigenschaften  der 
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in  ihm  vereinigt  gedachten  Materie,  dessen  Bahn  daher  als  eine 
geometrische  Linie  betrachtet  werden  darf. 

Es  ist  zur  Erklärung  der  Grundbegriffe  nothwendig,  die 
Bewegungen  der  Körper  zunächst  aus  diesem  vereinfachenden  Ge- 
sichtspunkte aufzufassen,  weil  ohnedies  die  unendliche  Mannig- 
faltigkeit in  den  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  eines  Körpers 
jedesmal  mit  in  Betracht  kommen  und  zu  einer  endlosen  Reihe 
von  Fragen  Veranlassung  bieten  würde. 


Capitel  II. 

Enfrwickelung  der  Begriffe  Geschwindigkeit  und 

Beschleunigung. 

§.  3. 

Geometrische  Darstellung  der  Bewegungen. 

Wenn  man  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  aus  ihren 
Ursachen  erklären  will,  so  muss  man  sich  zunächst  eine  klare 
Vorstellung  verschaffen  von  allem  Denjenigen,  was  dazu  gehört, 
um  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  charakterisiren. 

Es  sei  —  um  mit  dem  einfachsten  Falle  anzufangen  —  eine 
geradlinige  Strecke  A  B  (Fig.  1)  als  Bahnlinie  eines  materiellen 
Punktes  gegeben  (z.  B.  eine  bestimmte  Eisenbahnstrecke,  auf 
welcher  ein  Eisenbahnwagen  sich  bewegt),  auch  die  Art  und 
Weise  genau  bekannt,  in  welcher  die  Bahn  von  dem  materiellen 
Punkte  durchlaufen  wurde,  und  die  Forderung  gestellt:  man 
solle  von  dieser  Bewegung  eine  Beschreibung  liefern,  die  so  be- 
schaffen ist,  dass  ein  Anderer,  der  von  dieser  Bewegung  Nichts 
wusste,  eine  vollkommene  deutliche  Vorstellung  von  dieser  Be- 
wegung daraus  sich  bilden  könne.  Diese  Aufgabe  kann  auf  fol- 
gende Weise  gelöst  werden. 

Angenommen:  dass  ein  Beobachter  mit  aUen  Hülfsmitteln 
zur  Beobachtung  von  Längen-  und  Zeit-Grössen  versehen,  den 
materiellen  Punkt  in  seiner  Bewegung  verfolgt  und  für  jeden 
Zeitpunkt  den  Ort  des  materiellen  Punktes  oder  die  bereits  zu- 
rückgelegte   Wegelänge    beobachtet    und    notirt    habe;    oder    — 
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noch  besser  —  angenommen:  dass  mehrere  Beobachter  sich  zu 
diesem  Zwecke  vereinigen,  längs  der  Bahnstrecke  sich  aufstellen 
und  mit  der  Uhr  in  der  Hand  ein  Jeder  den  Zeitpunkt  beob- 
achten, in  welchem  der  materielle  Punkt  an  seinem  Beobachtungs- 
posten vorübergeht.  Das  Gesammt  -  Resultat  aller  dieser  Beob- 
achtungen lässt  sich  auf  folgende  einfache  Weise  bildlich  dar- 
stellen. 


Fig.  1. 


B 

N 


M 


Man  zeichne  eine  gerade  Linie 
ab  (Fig.  1),  welche  ebenso  viele 
Längeneinheiten  als  die  ganze 
Dauer  der  Bewegung  Zeit -Ein- 
heiten enthält,  z.  B.  so  viele 
Meter  als  die  Zeit  Secunden  ent- 
hält. Jeder  Theil  dieser  Linie 
ab  kann  dann  als  Repräsentant 
eines  Zeitabschnitts,  jeder  Punkt 
derselben  als  Repräsentant  eines 
bestimmten  Zeitpunktes  ange- 
sehen werden.  Es  sei  m  derjenige  Zeitpunkt,  in  welchem  der 
materielle  Punkt  die  Stelle  M  der  Bahn  erreichte.  Man  errichte 
in  dem  Punkte  m  das  Perpendikel  m  \i  und  mache  dasselbe  gleich 
A  M\  ebenso  wenn  n  der  Zeitpunkt  ist,  in  welchem  der  materielle 
Punkt  an  die  Stelle  N  der  Bahn  gelangte,  so  errichte  man  in  n 
das  Perpendikel  n  v  =  A  N  und  verfahre  auf  gleiche  Weise  in 
Bezug  auf  die  übrigen  Zeitpunkte.  Je  grösser  die  Zahl  der 
Beobachtungen  war,  um  so  mehr  wird  dann  die  auf  solche  Art 
gefundene  Punkten -Reihe  p,  v  . . . .  die  Form  einer  zusammen- 
hängenden Linie  apvß  annehmen,  welche  für  jeden  Zeitpunkt 
den  zugehörigen  Ort  des  materiellen  Punktes  anzeigt,  und  in  ihrer 
Form  das  Gesetz  der  ganzen  Bewegung  veranschaulicht.  Im  Be- 
sitze einer  solchen  Zeichnung  kann  man  nachher  jede  Frage, 
welche  in  Betreff  der  Art  der  Bewegung  sich  stellen  lässt,  so- 
gleich beantworten,  und  der  oben  gestellten  Forderung  ist  damit 
vollkommen  genügt. 

Wie  sich  auf  diese  Weise  jede  beliebige  gegebene  Bewegung 
geometrisch  veranschaulichen  lässt,  so  kann  man  auch  umgekehrt 
eine  beliebige  gegebene  Linie  aß  als  geometrische  Darstellung 
einer  noch  unbekannten  Bewegung  ansehen  und  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen:  aus  dieser  geometrischen  Darstellung  das  Gesetz 
und  die  Eigenschaften  der  unbekannten  Bewegung  abzuleiten. 
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§•4. 

Gleichförmige  Bewegung. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Aufgabe,  wenn  die 
geometrische  Darstellung  der  zu  untersuchenden  Bewegung  in 
Form  einer  geraden  Linie  a  ß  gegeben  ist  (Fig.  2).    Man  erkennt 

aus  der  Figur  sogleich :  dass  die 

F*9m  %'  Linie  6ß  die  ganze  Länge  des 

Weges  und  die  Linie  ab  die 
ganze  Dauer  der  Bewegung  dar- 
stellt, ferner:  dass  die  während 

der  Zeit  am  =  t  zurückgelegte 

Wegeslänge  m  p  =  8  war. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  bei- 
den Dreiecke  amp  und  afrß 
folgt  die  Gleichung: 

s         b$ 
*    ~  a~b' 

welche  nicht  nur  für  den  beliebig  gewählten  Zeitpunkt  wi,  sondern 
auch  für  jeden  anderen  Zeitpunkt  gültig  ist.  Die  Bewegung  ist 
daher  so  beschaffen:  dass  das  Verhältniss  der  zurückgelegten 
Wegeslänge  zu  der  verflossenen  Zeit  für  jeden  Zeitpunkt  den- 
selben Werth  hat,  oder:  dass  die  verflossenen  Zeiten  sich  stets 
verhalten  wie  die  in  diesen  Zeiten  zurückgelegten  Wegeslängen. 
Eine  solche  Bewegung  wird  eine  gleichförmige  Bewegung  ge- 
nannt. 


Jene  Verhältnisszahl  — ,  oder  die  zurückgelegte  Wegeslänge 


dividirt  durch  die  Anzahl  der  dazu  verbrauchten  Zeiteinheiten, 
stellt  die  Wegeslänge  dar,  welche  in  jeder  einzelnen  Zeiteinheit 
zurückgelegt  wurde,  und  diese  Wegeslänge  wird  die  Geschwindig- 
keit der  Bewegung  genannt. 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  mit  c, 
so  lässt  sich  das  Gesetz  der  Bewegung  durch  die  Gleichung 
darstellen : 


1)   --=  c    oder    s  =  c  .  t. 


Gleichförmige  Bewegung. 


Die  Kenntnißs  der  Geschwindigkeit  c  reicht  also  hin,  um  für 
jeden  Zeitpunkt  die  zurückgelegte  Wegeslänge  zu  bestimmen. 

In  der  geometrischen  Darstellung  erscheint  die  Geschwindig-. 
keit  c  als  Tangente  des  Winkels  a ,  den  die  Linie  a  ß  mit  der 
Zeitlinie  a  b  einschliesst.  Man  kann  also  an  dem  grösseren  oder 
geringeren  Steigungsverhältniss  der  Linie  a  ß  die  grössere  oder 
geringere  Geschwindigkeit  der  dargestellten  Bewegung  erkennen 
und  da,  wo  mehrere  Bewegungen  zusammen  in  einer  Figur  dar- 
gestellt sind,  sofort  die  schnelleren  Bewegungen  von  den  lang- 
sameren unterscheiden. 

Eine  Linie,  welche  parallel  der  Zeitlinie  läuft,  bei  welcher 
also  die  Tangente  des  Neigungswinkels  Null  ist,  würde  eine  Be- 
wegung mit  der  Geschwindigkeit  Null,  also  den  Ruhezustand  dar- 
stellen. Eine  Linie,  welche  einen  rechten  Winkel  mit  der  Zeit- 
linie einschliesst,  würde  dagegen  eine  Bewegung  mit  unendlich 
grosser  Geschwindigkeit  bedeuten.  Einer  Linie  endlich,  welche 
abwärts  statt  aufwärts  steigt,  würde  eine  Bewegung  mit  nega- 
tiver Geschwindigkeit  oder  eine  rückläufige  Bewegung  ent- 
sprechen. 

So  würde  z.  B.  die  Linie  a^o  (Fig.  3)  als  geometrische  Dar- 
stellung   der    Bewegung    eines    Eisenbahnzuges     gelten    können,     welcher 


Fig.  3. 


im  Zeitpunkte  a  die  An- 
fangsstation A  vcrlässt,  im 
Zeitpunkte  b  die  Zwischen- 
station Z  erreicht,  bis  zum 
Zeitpunkte  c  daselbst  ver- 
weilt und  im  Zeitpunkte  d 
an  der  Endstation  E  an- 
kommt; ebenso  die  Linie 
e  (x  v  f  als  Darstellung  der 
Bewegung  eines  auf  ähn- 
liche Weise  in  der  Zeit  ef 
von  E  nach  A  zurückfah- 
renden   Zuges.      Derartige 

graphische  Darstellungen  von 

a         bee  xpd  f      Eisenbahnfahrplänen    geben 

—  namentlich  bei  grösserer  Zahl  der  Zwischenstationen  und  rascher  Aufein- 
anderfolge der  hin-  und  zurückfahrenden  Züge  —  ein  übersichtliches  Bild 
von  dem  Verkehre  auf  der  Bahnstrecke,  von  der  Vertheilung  der  Züge  in 
einem  bestimmten  Zeitpunkte,  sowie  von  den  verschiedenen  Zeitpunkten,  in 
welchen  an  einer  bestimmten  Stelle  die  Züge  in  der  einen  oder  der  anderen 
Richtung  vorüberfahren,  und  sind  in  dieser  Beziehung  den  tabellarisch  ange- 
ordneten Zusammenstellungen  der  Ankunft-  und  Abfahrt -Zeiten  vorzuziehen. 
Aus  der  obigen  Figur  würde  man  z.  B.  auf  den  ersten  Blick  erkennen ,  dass 
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im  Zeitpunkte  x  die  beiden  Züge  sich  an  der  Stelle  X  begegnen,  dass  im 
Zeitpunkte  p  der  hinfahrende  Zug  bei  V,  der  zurückkehrende  Zug  bei  Q  sich 
befand  etc. 

fc.  o. 

Ungleichförmige  Bewegung. 

• 

Wie  man  in  der  Geometrie  die  krumme  Linie  definirt  als 
eine  solche,  die  in  keinem  ihrer  Theile  gerade  ist,  so  nennt  man 
in  der  Mechanik  ungleichförmige  Bewegung  eine  solche,  die  in 
keinem  ihrer  Theile  gleichförmig  ist.  Da  die  geometrische  Dar- 
stellung einer  gleichförmigen  Bewegung  eine  gerade  Linie  bildet, 
so  muss  die  geometrische  Darstellung  einer  ungleichförmigen  Be- 
wegung eine  Linie  sein,  die  in  keinem  ihrer  Theile  gerade  ist, 
also  eine  krumme  Linie. 

Wie  die  krumme  Linie  angesehen  werden  kann  als  zusammen- 
gesetzt aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Stücken  von  unendlich 
kleiner  Länge:  so  kann  diejenige  ungleichförmige  Bewegung, 
deren  graphische  Darstellung  jene  krumme  Linie  bildet,  betrachtet 
werden  als  zusammengesetzt  aus  unendlich  vielen  auf  einander 
folgenden  gleichförmigen  Bewegungen  von  unendlich  kleiner  Dauer. 
Es  ist  demzufolge  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  —  zu  dessen 
Bildung  ursprünglich  die  Untersuchung  der  gleichförmigen  Be- 
wegung Veranlassung  gab  —  auch  in  Betreff  der  ungleichförmigen 
Bewegung  einer  ganz  bestimmten  Deutung  fähig,  sobald  von  einem 
bestimmten  Zeitpunkte  die  Rede  ist.  Man  versteht  darunter 
die  Geschwindigkeit  derjenigen  gleichförmigen  Bewegung,  welcher 
das  jenen  Zeitpunkt  enthaltende  unendlich  kleine  Stück  der  un- 
gleichförmigen Bewegung  als  unendlich  kleiner  Theil  angehört; 
oder:  derjenigen  gleichförmigen  Bewegung,  welche  mit  der  vor- 
liegenden ungleichförmigen  Bewegung  an  der  betreffenden  Stelle 
am  meisten  übereinstimmt. 

Wie  die  Tangente  einer  Curve  unter  allen  geraden  Linien 
diejenige  ist,  welche,  mit  der  Curve  an  der  Berührungsstelle  am 
meisten  übereinstimmt ,  so  ist  die  jener  Tangente  entsprechende 
gleichförmige  Bewegung  unter  allen  gleichförmigen  Bewegungen 
diejenige,  welche  mit  der  durch  die  Curve  dargestellten  ungleich- 
förmigen an  jener  Stelle  am  meisten  übereinstimmt. 

Man  erhält  demnach  die  Geschwindigkeit  einer  in  ihrer  geo- 
metrischen Darstellung  gegebenen  ungleichförmigen  Bewegung  für 
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einen  bestimmten  Zeitpunkt  M  (Fig.  4) ,  indem  man  durch  den 

dazu  gehörigen  Punkt  N  eine  Tan- 
rig.  4.  gente  NT  an  die  Curve  legt  und 

die  Geschwindigkeit  der  durch 
diese  Linie  N  T  dargestellten 
gleichförmigen  Bewegung  be- 
stimmt. Diese  Geschwindigkeit 
erscheint  in  der  Figur  —  wie 
oben  bereits  an  Fig.  2  gezeigt 
wurde  —  als  trigonometrische 
Tangente  des  Neigungswinkels  <p, 

oder  als  Steigungsverliältniss  der  Linie  N  T,  und  kann  somit  in 

der  Zeichnung  gemessen  werden  *). 

So  würde  z.  B.  in  Bezug  auf  die 
in  Fig.  5  dargestellte  Bewegung  beim 
blossen  Anblick  der  Figur  sofort  zu 
erkennen  sein:  dass  die  Geschwindigkeit 
wahrend  der  Zeit  AB  im  Wachsen, 
während  der  Zeit  B  C  im  Abnehmen 
und  während  der  Zeit  CD  wiederum 
im  Zunehmen  begriffen  ist,  ferner:  dass 
im  Zeitpunkte  C  die  Geschwindigkeit 
Null  wird,  weil  dort  die  Curve  hori- 
zontal gerichtet  ist,  dass  im  Punkte  D 
die  Geschwindigkeit  unendlich  gross 
wird,  insofern  dort  die  Curve  in  verti- 
cale  Richtung  übergeht  u.  s.  w. 


Fig.  6. 


§.  6. 

Geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeiten. 

Nachdem  hiermit  gezeigt,  wie  aus  der  gegebenen  geome- 
trischen Darstellung  einer  Bewegung  die  Geschwindigkeit  an  jeder 
Stelle  ermittelt  werden  kann,  wie  also  der  Beobachter  einer  Be- 
wegung mit  der  Messung  und  Aufzeichnung  der  zu  verschiedenen 
Zeitpunkten  zurückgelegten  Wegeslängen  mittelbar  zugleich  die 
Geschwindigkeiten  misst  und  aufzeichnet:  so  kann  nunmehr  zur 
geometrischen  Darstellung  dieser  indirecten  Beobachtungsresultate 
eine  zweite  Zeichnung  entworfen  werden,  in  welcher  die  Ver- 
änderlichkeit der  Geschwindigkeit  direct  abgebildet  wird. 


dt 
•)  Nach  der  ßezelchnangswci*c  der  Differentialrechnung  wilrdc  die  (leachwlndigkoit  r  =  -r- 

zu  aetzen  sein. 
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Während  bei  der  vorigen  Methode  für  jeden  Punkt  der  Zeit- 
linie die  zurückgelegte  Wegeslänge  als  Ordinate  abgetragen  wurde, 
so  kann  man  statt  dessen  auch  die  jedesmalige  Geschwindigkeit 
direct  als  Ordinate  abtragen.  Die  Endpunkte  dieser  Ordinaten 
bilden  alsdann  eine  Linie,  welche  —  obwohl  in  etwas  veränderter 
Weise  —  doch  ebenso  vollständig  alle  Eigenschaften  der  Be- 
wegung veranschaulicht. 

Es  soll  dies  zunächst  an  der  gleichförmigen  Bewegung  als 
einfachstem  Beispiele  nachgewiesen  werden.  Bei  der  gleich- 
förmigen Bewegung  werden  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zu- 
rückgelegt und  sind  daher  die  Geschwindigkeiten  in  allen  Zeit- 
punkten von  derselben  Grösse.  Um  eine  solche  Bewegung  nach 
der  zweiten  Methode  geometrisch  darzustellen,  würde  man  also 
an  allen  Punkten  der  Zeitlinie  Perpendikel  von  gleicher  Länge 

zu  errichten  haben.   Die  End- 


C 


D 


Fig.  6.  punkte    aller    dieser   Perpen- 

dikel bilden  eine  gerade  Linie 
CD,  weicht  der  Zeitlinie  pa- 
rallel ist  (Fig.  6).  Die  in  der 
Zeit  t  zurückgelegte  Weges- 
länge 8  wird  gefunden,  indem 
man  die  Geschwindigkeit  c  mit 
der  Zeit  t  multiplicirt : 

s  =  c  .  t. 

Dieselbe  Gleichung  würde  man  anzuwenden  haben,  um  den 
Flächeninhalt  des  Rechtecks  AB  C D  zu  berechnen.  Bei  dieser 
zweiten  Methode  wird  also  die  zurückgelegte  Wegeslänge  durch 
den  Flächeninhalt  der  Figur  repräsentirt. 

Dass  dieser  letztere  Satz  auch  in  Bezug  auf  beliebige  un- 
gleichförmige Bewegungen  gilt:  davon  überzeugt  man  sich  durch 
folgende  Betrachtungen.  Da  die  ungleichförmige  Bewegung  in 
keinem  ihrer  Theile  gleichförmig  ist,  und  bei  der  gleichförmigen 
Bewegung  die  Geschwindigkeitslinie  parallel  der  Zeitlinie  läuft, 
so  muss  die  geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeit  einer 
ungleichförmigen  Bewegung  eine  (gerade  oder  krumme)  Linie 
bilden,  die  in  keinem  ihrer  Theile  parallel  zur  Zeitlinie  ist.  Wenn 
man  sich  die  ganze  Dauer  der  Bewegung  in  eine  beliebige  An- 
zahl von  Theilen  zerlegt  denkt  und  zunächst  die  Bewegung  unter- 
sucht während  eines   solchen  Zeittheils  x,   dargestellt  durch  das 
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Stück  m  n  (Fig.  7) ,  so  findet  man ,   dass  die  Geschwindigkeit  in 

diesem  Zeittheile  von  m  o 
F*9'  ?•  bis  nr  zunimmt.     Wäre 

die  Geschwindigkeit  wäh- 
rend der  Zeit  t  nicht  ge- 
wachsen, vielmehr  immer 
gleich  m  o  geblieben,  so 
würde  die  Flächenzahl 
des  Rechtecks  mopn  die 
während  der  Zeit  ?  zu- 
rückgelegte Wegeslänge 
repräsentiren.  Wenn  da- 
gegen die  Geschwindig- 
keit schon  von  Anfang  an  den  Werth  n  r  gehabt  hätte  —  welchen 
sie  in  der  That  erst  am  Ende  erreichte  —  so  würde  die  Fläche 
des  Rechtecks  mqrn  die  zurückgelegte  Wegeslänge  darstellen. 
Die  wahre  zurückgelegte  Wegeslänge  muss  also  nothwendig  zwi- 
schen diesen  beiden  Grenzen  liegen  und  darzustellen  sein  durch 
eine  Fläche ,  deren  Inhalt  grösser  als  mopn  und  kleiner  als 
mqrn  ist.  Diese  beiden  Grenzen  liegen  offenbar  um  so  näher 
bei  einander,  je  kleiner  der  Zeittheil  x  angenommen  wurde. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auf  jeden  der  übrigen  Zeit- 
theile anwenden.  Die  ganze  zurückgelegte  Wegeslänge  liegt  also 
zwischen  folgenden  zwei  Grenzwerthen :  den  kleineren  erhält  man, 

indem    man   den  Flä- 
f*9-  *•  cheninhalt  der  ganzen 

Figur  berechnet  und  da- 
bei die  untere  von  den 
beiden  treppenförm  igen 
Linien  nämlich  ab  cd 
ef...z  als  obere  Be- 
grenzung ansieht;  den 
grösseren  erhält  man 
durch  Berechnung  des 
Inhalts  der  ganzen  Fi- 
gur, indem  man  die 
obere  Linie  aef  ey  ...  w  als  Begrenzungslinie  gelten  lässt. 
(Fig.  8.) 

Denkt  man  sich  die  Zeittheilchen  x  immer  kleiner  und  kleiner 
werdend,   SO  ergeben  sich  in  der  Figur  zwei  Treppenlinien  von 
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immer  feinerer  Stufentheilung,  welche  immer  näher  an  einander 
rücken  und  bei  ins  Unendliche  fortgesetzter  Theilung  in  der 
Curve  selbst  mit  einander  zusammenfallen.  Die  wahre  zurück- 
gelegte Wegeslänge  erhält  man  also ,  wenn  man  die  Flächen- 
inhaltszahl der  Figur  berechnet  und  dabei  die  Geschwindigkeits- 
curve  selbst  als  obere  Begrenzungslinie  betrachtet  *). 

§•7. 

Gleichförmig  veränderte  Bewegung. 

Wie  sich  die  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  einer 
jeden  Bewegung  durch  eine  Linie  geometrisch  darstellen  lässt: 
so  kann  auch  umgekehrt  jede  gegebene  Linie  als  geometrische 
Darstellung  der  Geschwindigkeit  irgend  einer  unbekannten  Be- 
wegung gelten,  und  die  Aufgabe  daran  geknüpft  werden:  die 
Eigenschaften  der  Bewegung  daraus  abzuleiten. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Lösung  dieser  Aufgabe, 
wenn  die   gegebene  Linie  eine   gerade  Linie  MN  ist  (Fig.  9). 

Man  erkennt  aus  der  Figur,  dass 
die  Geschwindigkeit  während  t  Se- 
cunden  von  c  bis  v  wächst,  und 
dass  dieses  Wachsen  gleichförmig 
erfolgt.  Die  ganze  Geschwindig- 
keitsänderung v  —  c  vertheilt  sich 
gleichmässig  auf  die  t  Secunden, 
so  dass  für  jede  einzelne  Secunde 
die  Geschwindigkeitsänderung 


Fig.  9. 


v 


beträgt.  Eine  solche  Bewegung  wird  eine  gleichförmig  beschleu- 
nigte Bewegung  genannt  und  jene  in  1  Secunde  erfolgende  Ge- 
schwindigkeitszunahme heisst  die  Beschleunigung  der  Bewegung. 


Diese  Beschleunigung 


v 


erscheint    in    der    Figur    durch    die 


*)  Wenn  v  die  nach  t  Secunden  erlangte  Geschwindigkeit  bezeichnet,   so  würde  nach  der 
Beseichnungsweise    der    Integralrechnung    die    nach    t    Secnnden    xnrttckgelegte    Wegesl&nge 
rt 
v  dt  zu  setzen  sein. 


-f. 
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Tangente  des  Steigungswinkels  a,   d.h.  durch  das  Steigungsver- 
hältniss  der  Linie  MN  dargestellt. 

Die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  wird  nach  dem 
oben  gegebenen  Beweise  durch  die  Flächen  zahl  des  Trapezes 
AB  NM  gemessen  und  beträgt  also: 

c+o  '■ 

Bezeichnet  man  die  Beschleunigung  der  Bewegung  mit  p  und 
die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  mit  s,  so  ergeben 
sich  hieraus  für  die  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  die 
beiden  Gleichungen: 


2)  p  = 


V 


•»  • = c+o 


aus  denen  sich  durch  Elimination  —  das  erste  Mal  von  t,  das 
zweite  Mal  von  c,  das  dritte  Mal  von  i?  —  noch  die  drei  anderen 
Formen  ableiten  lassen : 


4)   «  = 


i»2  —  /»2 


2p 


5)  8  =  Vt 

6)  8  =  c*  + 


pt* 

2 

pfl 


Fig.  10. 


Diese  Gleichungen  gelten  auch  für  die  gleichförmig  ver- 
zögerte Bewegung,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  gleichen 
Zeiten  um  gleiche  Grössen  abnimmt  (Fig.  10),  insofern  eine  solche 

Bewegung  angesehen  werden  kann 
als  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  mit  negativer  Beschleu- 
nigung. Beide  Bewegungsarten 
werden  gemeinschaftlich  mit  dem 
Ausdruck  gleichförmig  veränderte 
r  Bewegung  bezeichnet.  Die  geo- 
metrische Darstellung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit sich  ändert,  führt 
bei    der    gleichförmig    veränderten    Bewegung    immer    zu    einer 


8 


) 
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geraden  Linie,  deren  (positives  oder  negatives)  Steigungsverhältniss 
allemal  die  Grösse  der  (positiven  oder  negativen)  Beschleunigung 
darstellt. 

§.  8. 
Ungleichförmig  veränderte  Bewegung. 

Eine  Bewegung,  die  in  keinem  ihrer  Theile  eine  gleichförmig 
veränderte  ist,  nennt  man  ungleichförmig  veränderte  Bewegung. 
Die  geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeit  einer  solchen 
Bewegung  muss  eine  Linie  geben,  die  in  keinem  ihrer  Theile 
gerade  ist,  also  eine  krumme  Linie. 

Wie  die  Untersuchung  der  gleichförmigen  Bewegung  zur 
Bildung  des  Begriffes  Geschwindigkeit  Veranlassung  gab,  und 
dieser  Begriff  nachher  auch  auf  ungleichförmige  Bewegungen  sich 
übertragen  liess :  so  kann  der  Begriff  Beschleunigung,  zu  welchem 
man  ursprünglich  bei  Untersuchung  der  gleichförmig  beschleu- 
nigten Bewegung  gelangte,  nunmehr  auch  auf  ungleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  übertragen  werden. 

Man  denkt  sich  zunächst  statt  der  wahren  durch  die  Curve 
af  dargestellten  Bewegung  eine  aus  vielen  gleichförmig  beschleu- 
nigten zusammengesetzte  Bewegung,  deren  Geschwindigkeiten  nur 
in  den  einzelnen  Zeitpunkten  -4,  JB,  C,Z),£,F  mit  denen  der  wahren 
Bewegung  übereinstimmen  (Fig.  11).    Die  geometrische  Darstellung 

derselben  würde  die  der  krummen 
Linie  eingeschriebene  gebrochene 
Linie  abcdef  sein.  Für  jeden 
einzelnen  Theil  dieser  zusammen- 
gesetzten Bewegung  hat  alsdann 
das  Wort  Beschleunigung  der  früher 
gegebenen  Definition  gemäss  seinen 
bestimmten  Sinn,  und  wird  die 
Grösse  derselben  durch  das  Stei- 
gungsverhältniss der  betreffenden 
Sehne  dargestellt. 

Wie  bei  fortgesetzter  Theilung 
und  Verkleinerung  der  Theile  die 
Richtungen    der  Sehnen   mehr   und   mehr   den   Richtungen   der 
Tangenten   sich   anschliessen ,    so   werden    die    zugehörigen    Be- 
schleunigungen mehr  und  mehr  denjenigen  Werthen  sich  nähern, 


Fig.  IL 
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welche  als  Beschleunigungen  der  wirklichen  Bewegung  in  den 
einzelnen  Zeitpunkten  anzusehen  sind.  Bei  der  wirklichen  Be- 
wegung selbst  wird  also  das  Steigungsverhältniss  tg  <p  der  Tan- 
gente NT  die  Beschleunigung  *)•  für  den  Zeitpunkt  M  darstellen 
(Fig.  12).  Die  Beschleunigung  ist  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem die  Geschwindigkeitscurve  an 
9m  -*—  dieser  Stelle  im  Aufwärts-  oder  Ab- 

y  ^T      wärts-Steigen  begriffen  ist. 
^^  Wenn  also  bei  einer  ungleich- 

^-T-?.; förmig  veränderten  Bewegung  von 

der  Beschleunigung  in  irgend  einem 
,ir  Zeitpunkte  die  Rede  ist,  so  versteht 

l man  darunter  die  in  der  Zeitein- 

M-  heit    erfolgende   Geschwindigkeits- 

zunahme, gemessen  —  nicht  an  der 
wirklichen  Bewegung  selbst  —  sondern  an  derjenigen  gleichförmig 
veränderten  Bewegung,  mit  welcher  in  jenem  Zeitpunkte  die 
wirkliche  Bewegung  am  meisten  übereinstimmt. 

Das  Wort  Geschwindigkeit  aber  ist  auch  für  die  ungleich- 
förmig veränderte  Bewegung  zu  definiren  wie  früher:  als  die  in 
der  Zeit-Einheit  zurückgelegte  Wegeslänge,  gemessen  —  nicht  an 
der  wirklichen  Bewegung  selbst  —  sondern  an  derjenigen  gleich- 
förmigen Bewegung,  welche  mit  der  vorliegenden  am  meisten 
übereinstimmt  in  dem  betreffenden  Zeitpunkte. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Gesetze  der  einfachen  geradlinigen 
Bewegung  des  materiellen  Punkts  gelten  auch  in  Bezug  auf  die  geradlinige 
Bewegung  eines  beliebig  grossen  festen  Körpers,  wenn  die  Bewegung  desselben 
eine  fortschreitende  ist,  d.  h.  wenn  jede  gerade  Linie  an  dem  Körper  während 
der  Bewegung  parallel  zu  ihrer  anfanglichen  Richtung  bleibt.  In  diesem  Falle 
beschreiben  alle  Punkte  des  Körpers  gleiche  Bahnen  in  gleicher  Weise  und 
das  Bewegungsgesetz  irgend  eines  Punktes  an  demselben  gilt  auch  für  alle 
übrigen  Punkte  des  Körpers 


dv 
*)  Nach  der  Bexricuntrogswelite  der  Differentialrechnung  wflrde  die  Beschleunigung  p  ■=.  -— 

dt 


a-d° 


m  »etzen  »ein,  oder  wenn  hierin  v  —  -j—  sulwUtulrt  wird :    p 


da       \dtJ  d's 


m 


dt  r  dt  dt' 
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Capilel  III 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen. 

§.  9. 
Parallelogramm  der  Bewegungen. 

Es  ist  denkbar,  dass  die  Bahnlinie  AB  eines  materiellen 
Punktes  an  einem  festen  Körper  sich  befindet,  der  gleichzeitig 
eine  fortschreitende  Bewegung  in  der  Richtung  A  C  ausführt, 
während    der    Punkt    auf   ihr    in    der    Richtung    A  B    fortrückt 

(Fig.  13).     Obwohl   es   natürlich 
rig.  lö.  streng  genommen   nur  eine   ein- 

B zige  Bewegung  ist,  die  der  Punkt 

dabei  wirklich  ausfuhrt,  so  sagt 
man  in  solchem  Falle  doch  von 
dem  Punkte:  er  habe  gleichzeitig 

zwei  Bewegungen,  um  damit  an- 

•  W  zudeuten,  auf  welche  Weise  jene 

wirkliche  Bewegung  zu  Stande 
kommt. 
Wenn  man  das  Bewegungsgesetz  für  jede  der  beiden  Bewe- 
gungen kennt,  so  kann  man  die  Stelle,  an  welche  der  materielle 
Punkt  nach  irgend  einer  Zeit  t  gelangt,  auf  folgende  Weise 
finden.  Man  bestimmt  zunächst  nach  dem  einen  der  beiden  Be- 
wegungsgesetze die  Strecke  A  C\  um  welche  die  Bahnlinie  in 
dieser  Zeit  fortgerückt  ist  und  findet  damit  die  neue  Lage  CD 
der  Bahnlinie.  Man  bestimmt  hierauf  nach  dem  anderen  Be- 
wegungsgesetze die  Strecke  A  B ,  um  welche  der  Punkt  inzwischen 
längs  der  Bahnlinie  fortgerückt  ist,  und  trägt  diese  Länge  auf 
deren  neuer  Lage  von  C  nach  D  ab.  Der  Endpunkt  D  dieses 
Abschnitts  ist  der  Ort,  welchen  nach  t  Secunden  der  materielle 
Punkt  einnimmt. 

Genau  zu  demselben  Resultate  würde  man  auch  gelangt  sein, 
wenn  man  A  C  als  die  in  Bewegung  begriffene  Bahnlinie,  AB 
als  deren  Bewegungsrichtung  betrachtet  hätte,  und  wenn  man 
die  beiden  Bewegungen  in  entgegengesetzter  Reihenfolge  nach 
einander  abgetragen  hätte.     In  beiden  Fällen  erweist  sich   der 
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dem  Anfangspunkte  A  gegenüberliegende  Eckpunkt  D  eines  aus 
den  beiden  Einzelbewegungen  gebildeten  Parallelogramms  als  der 
Ort,  den  der  materielle  Punkt  nach  Verlauf  der  Zeit  t  einnimmt. 
Dieses  Gesetz  gilt  ganz  allgemein  für  gleichförmige  sowohl  als 
für  ungleichförmige  Bewegungen  und  wird  das  Parallelogramm 
der  Bewegungen  genannt.  Die  von  dem  Punkte  wirklich  ausge- 
führte Bewegung  nennt  man  im  Gegensatze  zu  jenen  beiden 
Einzel-  oder  Seiten-Bewegungen  die  resultirende  Bewegung. 

Man  findet  die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung,  indem 
man  durch  Wiederholung  jener  Parallelogramm-Construction  nach 
und  nach  die  den  verschiedenen  Zeitpunkten  entsprechenden  Orte 
des  materiellen  Punktes  construirt  oder  berechnet. 

§.  10. 
Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten. 

Wenn  die  beiden  Seiten -Bewegungen  geradlinig  und  gleich- 
förmig sind,  so  ist  auch  die  resultirende  Bewegung  geradlinig 
und  gleichförmig. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  construire  man  nach  dem  eben 
angegebenen  Verfahren  das  eine  Mal  den  Ort  d,  welchen  der 
materielle  Punkt  nach  der  Zeit  t,  das  andere  Mal  den  Ort  2), 
welchen   derselbe  nach  der  Zeit  T  einnimmt  (Fig.  14).     Sind  v 

und  u  die  Geschwindigkeiten  der 
beiden  gleichförmigen  Seitenbewe- 
gungen, so  wird  der  Punkt  d  der 
dem  Anfangspunkte  A  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  eines  aus  den 
beiden  Wegeslängen  v .  t  und  'u .  t 
gebildeten  Parallelogramms  sein, 
und  der  Punkt  D  der  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  des  aus  den 
beiden  Wegeslängen  v .  Tund  u .  T 
gebildeten  Parallelogramms.  Das 
Seiten  -  Verhältniss  im  kleineren  Parallelogramm  ist  dem  des 
grösseren  gleich,  weil 

v  .  t   v  .  T v 

u.t  ~  u.  T~  V'    ' 

und  die  gleichliegenden  Seiten  haben  in  beiden  Parallelogrammen 

2* 


Fig. 

14. 
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gleiche  Richtungen.  Hieraus  folgt,  class  die  beiden  Paralle- 
logramme einander  ähnlich  sind,  und  dass  die  drei  Punkte  -4,  d,  D 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Da  dieselbe  Beweisführung  auch 
für  zwei  beliebige  andere  Zeitpunkte  passt,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus, dass  alle  Bahnpunkte  der  resultirenden  Bewegung  in  die 
Richtung  der  geraden  Linie  AD  hineinfallen,  dass  also  die 
geradlinigen  Strecken  Ad  und  AD  dieser  Linie  zugleich  die  in 
den  Zeiten  t  und  T  resp.  zurückgelegten  Wegeslängen  für  die 
resultirende  Bewegung  darstellen. 

Da  nun  wegen  Aehnlichkeit  der  beiden  Parallelogramme  das 
Verhältniss  ihrer  gleichliegenden  Diagonalen  mit  dem  Verhältniss 
zweier  gleichliegender  Seiten  übereinstimmt,  also 


Ad  v .  t  t 


AD         v.T         T 

ist,  so  besitzt  die  resultirende  Bewegung  die  Eigenschaft:  dass 
die  zurückgelegten  Wegeslängen  sich  verhalten  wie  die  dazu  ver- 
brauchten Zeiten,  eine  Eigenschaft,  welche  oben  als  charac- 
teristisches  Merkmal  der  gleichförmigen  Bewegung  gefunden 
wurde. 

Um  die  Geschwindigkeit  w  der  resultirenden  Bewegung  zu 
bestimmen,  braucht  man  also  nur  die  in  der  ersten  Secunde 
zurückgelegte  Wegeslänge  zu  construiren,  d.  h.  die  Diagonale 
desjenigen  Parallelogramms ,  dessen  Seiten  resp.  v .  1  und  u .  1 
sind  (Fig.  15). 

Die  Geschwindigkeit  der  resultiren- 
den Bewegung  wird  also  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  durch  die  Diago- 
nale des  aus  den  beiden  Seitenge- 
schwindigkeiten construirten  Paralle- 
logramms dargestellt.  Dieser  Satz  wird 
das  Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten genannt. 

Die  resultirende  Geschwindigkeit  wird  gleich  der  Summe  der  beiden 
Seitengeschwindigkeiten,  wenn  der  Winkel  a,  den  die  beiden  Bewegungsrich- 
tungen einschliessen,  Null  ist ;  sie  wird  gleich  der  Differenz  der  beiden  Seiten- 
geschwindigkeiten, wenn  dieser  Winkel  180°  beträgt. 
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Fig.  16. 


§.  10. 

Parallelepipedum  der  Bewegungen. 

Wenn  die  Ebene  AB  CD  in  der  Richtung  AE  fortschreitet, 
während  ein  materieller  Punkt  in  ihr  die  zwei  Bewegungen  A  B 
und  A  C  ausführt,  so  sagt  man  von  dem  Punkte :  er  habe  gleich- 
zeitig drei  Bewegungen  (Fig.  16).    Sind  die  Gesetze  dieser  drei 

Bewegungen  gegeben,  so  findet 
man  den  Ort,  an  welchen  der 
materielle  Punkt  nach  t  Secun- 
den  gelangt,  indem  man  zu- 
nächst nach  dem  ersten  Bewe- 
gungsgesetze die  Lage  EFHG 
bestimmt,  in  welche  jene  Ebene 
nach  dieser  Zeit  übergegangen 
ist,  und  hierauf  nach  dem  schon 
bekannten  Verfahren  den  Ort 
aufsucht,  welchen  der  Punkt  in- 
zwischen vermöge  der  beiden 
anderen  Bewegungen  in  dieser 
Ebene  erreicht  hat.  Es  zeigt 
sich  bei  dieser  Construction: 
dass  der  dem  Anfangspunkte  A 
gegenüberliegende  Eckpunkt  H  eines  aus  den  drei  Einzelbewe- 
gungen gebildeten  Parallelepipedum  den  Endpunkt  der  resul- 
tirenden  Bewegung  darstellt. 

Genau  zu  demselben  Resultate  würde  man  gelangt  sein, 
wenn  man  ACGE  als  die  fortschreitende  Ebene  und  AC,  AE 
als  Bewegungen  des  Punktes  in  dieser  Ebene  angesehen  hätte. 
Die  Reihenfolge,  in  welcher  die  einzelnen  Bewegungen  abgetragen 
werden,  hat  keinen  Einfluss  auf  das  Ergebniss  der  Construction. 
Die  Regel,  nach  welcher  die  Resultirende  zweier  Bewegungen 
zu  bestimmen  ist,  bleibt  also  auch  dann  noch  gültig,  wenn  neben 
diesen  zweien  eine  dritte  stattfindet.  Man  kann  daher  die  Resul- 
tirende dreier  Bewegungen  auch  ansehen  als  die  Resultirende 
zweier  Bewegungen :  nämlich  jener  dritten  und  der  Resultirenden 
von  den  beiden  ersten.  Die  Aufgabe:  von  drei  Bewegungen  die 
Resultirende  zu  bestimmen,  ist  hiermit  zurückgeführt  auf  die  schon 
gelöste  Aufgabe:    die  Resultirende  zweier  Bewegungen  zu  finden. 
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§•  1*. 

Parallelepipedum  der  Geschwindigkeiten. 

Wenn  die  drei  Seitenbewegungen  geradlinig  und  gleichförmig 
sind,  so  ist  die  Resultirende  der  beiden  ersten  geradlinig  und 
gleichförmig  —  wie  schon  bewiesen  — .  Ihre  Zusammensetzung 
mit  der  dritten  liefert  daher  wiederum  eine  geradlinige  und 
gleichförmige  Bewegung.  Die  Geschwindigkeit  w  dieser  resul- 
tirenden  Bewegung  kann  betrachtet  werden  als  Resultirende  von 
zwei  Seiten  Seitengeschwindigkeiten :  nämlich  der  Resultirenden  k 

von  den  beiden  ersten  und  der 
l$m       '  Geschwindigkeit  u  der  dritten 

Bewegung  (Fig.  17).    Sie  wird 
also  dargestellt  durch  die  Dia- 
gonale    des    Parallelogramms 
u?     -^    \"       \  AEHD,  welche  zugleich  die 

Diagonale  eines  aus  den  drei 
Scitengeschwindigkeiten  v,  c,  u 
construirten  Parallelepipedum 
bildet. 

Die  Resultirende  von  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten  wird 
also  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  dargestellt  durch  die  Diago- 
nale des  aus  den  drei  Seitengeschwindigkeiten  construirten 
Parallelepipedum . 

Dieser  Satz,  welcher  das  Parallelepipedum  der  Geschwindigkeiten  ge- 
nannt wird,  bleibt  auch  dann  noch  gültig  für  die  Resultirende  dreier  Ge- 
schwindigkeiten, wenn  neben  diesen  dreien  noch  andere  Geschwindigkeiten 
stattfinden.  Davon  überzeugt  man  sich  leicht,  indem  man  jenes  Parallelepipe- 
dum selbst  wiederum  in  fortschreitender  gleichförmiger  Bewegung  begriffen 
annimmt,  und  diese  vierte  Bewegung  mit  der  schon  gefundenen  Resultirenden 
der  drei  ersten  zu  einer  neuen  Resultirenden  zusammensetzt,  und  sich  das 
Verfahren  in  Bezug  auf  eine  5te,  6te  . . .  Bewegung  wiederholt  denkt. 

Da  die  Ausdrücke  Seitengeschwindigkeiten  und  resultirende 
Geschwindigkeit  nur  auf  verschiedenen  Auffassungsweisen  eines 
und  desselben  Vorgangs  beruhen,  so  darf  man  in  allen  Fällen 
die  eine  Ausdrucksweise  mit  der  anderen  vertauschen.  Wie  man 
also  den  drei  Seitengeschwindigkeiten  die  resultirende  Geschwin- 
digkeit substituiren  darf,  so  kann  man  ohne  Bedenken  auch  um- 
gekehrt —  wo  es  bequemer  scheint  —  eine  gegebene  Geschwindig- 
keit durch  drei  andere  Geschwindigkeiten  ersetzen,  wenn  dieselben 


Parallelepipedum  der  Geschwindigkeiten. 


23 


nur  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Zusammensetzung  wiederum  zu 
jener  gegebenen  als  Resultirenden  führen  würde.  Man  nennt 
diese  Substitution  eine  Zerlegung  der  gegebenen  Geschwindigkeit 
in  ihre  drei  Seitengeschwindigkeiten. 


Fig.  18. 


*Z 


/     •• 

) 

/ 

Vf.-- 

A  T..-JSJ-       „.    ' 

6,7                r.cosa, 

o.- 
c  • 

«r 

Eine  gegebene  Ge- 
schwindigkeit u,  kann 
z.  B.  zerlegt  werden  in 
die  drei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichte- 
ten Seitengeschwindig- 
keiten: vt  .  cos  a,, 
vt  .cos  p,,  t;,  .  cosYn 
da  die  Zusammen- 
setzung dieser  drei  Ge- 
***  schwindigkeiten  wie- 
derum die  Geschwin- 
digkeit r,  als  Resulti- 
rende  ergeben  würde 
(Fig.  18). 
/  Y  Hierauf  gründet  sich 

folgende  einfache  Me- 
thode: Ton  einer  beliebigen  Anzahl  gegebener  Geschwindigkeiten 

die   Resultirende  v  zu  bestimmen  (Fig.  19).    Man 

zerlegt  zunächst  jede  der  gegebenen 
Geschwindigkeiten  nach  drei  festen 
rechtwinkelig  zu  einander  gerichte- 
ten Achsenrichtungen  (auf  dieselbe 
Weise  wie  in  Fig.  18  bereits  ange- 
deutet wurde).  Die  ßesultirende 
gleichgerichteter  Geschwindigkeiten 
ist  gleich  deren  Summe.  Man  er- 
hält also  für  die  Resultirende  vx  aller 
derjenigen  Seitengeschwindigkeiten, 
welche  bei  der  Zerlegung  in  die 
Richtung  AX  fielen,  die  Gleichung: 

vx  =  v,  cosa,  -f- 1?2  cosa,  -f-  . . . 

-|-  vn  cos.  an 

wfer,   wenn    man    abkürzungsweise    den   Ausdruck   rechts    mit 
2 (o cosa)  bezeichnet: 


ii 


Fig.  19. 
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Fig.  20. 


7)  cx  =  ü(ücosa). 

Auf  gleiche  Weise   erhält  man   als  Resultirende  v7  aller  in  die 
Richtung  A  Y  fallenden  Seitengeschwindigkeiten : 

8)  vy  =  2(vcosß) 

und  als  Resultirende  v%  aller  in  die  Richtung  AZ  fallenden  Seiten- 
geschwindigkeiten : 

9)  vz  =  2  (v  cos  7). 

Die   Resultirende   der  drei  Geschwindigkeiten  vx,  vy,  vt   ist 
zugleich   die   Resultirende   der   gegebenen   Geschwindigkeiten   vlr 

v2  .  .  .  vu.     Construirt 
man     also     aus     den 
drei  Geschwindigkeiten 
Z  üx,  vy,  t)E  ein  Paralle- 
—              lepipedum,      so    wird 

die  Diagonale  dessel- 
ben ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  die 
gesuchte  Resultirende 
darstellen.  Hiernach 
ergeben  sich  aus  Fig.  20 
X  für  die  Resultirende  v 
und  für  die  Winkel 
a,  ß,  7,  welche  die- 
selbe mit  den  drei 
festen  Aehsenrichtun- 
gen  einschliesst ,  die 
Gleichungen : 


/ 


g 

V» 

5> 


/_  ™. 


-A: 


/ 


l 


*x=2UH50Sa)! 


/ 


10» 

11) 


c 





(OS    7.    =    ■  — 
V 


12)     cos  ß  =■ 


V* 


r 


13) 


cos  y 


Dass  diese  Gleichungen  auch  dann  noch  richtig  bleiben,  wenn  eine  (oder 
mehrere)  der  gegebenen  Geschwindigkeiten,  z.  B.  t?n,  einen  stumpfen  Winkel 
mit  der  Richtung  AX  (oder  einer  der  beiden  anderen  Achsenrichtungen)  ein- 
schliesst, die  betreffende   Seitengeschwiudigkeit  also  in  die  entgegengesetzt** 
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Richtung  hineinfallt:  davon  überzeugt  man  sich  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass 
das  betreffende  Glied  vD  cos  a„  der  Reihe  1  (v  cos  a)  alsdann  negativ  wird,  der 
negativen  Richtung  entsprechend.  Vorausgesetzt  also:  dass  alle  Winkel  auf 
gleiche  Weise,  von  der  positiven  Achsonrichtung  aus,  gemessen  werden, 
müssen  jene  Gleichungen  immer  ein  richtiges  Resultat  liefern. 

Das  Parallelepipedum  der  Geschwindigkeiten  und  die  aus  demselben  abge- 
leiteten Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  die  Geschwindigkeiten  gleichförmiger 
Bewegungen,  sondern  auch  für  die  Geschwindigkeiten  beliebiger  ungleich- 
förmiger Bewegungen  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte.  Denn  das  Wort  Ge- 
schwindigkeit bezieht  sich  —  der  in  §.  5  gegebenen  Definition  gemäss  —  auf 
gleichförmige  Bewegungen,  und  zwar  diejenigen,  mit  welchen  die  gegebenen 
ungleichförmigen  Bewegungen  in  diesem  Zeitpunkte  am  meisten  überein- 
stimmen. Die  Geschwindigkeit  der  Resultirendcn  von  jenen  gleichförmigen 
Bewegungen  ist  zugleich  die  Geschwindigkeit,  welche  die  Resultirende  der  ge- 
gebenen ungleichförmigen  Bewegungen  in  diesem  Augenblicke  besitzt. 


Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Beschleunigungen. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  zwei  geradlinige  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  gleichzeitig  ausführt,  welche  beide  mit 
der  Geschwindigkeit  Null  anfangen,  so  ist  seine  resultirende  Be- 
wegung ebenfalls  eine  geradlinige  und  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung. 

Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  nach  dem  Parallelogramm 
<ler  Bewegungen  das  eine  Mal  den  Ort  d  bestimmt,  an  welchen 
der  Punkt  nach  der  Zeit  U  das  andere  Mal  den  Ort  Z>,  an  welchen 

der   Punkt    nach    der   Zeit    T 
Fig-  21.  gelangt  (Fig.  21).   Wenn  p  und 

A  b  B      q   resp.   die    Beschleunigungen 

fqp  ~7      in  den  beiden  Bewegungsrich- 

'\  I2  /       hingen  A  B  und  A  C  sind,  so 

ÜP  /n-o    erhält  man  --  nach  Gleichung 


r: 


2 


I 


,L 


6),  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  die  Anfangsgeschwindig- 
keiten Null  sind  —  die  Weges- 


pT2  längen : 

2 

{  v  t>     und    ±  q  tx 

als  Seiten  des  Parallelogramms  Ab  de  un4  die  Wegeslängen: 

\VT*     und     {qT* 
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als  Seiten  des  Parallelogramms  AB  DC.  Diese  beiden  Parallelo- 
gramme sind  einander  ähnlich,  weil  das  Seitenverhältniss : 

\pt%  _    \pT%    _    p_ 
\qt*   ~    \qT*     -    q 

in  beiden  Parallelogrammen  den  gleichen  Werth  hat.  Die  drei 
Punkte  -4,  d,  D  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie,  und  da  die 
gleiche  Beweisführung  für  alle  übrigen  Zeitpunkte  gilt,  so  liegen 
sämmtliche  Bahn-Punkte  der  resultirenden  Bewegung  in  einer 
geraden  Linie. 

Die  resultirende  Geschwindigkeit,  welche  der  materielle  Punkt 
an   der  Stelle  d  besitzt,  wird  durch  die  Diagonale  de  des  aus 
den    beiden    erlangten    Seitengeschwindigkeiten  p  t   und    q  T  ge- 
bildeten Parallelogramms 
y*     22  dargestellt,  ebenso  die  re- 

sultirende    Geschwindig- 

A.«r - keit    an    der    Stelle   D 

/     \  /  durch  die  Diagonale  DE 

/&  .      /  des  aus  den  beiden  Seiten- 

rX        7  pt         ; 

_  \ye  geschwindigkeiten  p  T  und 

q  T  gebildeten  Parallelo- 

D 


iqt  \   L  pt       gramms    (Fig.  22).     Die 


~>      Dimensionen   dieser  bei- 
den  ähnlichen  Parallelo- 


1  "  gramme   sind  den  Zeiten 


'E 

/' 

LT  resp.  t  und  T  proportio- 

nal,   folglich    auch    ihre 
Diagonalen. 
Die  resultirenden  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  also  wie 
die   verflossenen   Zeiten,    d.  h.    die   resultirende    Geschwindigkeit 
wächst  in  gleichen  Zeiten  um   gleiche   Grössen.     Mithin  ist  die 
Resultirende  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung. 

Die  Beschleunigung  r  der  resultirenden  Bewegung  ist  gleich 

Fia   23  ^er  am  ^u(^e  ^er   ers^en  Secunde 

p  erlangten  resultirenden  Geschwin- 

/^\  7     *"     digkeit.  Diese  Geschwindigkeit  wird 

(£       \r  /  ihrer   Grösse   und   Richtung   nach 

/  dargestellt  durch  die  Diagonale  des 

^    •  aus  den  Seiten  p  .  1  und  q  .  1  ge- 

bildeten Parallelogramms  (Fig.  23). 


X 
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Die  resnltirende  Beschleunigung  ist  also  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  gleich  der  Diagonale  des  aus  den  beiden  Seiten- 
beschleunigungen constrnirten  Parallelogramms. 

Eine  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  früher  bereits  ge- 
fundenen Satze  Tom  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  zeigt: 
<lass  für  das  Auffinden  der  resultirenden  Beschleunigung  genau 
dieselben  Regeln  gelten  wie  für  das  Aufsuchen  der  resultirenden 
Geschwindigkeit.  Die  Zusammensetzung  (und  Zerlegung)  der  Be- 
schleunigungen ist  hiermit  zurückgeführt  auf  die  schon  bekannte 
Zusammensetzung  (und  Zerlegung)  der  Geschwindigkeiten.  Die 
ganze  Beweisführung,  durch  welche  im  §.  12  aus  dem  Parallelo- 
gramm der  Geschwindigkeiten  das  Parallelepipedum  der  Ge- 
schwindigkeiten und  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  resnl- 
tirende Geschwindigkeit  abgeleitet  wurden,  kann  —  wenn  man 
tiberall  das  Wort  Geschwindigkeit  durch  das  Wort  Beschleunigung 
ersetzt  —  Wort  für  Wort  als  gültig  angeschen  werden  auch  für 
Beschleunigungen. 

Für  die  resultirende  Beschleunigung  p  der  gegebenen  Be- 
schleunigungen p, . . .  pa  ergeben  sich  hiernach  aus  den  Gleichungen 
7)  ...  13)  —  wenn  man  darin  den  Buchstaben  v  mit  dem  Buch- 
staben p  vertauscht  —  die  allgemeinen  Gleichungen  (Fig.  24) : 


Fig.  24. 


fl^pCOJ*) 


/, 
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15)     cos  a  =  &. .       16)     cosß  =  -^.       17)     cos  v  =  —  • 

p  P  P 

Diese  Gleichungen  sind  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Anfangsge- 
schwindigkeiten der  einzelnen  Bewegungen  nicht  gleich  Null  sind.  Denn  wenn 
c  die  Resultirende  der  Anfangsgeschwindigkeiten  ist,  so  kann  man  in  diesem 
Falle  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  so  auffassen:  als  ob  der  ganze 
Kaum,  in  welchem  die  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfangenden  gleichförmig 
beschleunigten  Bewegungen  geschehen,  wahrend  derselben  eine  gleichförmig 
fortschreitende  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  c  ausführt.  Die  Bewegung 
ist  also  anzusehen  als  zusammengesetzt  aus  einer  gleichförmigen  und  einer 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung.  Die  Beschleunigung  der  letzteren  ist 
unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  ersteren,  wie  aus  den  allgemeinen 
Principien  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  sich  ergiebt. 

Die  Gleichungen  14)  ...  17)  gelten  nicht  nur  für  die  Beschleunigungen 
gleichförmig  beschleunigter  Bewegungen,  sondern  auch  für  die  Beschleu- 
nigungen beliebiger  ungleichförmig  veränderter  Bewegungen  in  einem  be- 
stimmten Zeitpunkte.  Denn  das  Wort  Beschleunigung  bezieht  sich  —  der  in 
§.  8  gegebenen  Definition  gemäss  —  auf  gleichförmig  beschleunigte  Be- 
wegungen, und  zwar  diejenigen,  mit  welchen  die  vorliegenden  Bewegungen  am 
meisten  übereinstimmen  in  diesem  Zeitpunkte.  Die  resultirende  Beschleunigung 
jener  gleichförmig  beschleunigten  Bewegungen  ist  zugleich  die  Beschleunigung, 
welche  die  Resultirende  der  gegebenen  ungleichförmig  veränderten  Bewegungen 
in  diesem  Augenblicke  besitzt. 

§.  14. 

Zusammensetzung  gleichförmiger  Bewegungen  mit  gleich- 
förmig beschleunigten  Bewegungen. 

Eine  geradlinige  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung,  deren 
Anfangsgeschwindigkeit  c,  und  deren  Beschleunigung  p  ist,  kann 
betrachtet  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  gleichgerichteten 
Bewegungen,  nämlich:  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit  der 
Geschwindigkeit  c,  und  einer  gleichförmig  beschleunigten  Be- 
wegung, welche  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfängt  und  die 
Beschleunigung  p  besitzt.  Hiernach  wird  die  in  t  Secunden  erlangte 
Geschwindigkeit  sich  zusammensetzen  aus  den  beiden  Theilen: 

c    und    p t 

und  die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  aus  den  beiden 
Theilen : 

c  t     und      -Lr-  • 

2 
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Ebenso  kann  eine  geradlinige  gleichförmig  verzögerte  Bewegung,  deren  An- 
fangsgeschwindigkeit c  ist,  und  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde 
um  p  abnimmt,  aufgefasst  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  entgegenge- 
setzt gerichteten  Bewegungen,  nämlich  einer  gleichförmigen  mit  der  Geschwin- 
digkeit c,  und  einer  entgegengesetzt  gerichteten  gleichförmig  beschleunigten 
mit  der  Beschleunigung  p  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  Null.  Die  nach  t 
Sekunden  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  erlangte  Geschwindigkeit  setzt 
sich  in  diesem  Falle  zusammen  aus  den  beiden  Theilen: 

—  c    und    -\  pt, 

and  die  nach  t  Secuhden  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  zurückgelegte 
Wegeslänge  aus  den  beiden  Theilen: 

—  et    und    +  ~- . 

Wenn  ein  materieller  Punkt  gleichzeitig  mehrere  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  ausführt,  deren  Anfangsgeschwindig- 
keiten nicht  Null  sind,  so  kann  seine  resultirende  Bewegung  auf- 
gefasst werden  als  zusammengesetzt  aus  folgenden  zwei  Be- 
wegungen: die  eine  ist  gleichförmig,  und  ihre  Geschwindigkeit  die 
Resultirende  jener  Anfangsgeschwindigkeiten ;  die  andere  ist  gleich- 
formig  beschleunigt,  ihre  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null,  und  ihre 
Beschleunigung  ist  die  Resultirende  sämmtlicher  Beschleunigungen. 
Wenn  ausser  diesen  Bewegungen  noch  andere  gleichförmige 
Bewegungen  von  dem  materiellen  Punkte  gleichzeitig  ausgeführt 
werden,  so  lässt  sich  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückführen, 
dadurch  nämlich:  dass  man  die  Resultirende  dieser  noch  hinzu- 
kommenden Geschwindigkeiten  mit  der  Resultirenden  jener  An- 
fangsgeschwindigkeiten zu  einer  neuen  Resultirenden  vereinigt. 
Die  allgemeinste  Form  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  also  die 

in  Fig.  25  dargestellte:    eine  gleich- 
9'       '  förmige  Bewegung  mit  der  Geschwin- 

- -     digkeit   u   in   der  Richtung  A  B  soll 

\.  u  zusammengesetzt    werden   mit    einer 

^s.  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung, 

^B  welche  in  die  Richtung  AX  fällt,  die 

Anfangsgeschwindigkeit  Null  und  die 
x  Beschleunigung  p  hat. 

Um  die  resultirende  Bewegung  zu  bestimmen,   zerlegt  man 
die    gleichförmige   Bewegung   in   zwei   andere    gleichförmige    Be- 
legungen,   von   denen   die   eine  in  die  Richtung  AX  (Fig.  26) 
der  Beschleunigung  fällt,   die  andere  rechtwinkelig  zu  derselben 
J&   die  Richtung  A  Y.     Nach  dem  Parallelogramm  der  Geschwin- 
digkeiten   ergeben    sich    für    die    Geschwindigkeiten    c    und    t; 


30 


Erster  Abschnitt.   Cap.  III. 


Fig.  26. 
v  =  usma 


dieser     beiden    Bewegungen     die 
Werthe : 


->•-• 


18)  c  =  u  .  cos  a , 

19)  v  =  v  .  sin  a,  • 

und  können  dieselben,  wenn  v 
und  a  gegeben  sind,  als  bekannte 
Grössen  angesehen  werden. 

Die    Geschwindigkeit    c    kann 
^  nunmehr  als  die  Anfangsgeschwin- 

digkeit der  gleichförmig  beschleu- 
nigten Bewegung  betrachtet  wer- 
den.     In  jeder  Secunde   kommt   zu   dieser   Geschwindigkeit   die 
Grösse  p  hinzu;   nach  t  Secunden  erreicht  also  die  Geschwindig- 
keit in  der  Richtung  A  X  den  Werth : 

20)    wx  =  c-\-pt 

und  die  in  t  Secunden  nach  dieser  Richtung  hin  zurückgelegte 
Wegeslänge  beträgt  (nach  Gleichung  6): 


21)    x  =  ct-\- 


pt* 


Die  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  ist  gleichförmig ;  ihre 
Geschwindigkeit  ist  also  am  Ende  der  Zeit  t  nach  wie  vor: 

22)  wy  =  v 

und  die  in  t  Secunden  nach  dieser  Richtung  hin  zurückgelegte 
Wegeslänge  beträgt: 

23)  y  =  vt*). 

Die  letzteren  vier  Gleichungen  geben  vollständigen  Aufschluss 
über  die  Bahnform  und  das  Gesetz  der  resultirenden  Bewegimg, 
sowie  überhaupt  über  jede  Frage,  welche  hinsichtlich  der  Be- 
wegung des  materiellen  Punktes  gestellt  werden  kann. 

Um  die  Bahnlinie  zu  construiren,  welche  der  materielle  Punkt 
beschreibt,  setzt  man  zunächst  in  den  Gleichungen  21)  und  23)  für 
t  einen   beliebig  gewählten  Werth,   berechnet  aus   ihnen  die  zu- 


*)    Nach  der  Bczeichnungnweiso  der  Diffcrenzialrechnuug  würden  diese  4  Gleichungen  die 
folgenden  Formen  erhalten: 


dx 

20)     -df  =  c  +  pt 


21)    x  =    |  '  (c  +  pt)  dt  =  et  ■!■  --- 


t 


23)     »/  --    |     vdt  —  vi 
»  o 
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C 


B 


y 


D 


gehörigen  Werthe  von  x  und  y,  und  construirt  aus  diesen  beiden 
Längen   das   Rechteck  ABDC  (Fig.  27).     Der  dem  Punkte  A 

gegen  überliegende    Eck- 
Fig.  27.  punkt  D    dieses    Recht- 

ecks ist  der  Ort,  an  wel- 
chen der  materielle  Punkt 
nach  der  Zeit  t  gelangt 
ist.-  Auf  gleiche  Weise 
sind  die  den  übrigen 
Zeitpunkten  entsprechen- 
den Punkte  der  Bahn- 
linie zu  bestimmen. 

Um  die  Geschwindig- 
keit,   welche   der  Punkt 
an  der  Stelle  D  besitzt,  ihrer  Richtung  jind  Grösse  nach  zu  be- 
stimmen, setzt  man  die  aus  den  Gleichungen  20)  und  22)  sich  erge- 
benden    Seitengeschwin- 
Fig.  28.  digkeiten  zur  Resultiren- 

B den  zusammen.  Die  Dia- 
gonale w  des  aus  den  Län- 
gen wx  und  wy  construirten 
Rechtecks  DEFG  stellt 
ihrer  Grösse  und  Rich- 
tung nach  die  gesuchte 
Geschwindigkeit  dar  (Fig. 
28). 

Wenn  man  die  Grösse 
t  aus  den  beiden  Gleichun- 
gen 21)  und  23)  elimi- 
nirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 


24)      X  =  —.y  + 


2v* 


y 


aus  welcher  zu  jedem  beliebigen  Werthe  von  y  der  zugehörige 
Werth  von  x  bestimmt  werden  kann.  Diese  Gleichung  enthält 
das  Krümmungsgesetz  der  Bahnlinie  und  zeigt,  dass  dieselbe  in 
allen  Fällen  die  Form  einer  Parabel  hat,  deren  Achse  der  Rich- 
tung AX  —  also  der  Richtung  der  Beschleunigung  parallel  ist. 
Die  Form  dieser  Parabel  hängt  nur  ab  von  der  Grösse  des  Ver- 
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hältnisscs    -J-r 


Was    dagegen  die  Lage    des  Scheitelpunktes 


Fig.  29. 


der  Parabel,   oder  die  Entfernung  der  Parabel  -  Achse  von   dem 

Anfangspunkte  der  Bewegung,  betrifft,   so  lassen  sich  hier  drei 

verschiedene  Fälle  unterscheiden. 

Der  Scheitelpunkt  der 
Parabel  fallt  mit  dem 
Anfangspunkte  A  zu- 
sammen (Fig.  29),  wenn 
c  gleich  Null  und  u  =  v 
ist,  d.h.  wenn  der  Win- 
kel a,  den  die  Richtun- 
gen von  u  und  p  ein- 
schliessen,  ein  rechter 
Winkel  ist  (vgl.  Fig.  25 
und  Gleichung  18).    In 

diesem  Falle  nehmen  die  Gleichungen  der  Bewegung  die  einfachere 

Form  an: 

25)     tcx  =  p  t 

pt% 


26) 


x  = 


2 


27)  wy  =  v 

28)  y  =  vt 

und  man  erhält  als  Gleichung  der  Bahnlinie: 

Wenn  a  ein  spitzer  Winkel  ist,  c  also  einen  positiven  Werth 
hat,  so  ist  der  Scheitelpunkt  der  Parabel  vom  Anfangspunkte  der 
Bewegung  aus  gerechnet  rückwärts  gelegen  (Fig.  30).     Man  kann 

in  diesem  Falle  die  I$e* 


Fig.  30. 

_8 

b 


v 


a 


wegung  betrachten  als 
die  Fortsetzung  einer 
Bewegung,  die  in  S 
ihren  Anfangspunkt 
hatte,  für  welche  also 
die  Bedingungen  des 
vorigen  Falles  erfüllt 
sind.  Wenn  man  aus 
Gleichung  25)  denje- 
nigen Werth  von  t  be- 
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stimmt,  für  welchen  wx  gleich  c  wird,  diesen  Werth  in  den 
Gleichungen  28)  und  26)  substituirt  und  die  daraus  für  y  und  x 
sich  ergebenden  Werthe  resp.  mit  a  und  b  bezeichnet,  so  er- 
hält man: 


30)     a  = 


31)     b  = 


c  v 


V 


2p' 


Sieht  man  also  den  im  Abstände  a  von  der  Parabel  -  Achse 
gelegenen  Punkt  P  der  in  Fig.  29  dargestellten  Bewegung  als 
Anfangspunkt  derselben  an,  so  ist  weiter  kein  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Bewegungen  vorhanden. 

Wenn    dagegen   a    ein   stumpfer  Winkel    ist,    c   also   einen 
negativen  Werth  hat,  so  ist  der  Scheitelpunkt  £  der  Parabel  eine 
Stelle,   welche  der  materielle  Punkt  erst  im  weiteren  Verlaufe 
der  Bewegung  erreicht  (Fig.  31).     An  dieser  Stelle  ist  die  Be- 
wegung   parallel    der 
Hg-  8L  Richtung    A  Y,    folg- 

lich die  Geschwindig- 
keit in  der  Richtung 
A  X  gleich  Null.  Wenn 
man  also  in  Gleichung 
20)  %ox  =  o  setzt,  den 
hieraus  für  t  sich  er- 
gebenden Werth  in  den 
Gleichungen  23)  und  21) 
substituirt,  so  erhält 
man  für  die  zugehörigen  Werthe  «,  b  resp.  der  Grössen  y,  x 
die  Gleichungen: 


32)  a  =  — 

33)  b  =  — 


VC 

c» 
2p 


welche  die  Lage  des  Punktes  S  bestimmen.  Wenn  man  diesen 
Punkt  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  ansieht,  so  kann  Alles, 
was  in  Bezug  auf  den  Fall  Fig.  29  gilt,  auch  für  die  in  Fig.  31 
dargestellte  Bewegung  als  gültig  angenommen  werden. 

Um  also  das  Gesetz  und  die  Eigenschaften  der  parabolischen 
Bewegung  zu  studiren,  genügt  es  vollkommen,  die  Untersuchung 
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auf  den  ersten  (in  Fig.  29  dargestellten)  Fall  zu  beschränken,  da 
die  beiden  anderen  Fälle  nur  in  unwesentlichen  —  die  Wahl  des 
Anfangspunktes  betreffenden  —  Umständen  von  ihm  abweichen. 

Die    für    diesen   Fall    geltende   Gleichung   29)    zeigt:    dass 
einem  und  demselben  Werthe  von  y  ein  kleinerer  oder  grösserer 

Werth  von  x  entspricht,  je  nachdem  das  Verhältniss  -^-^    einen 

kleineren  oder  grösseren  Werth  hat,  dass  also  je  nach  der  Grösse 
dieses  Verhältnisses  die  Parabel  in  der  Gegend  ihres  Scheitel- 
punktes eine  flacher  oder  stärker  gekrümmte  Form  erhalten  wird. 
Die  Art  und  Weise,   in   welcher  die  Form   der   ganzen  Parabel 

durch  die  Grösse  des  Verhältnisses     ^ \   bedingt  wird,  lässt  sich 

noch  auf  andere  Weise  näher  characterisiren,  indem  man  nämlich 

die  Parabel  vergleicht 
Fig.  32.  mit    einer    Kreislinie, 

welche  durch  den 
Scheitelpunkt  A  und 
den  in  der  Entfernung 
y  von  der  Parabel- 
Achse  liegenden  Punkt 
P  hindurch  geht,  und 
deren  Mittelpunkt  0 
zugleich  in  der  Parabel- 
Achse  liegt  (Fig.  32). 
Wenn  man  die  Grösse 
y2  das  eine  Mal  aus 
der  Gleichung  29),  das 
andere  Mal  aus  der 
Gleichung  des  Kreises 
bestimmt ,  so  erhält 
man  die  beiden  Glei- 
chungen : 


TU 


0 


ix 


34)    t/*=2 


v2 


X 


35)  y*  =  2px-x2 

Die    Gleichsetzung    dieser   beiden    Werthe    ergiebt  für  den 
Halbmesser  p  die  Gleichung: 

36)  P  =  £  +  f 
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Die  Grösse  p  besteht  also  aus  zwei  Theilen:    der  erste  von 

vi 
x  unabhängige  Theil  —  hängt  nur  ab  von  der  Form  der  Parabel 

P 

(nämlich  von  der  oben  erwähnten   Grösse  -J^-j)  ;    der   andere 

Theil  -g-  dagegen  hängt  pur  von  x,  also  von  der  zufälligen  Wahl 

des  Punktes  P  ab,  und  ist  um  so  kleiner,  je  kleiner  der  Abstand 
dieses   Punktes  vom   Scheitelpunkte   gewählt  wird.     Wenn  man 


v% 


jenen  von  x  unabhängigen  Theil  —  mit  r  bezeichet,  so  kann  die 
Gleichung: 


37)     r  = 


ü» 


V 


auf  folgende  Weise  gedeutet  werden :  Sie  giebt  den  festen  Grenz- 
werth  an,  welchem  der  Halbmesser  p  einer  durch  die  drei  Punkte 
-4,  P,  Pi  gelegten  Kreislinie  mehr  und  mehr  sich  annähert,  je 
näher  die  letzteren  beiden  an  den  ersten  rücken;  oder  den  Halb- 
messer derjenigen  Kreislinie,  mit  welcher  die  Parabel  an  ihrem 
Scheitelpunkte  am  meisten  übereinstimmt  und  gleiche  Krüm- 
mung hat. 

Die  Parabel  ist  an  ihren  verschiedenen  Stellen  verschieden 
stark  gekrümmt,  der  Krümmungshalbmesser  —  d.  h.  der  Halb- 
messer desjenigen  Kreises,  mit  welchem  die  Parabel  an  der  be- 
treffenden Stelle  gleiche  Krümmung  hat  —  wechselt  in  seiner 
Grösse,  er  wird  am  kleinsten  am  Scheitelpunkte,  und  dieser 
kleinste  Werth,  also  der  Krümmungshalbmesser  am  Scheitelpunkte, 


v* 


ist  eben  jene  Grösse  — .     Es  kann   also   die   Form   der  ganzen 

Parabel  —  anstatt  durch  Angabe  jenes  Verhältnisses  ö»     *n 

Gleichung  29)  —  auch  dadurch  characterisirt  werden,  dass  für 
den  Krümmungshalbmesser  r  am  Scheitelpunkte  der  Werth  an- 
gegeben wird. 

Wenn  umgekehrt  die  Aufgabe  in  folgender  Form  gestellt  ist: 
Rechtwinkelig  zu  einer  gleichförmigen  Bewegung  von  der  ge- 
gebenen Geschwindigkeit  v  soll  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  hinzugefügt  werden;  gesucht  wird  die  Beschleunigung 
/>,  welche  dieselbe  haben  muss,  wenn  die  Krümmung  der  resulti- 

renden  Bahnlinie  an  der  Anfangsstelle  gerade  so  gross  sein  soll 

3* 
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wie  die  eines  Kreises  vom  gegebenen  Halbmesser  r:  so  ist  die 
Lösung  dieser  Aufgabe  enthalten  in  der  Gleichung: 

v* 

38)   V  =  — • 

v 

Diese  Gleichung  zeigt,  wie  die  Ablenkung  von  der  augenblick- 
lichen Bewegungsrichtung  aufgefasst  werden  kann  als  Hinzutreten 
einer  zu  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  rechtwinkelig  ge- 
richteten Beschleunigung,  wie  also  die  krummlinige  Bewegung 
gedacht  werden  kann  als  hervorgehend  aus  der  Zusammensetzung 
geradliniger  Bewegungen.  Sie  bildet  —  wie  sich  später  ergeben 
wird  —  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  krummlinigen  Be- 
wegung des  materiellen  Punktes,  insbesondere  für  die  Theorie  der 
sogenannten  Centripetalkraft  und  Centrifiigalkraft. 


Capitel  IV. 

Physikalische  Grundbegriffe  und  Grundgesetze  der 

Mechanik. 

§.  15. 
Entwickelung  der  Begriffe  Kraft  und  Masse. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen  Punktes  ihrer 
Grösse  oder  Richtung  nach  sich  ändert,  so  sehen  wir  diese  Aen- 
derung  als  Wirkung  irgend  einer  in  demselben  thätigen  Ursache 
an;  diese  Ursache  nennen  wir  Kraft. 

Es  ist  also  nicht  die  Ortsveränderung  eines  materiellen  Punktes 
an  sich,  welche  uns  veranlasst  zu  der  Annahme,  dass  eine  Kraft 
thätig  sei  —  vielmehr  nur,  wenn  diese  Ortsveränderung  in  einer 
ungleichförmigen  oder  in  einer  krummlinigen  Bewegung  besteht,  so 
ist  es  eben  die  Abweichung  von  der  Gleichförmigkeit,  von  der  Gerad- 
linigkeit, welche  wir  als  Wirkung  einer  Kraft  betrachten.  Denn  die 
Erfahrung  lehrt:  dass  es  in  der  Natur  eines  jeden  Körpers  liegt: 
Richtung  und  Geschwindigkeit  seiner  einmal  vorhandenen  Be- 
wegung unverändert  beizubehalten,  also  geradlinig  und  gleich- 
förmig seine  Bewegung  fortzusetzen,  so  lange  dieselbe  nicht  durch 
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äussere  Einwirkungen  gestört  wird,  d.  h.  so  lange  eben  nicht 
Kräfte  auf  ihn  einwirken.  Dieses  Naturgesetz  wird  das  Gesetz 
der  Trägheit  genannt. 

Das  Gesetz  der  Trägheit  ist  wie  alle  Naturgesetze  ein  Erfahrungsgesetz, 
dessen   Richtigkeit  durch    reine  Verstandesthatigkeit  allein   nicht  constatirt 
werden  kann. '  Allen  Versuchen,  dasselbe  als  eine  nothwendige  Verstandes- 
wahrheit darzustellen  und  zu  beweisen,  kann  die  Behauptung  entgegengestellt 
werden:  Ohne  Erfahrungen  würden  wir  von  diesem  Gesetze  Nichts  wissen; 
unsere  Vernunft  allein  drängt  uns  keinesweges  dazu:  der  Natur  gerade  diese 
Einrichtung  zuzuschreiben;  die  Annahme  irgend  einer  anderen  Natur-Einrich- 
tung, mit  welcher  das  Gesetz  der  Trägheit  nicht  verbunden  wäre,  stände  durch- 
aus nicht  im  Widerspruche  mit  unserer  Vernunft  —  wohl  aber  mit  unserer 
Erfahrung.    Wenn  man  ferner  in  folgender  Weise  argumentiren  wollte:   „Die 
Geschwindigkeit  eines  geradlinig  und  gleichförmig  bewegten  Körpers  ist  ein 
Zustand,  dessen  Fortdauer  —  bei  fehlender  äusserer  Einwirkung  —  als  selbst- 
verständlich einer  Erklärung  gar  nicht  bedarf,  dessen  Vorhandensein  allein 
schon  zur  Erklärung  seiner  Fortdauer  ausreicht;*4  so  würde  dagegen  einzu- 
wenden  seinr  das8   mittelst   derselben  Scblussfolgerung  auch  von  der  Be- 
schleunigung   eines    gleichförmig   beschleunigt  bewegten   Körpers  behauptet 
werden   könnte:    „Diese   Beschleunigung  sei  ein   Bewegungszustand,   dessen 
Fortdauer  als  selbstverständlich  einer  Erklärung  nicht  bedürfe,  insofern  das 
Vorhandensein  desselben  allein  schon  zur  Erklärung  seiner  Fortsetzung  aus- 
reiche.44   Hiermit  würde  man  aber  in  einen  Widerspruch  mit  der  Erfahrung 
sich  verwickeln,  da  wir  in  der  That  die  Fortdauer  jener  Beschleunigung  der 
Wirkung  einer  Kraft  zuschreiben  müssen. 

Die  Kräfte  wirken  in  der  Natur  nicht  unter  allen  Umständen 
in  gleicher  Weise.  Ihre  Aenderung  —  überhaupt  ihr  Auftreten  — 
mnss  uns  demnach  als  eine  der  weiteren  Erklärung  bedürfende 
Aenderung  des  bestehenden  Zustandes  erscheinen  und  uns  ver- 
anlassen, nach  den  Ausgangspunkten,  nach  den  Entstehungs- 
Ursachen  der  Kräfte  zu  forschen.  Wir  suchen  und  'finden  die- 
selben in  anderen  materiellen  Punkten.  Kraft  nennen  wir  also 
das  unbekannte  Zwischenglied,  welches  den  ursachlichen  Zusammen- 
bang zwischen  diesen  Ursachen  und  den  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeitsänderungen vermittelt,  welches  daher  in  Bezug  auf 
die  letzteren  als  Ursache,  in  Bezug  auf  die  ersteren  als  Wirkung 
aufgefasst  werden  kann. 

Wir  können  die  Kräfte  nur  in  ihren  Ursachen  und  ihren 
Wirkungen  beobachten;  die  Kräfte  selbst  entziehen  sich  unserer 
unmittelbaren  Wahrnehmung. 

Nur  in  einem  Falle  könnte  es  scheinen,  als  ob  wir  auch  die 
Kraft  selbst  wahrnehmen  —  wenn  man  das  Wort  „wahrnehmen" 
in  etwas  weiterem  Sinne  fasst.    Wenn  wir  durch  unsere  eigene 
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Körperkraft  einen  Körper  in  Bewegung  setzen,  oder  eine  schon 
vorhandene  Bewegung  desselben  abändern:  so  nehmen  wir  ausser 
der  hervorgebrachten  Wirkung  auch  den  Grad  der  aufgewendeten 
Kraft  wahr.  Auch  ohne  unmittelbare  Wahrnehmung  des  Erfolgs 
empfinden  wir  den  Unterschied  zwischen  solchen  Fällen,  in  welchen 
wir  eine  grössere,  und  solchen,  in  denen  wir  eine  geringere  Wir- 
kung hervorbringen.  Wenn  zwar  das,  was  wir  dabei  empfinden, 
auch  keinesweges  die  ausgeübte  Kraft  selbst,  sondern  nur  die  mit 
dem  Hervorbringen  derselben  verbundene  Anstrengung  ist,  so 
bilden  diese  Empfindungen  doch  die  Grundlage,  auf  welcher  der 
Begriff  der  Kraft  in  uns  sich  entwickelt. 

Wenn  wir  eine  gleiche  Wirkung,  wie  wir  sie  das  eine  Mal 
durch  unsere  eigene  Körperkraft  ziehend  oder  schiebend  an  einem 
Körper  hervorbrachten,  ein  anderes  Mal  ohne  unser  Zuthun  her- 
vorgebracht sehen,  so  sind  wir  geneigt  anzunehmen:  dass  auch 
in  diesem  letzteren  Falle  irgend  eine  ähnliche  verborgene  ziehende 
oder  schiebende  Ursache  thätig  war,  deren  Ursprung  —  statt  in 
unserem  eigenen  —  in  irgend  welchen  anderen  Körpern  zu 
suchen  ist. 

Mit  der  Einführung  des  Begriffes  der  Kraft  ist  die  letzte  Ursache  des 
Wirkenden  noch  nicht  erklärt;  vielmehr  ist  das  eigentliche  Wesen  der  Kraft 
uns  gegenwärtig  noch  eben  so  unbekannt,  wie  das  Wesen  der  Materie  Ober- 
haupt, und  mu8S  zugestanden  werden,  dass  das  Wort  „Kraft"  nur  eine  Aus- 
hülfe, ein  Name  ist  für  Dasjenige,  was  einer  weiteren  Erklärung  noch  ent- 
gegensieht. In  neuester  Zeit  haben  einige  Physiker  das  Wesen  der  Kraft  zu 
erklären  versucht,  indem  sie  die  Hypothese  aufstellten :  dass  der  raumer- 
füllende Aether,  derselbe  Aether,  welchem  die  Vermittelung  der  Licht-  und 
Wärme  -  Erscheinungen  zugeschrieben  wird,  das  Medium  sei,  durch  welches 
auch  die  Kraftwirkungen  fortgepflanzt  und  vermittelt  werden,  und  dass  das 
Vorhandensein  einer  Kraft  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung  an  einem 
bestimmten  Orte  des  Raumes  zu  definiren  sei  als  ein  bestimmter  Bewegungs- 
zustand des  Aethers  an  dieser  Stelle.  Indessen  selbst  wenn  es  den  Physikern 
gelingen  sollte,  in  dieser  Richtung  einen  Schritt  vorwärts  zu  thun,  den  Begriff 
der  Kraft  auf  andere  Begriffe  zurückzuführen  und  dadurch  entbehrlich  zu 
machen,  so  würde  für  die  Mechanik  darin  noch  keinesweges  eine  Veranlassung 
liegen ,  sich  dieses  Begriffes  zu  entäussern ,  insofern  die  auf  den  Begriff  der 
Kraft  gegründete  Auffassung  der  Natur  -  Erscheinungen  doch  immer  die  ein- 
fachste Form  bieten  würde,  in  welche  die  eigentliche  Aufgabe  der  Mechanik 
eingekleidet  werden  kann,  und  deshalb  ihre  Berechtigung  behalten  würde. 

Das  Erforschen  der  Entstehungs- Ursachen  der  Kräfte,  der 
Gesetze,  nach  welchen  sie  mit  ihren  Ursachen  sich  ändern  und 
ihrerseits  wiederum  die  Veränderungen  in  der  Körperwelt  hervor- 
bringen, ist  Aufgabe  der  Physik.     Gegenstand  der  Mechanik  ist 
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nur  die  Untersuchung  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Kräften 
und  den  von  ihnen  hervorgebrachten  Bewegungsänderungen.  Wenn 
zwar  die  Mechanik  bei  ihren  Untersuchungen  nicht  bis  zu  den 
Ursachen  der  Kräfte  vordringt,  so  kann  docli  bei  der  Begründung 
ihrer  Lehren  dieKenntniss  des  Umstandes  nicht  entbehrt  werden: 
dass  wir  auf  zweierlei  Weise  die  Kräfte  zum  Gegenstande  indi- 
recter  Beobachtung  und  Messung  machen  können:  einmal,  indem 
wir  sie  in  ihren  Wirkungen,  und  einmal,  indem  wir  sie  in  iliren 
Ursachen  studiren;  dass  wir  also  zweierlei  Mittel  besitzen,  das 
^wiederholte  Auftreten  einer  gleich  grossen  Kraft  zu  eonstatiren: 
wir  erkennen  dasselbe  einmal  an  der  Gleichheit  der  Wirkung  und 
ein  anderes  Mal  an  der  Gleichheit  der  äusseren  Umstände,  unter 
welchen  die  Kraft  zur  Wirkung  kommt. 

Wenn  wir  beispielsweise  eines  elastischen  Kautschuk  -  Fadens  uns  be- 
dienen, um  mittelst  desselben  eine  Zugkraft  auszuüben  und  einen  Körper  da- 
durch in  Bewegung  zu  versetzen,  so  können  wir  die  Grösse  der  ausgeübten 
Kraft  erkennen  :  einmal  an  der  Grösse  der  hervorgebrachten  Geschwindigkeits- 
änderung und  ein  anderes  Mal  an  dem  Verlängerungszustande,  in  welchem 
der  Faden  dabei  sich  befindet.  Wenn  wir  ein  anderes  Mal  denselben  Faden 
benutzen,  um  einen  anderen  Körper  in  Bewegung  zu  versetzen,  und  der  Faden 
dabei  wiederum  in  demselben  Verlängerungszustande  sich  befindet,  so  würden 
wir  allein  aus  diesem  Umstände  schon  schliessen  können,  dass  die  ausgeübte 
Kraft  dieselbe  Grösse  hatte,  auch  wenn  die  hervorgebrachte  Geschwindigkeits- 
Änderung  uns  unbekannt  geblieben  wäre. 

Die  Kräfte  sind  intensive  Grössen,  welche  nur  gemessen 
werden  können,  wenn  irgend  eine  räumliche  Grösse  für  sie  als 
Maass  gefunden  wird. 

Die  Wirkung  einer  Kraft  besteht  in  dem  Hervorbringen  von 
Geschwindigkeitsänderung  *).  Je  grösser  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  hervorgebrachte  Geschwindigkeitsänderung  ist,  um 
so  grösser  wird  die  wirkende  Kraft  anzusehen  sein.  Wenn  ein 
Körper  immer  in  gleicher  Richtung  sich  bewegt  und  seine  Ge- 
schwindigkeit in  gleichen  Zeiten  immer  um  gleiche  Grössen  zu- 
nimmt, so  sehen  wir  diese  Bewegung  als  Wirkung  einer  Kraft  an 
von  unveränderter  Richtung  und  Grösse,  oder  einer  constanten 
Kraft,  deren  Richtung  mit  der  Bewegungsrichtung  zusammenfällt. 


•)  Wenn  anter  besonderen  Umständen  ein  ruhender  Körpor  durch  eine  Kraft  nicht  In 
Bewegung  versetzt  wird  (wie  s.  B.  ein  an  einem  festen  Punkte  aufgehängter  Körper  durch  die 
8chwerkraft  nicht  tn  Bewegung  versetzt  wird) ,  so  findet  dies  —  wie  später  gezeigt  werden  wird 
—  seine  Erklärung  darin ,  dass  hier  die  Geschwindigkeit  im  Entstehen  schon  durch  eine  andere 
Kraft  (den  Widerstand  des  Aalhängepunktes)  wieder  vernichtet  wird. 
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In  Folgendem  ist  —  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  be- 
merkt wird  —  unter  „Kraft"  allemal  eine  eonstante  Kraft  zu 
verstehen. 

Eine  eonstante  Kraft  ertheilt  also  einem  vorher  ruhenden 
Körper  eine  geradlinige  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung, 
deren  Beschleunigung  um  so  grösser,  je  grösser  die  wirkende 
Kraft  ist.  Wenn  die  Beschleunigung,  die  einem  bestimmten  Körper 
von  einer  bestimmten  Kraft  ertheilt  wird,  eben  so  gross  ist  wie 
die  Beschleunigung,  welche1  ein  anderes  Mal  demselben  Körper 
von  einer  anderen  Kraft  ertheilt  wird,  so  werden  die  beiden 
Kräfte  gleich  gross  genannt.  Wenn  dagegen  die  Beschleunigung, 
welche  einem  Körper  von  einer  Kraft  ertheilt  wird,  k  mal  so  gross 
ist  als  diejenige,  welche  ein  anderes  Mal  demselben  Körper  von 
einer  anderen  Kraft  ertheilt  wird,  so  wird  die  erstere  Kraft 
&mal  so  gross  als  die  zweite  genannt. 

Die  Kräfte  verhalten  sich  also  wie  die  Beschleunigungen, 
die  sie  einem  und  demselben  Korper  ertheilen. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bewegung  dieses  einen  bestimmten 
Körpers  handelte,  so  würden  also  die  Beschleunigungen  allein 
schon  als  Maasse  für  die  Kräfte  ausreichen.  Da  es  sich  in  der 
Mechanik  aber  um  die  Bewegung  beliebiger  Körper  handelt,  so 
muss  auf  den  Unterschied  in  dem  Verhalten  der  verschiedenen 
Körper  den  Kräften  gegenüber  Rücksicht  genommen  werden. 

Wenn  eine  und  dieselbe  Kraft  dem  einen  Körper  eine  andere 
Beschleunigung  ertheilt  als  dem  anderen  Körper,  so  erklärt  man 
sich  dies  aus  dem  Unterschiede  derjenigen  Grössen,  welche  man 
die  Massen  der  Körper  nennt.  Man  schreibt  dem  Körper  eine 
um  so  grössere  Masse  zu,  je  kleiner  die  von  jener  Kraft  ihm 
ertheilte  Beschleunigung  ist.  Gleich  nennt  man  die  Massen  zweier 
Körper,  wenn  eine  und  dieselbe  Kraft  jeder  von  beiden  die 
gleiche  Beschleunigung  ertheilt.  Wenn  dagegen  die  Kraft  dem 
zweiten  Körper  nur  den  mten  Theil  derjenigen  Besclüeunigung 
ertheilt,  welche  der  erste  Körper  durch  dieselbe  Kraft  erhielt,  so 
nennt  man  die  Masse  des  zweiten  Körpers  mmal  so  gross  als  die 
des  ersten. 

•Die  Hassen  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die  Beschleu- 
nigungen, welche  gleiche  Kräfte  ihnen  ertheilen. 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass  zwei  Körper  bei  ihrer  Vereinigung  einen  Körper 
bilden,  dessen  Masse  gleich  der  Summe  ihrer  beiden  Massen  ist;  dass  auch, 
wenn  die  Körper  chemisch  mit  einander  sich  verbinden  —  wobei  ihre  son- 
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stigen  Eigenschaften  zum  Theil  zerstört  werden  —  die  Eigenschaft  und  Grösse 
der  Masse  unverändert  sich  erhält.  Man  kann  daher  den  Begriff  „Masse14 
auch  definiren  als  Quantität  der  Materie,  und  diese  Definition  wurde  voll- 
kommen ausreichen,  wenn  alle  Körper  von  gleicher  physicalischer  Beschaffen- 
heit wären,  und  die  Quantität  der  in  ihnen  enthaltenen  Materie  gemessen 
weiden  könnte  nach  ihrem  Rauminhalt.  Da  dies  indessen  nicht  der  Fall  ist, 
and  bei  Körpern  verschiedener  Qualität  als  letztes  Mittel  doch  immer  Kräfte 
benatzt  werden  müssen,  um  ihr  Massen- Verhältniss  zu  bestimmen,  so  kann  die 
oben  gegebene  Definition  nicht  wohl  umgangen  werden. 

Durch  die  beiden  für  Kraft-  und  Massen-Grössen  gegebenen 
Definitionen  ist  die  Messung  der  Kräfte  und  Massen  zurückgeführt 
auf  die  Messung  von  Beschleunigungen,  also  auf  die  Messung  von 
Längen-Grössen.  Man  würde  hiernach  in  den  Stand  gesetzt,  bei 
Zugrundelegung  einer  bestimmten  Masse  sämmtliche  Kräfte  durch 
Zahlen  auszudrücken  und  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten 
Kraft  die  Massen  der  verscliiedenen  Körper  durch  Zahlen  aus- 
zudrucken. 

Es  entsteht  nun  die  Frage :  ob  die  auf  solche  Weise  erhal- 
tenen Zahlen  abhängen  von  der  zufälligen  Wald  jener  einen  Kraft, 
von  der  Wahl  jener  einen  Masse  und  ihrer  physicalischen  Be- 
schaffenheit; oder  ob  vielmehr  diese  Zahlen  ganz  allgemeine  Gül- 
tigkeit besitzen?  Diese  Frage  kann  a  priori  nicht  beantwortet 
werden,  sondern  die  Erfahrung  muss  darüber  entscheiden. 


§.  16. 

Gesetz  der  Beschleunigung. 

Wenn  man  diejenige  Kraft  als  Kraft -Einheit  wählt,  welche 
irgend  einem  bestimmten  Körper  eine  Beschleunigung  gleich  der 
Längen -Einheit  ertheilt,  und  die  Masse  eben  desselben  Körpers 
als  Massen-Einheit  annimmt,  so  reichen  die  im  vorigen  Paragraph 
gegebenen  Definitionen  bereits  aus,  um  zu  bestimmen: 

Erstens:  die  Beschleunigung,  welche  jener  Masse  Eins  von 
tfgend  einer  anderen  Kraft  ertheilt  wird,  deren  Grösse  durch  die 
^ahl  k  gegeben  ist ; 

Zweitens:  die  Beschleunigung,  welche  jene  Kraft  Eins  irgend 
einer  andern  Masse  ertheilt,  deren  Grösse,  durch  die  Zald  m  ge- 
geben ist. 

Um  aber  die  Beschleunigung  zu  bestimmen,  welche  die 
^"aft  k  der  Masse  m  ertheilt,  dazu  reichen  die  gegebenen  Defi- 
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nitionen  noch  uicht  aus.     Wenn  mau  die  vorliegende  Frage  sich 
veranschaulicht  durch  das  Schema: 

die  Kraft  1  ertheilt  der  Masse  1  die  Beschleunigung  1 
k  1  k 

l 


r»         *  n  r  n         m     t> 


m 


so  findet  man,  dass  die  drei  Vordersätze  hinsichtlich  der  im 
Schlusssatze  gesuchten  Beschleunigung  noch  kein  Resultat  ergeben. 
Denn  daraus:  dass  —  der  Definition  gemäss  —  die  Beschleu- 
nigungen, welche  der  Masse  „Eins"  ertheilt  werden  durch  die 
Kräfte  „Eins"  und  k  sich  verhalten  wie  1 :  &,  folgt  noch  keines- 
weges,  dass  auch  zwischen  den  Beschleunigungen,  welche  die 
Masse  m  durch  sie  erhält,  das  gleiche  Verhältniss  stattfindet; 
und  daraus:    dass  die  von  der  Kraft  „Eins"  den  Massen  „Eins" 

und   m   ertheilten   Beschleunigungen    sich   verhalten    wie    1  :  — , 

folgt  noch  keinesweges,  dass  auch  dann  noch  das  gleiche  Ver- 
hältniss zwischen  den  Beschleunigungen  stattfindet,  wenn  k  die 
beschleunigende  Kraft  ist.  Denn  es  wäre  denkbar:  dass  auch 
die  physicalische  oder  chemische  Beschaffenheit  der  Körper,  die 
Qualität  und  Entstehungsursachen  der  Kräfte  einen  Einfiuss  auf 
die  Grösse  der  hervorgebrachten  Beschleunigung  hätten. 

Die  Erfahrung  lehrt  nun  aber,  dass:  welche  Masse  auch 
immer  der  Messung  der  Kräfte,  welche  Kraft  auch  immer  der 
Messung  der  Massen  zum  Grunde  gelegt  werden  möge,  stets  die- 
selben Verhältnisszahlen  sich  ergeben.  Sie  giebt  also  in  Bezug 
auf  die  vorliegende  Frage  die  folgende  Antwort : 

Auch  dann,  wenn  statt  jener  Masse  „Eins"  eine  andere  Masse  m 
gewählt  wird,  so  beträgt  die  von  der  Kraft  Je  hervorgebrachte 
Beschleunigung  immer  fcmal  so  viel  als  die  von  der  Kraft  „Eins" 

hervorgebrachte.     Letztere  betrug  — ,   folglich  ist   die  von   der 

Kraft  k  der  Masse  m  ertheilte  Beschleunigung  gleich  k.  — ;  oder: 

Auch  dann,  wenn  statt  der  Kraft  „Eins"  eine  andere  Kraft  k 
die  beschleunigende  Kraft  ist,  findet  sich,  dass  die  Masse  m  immer 
nur  den  mten  Theil  derjenigen  Beschleunigung  erhält,  welche  die 
Masse   „Eins"    von   derselben  Kraft  erhält.      Letztere   betrug  fc, 
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folglich  erhält  die  Masse  m  von  der  Kraft  k  die  Beschleunigung 

•    Km 

m 

Wenn  die  gesuchte  Beschleunigung  mit  p  bezeichnet  wird,  so 
ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

39)    p  =  ~-. 

In  Worten  ausgedrückt  lautet  dieses  Gesetz  also :  Man  findet 
die  Beschleunigung,  welche  eine  gegebene  Kraft  einer  gegebenen 
Ma^se  ertheilt,  indem  man  die  Kraft-Zahl  durch  die  Massen-Zahl 
dividirt;  oder  kürzer: 

Beschleunigung  =  Jgg- . 

Dieses  Naturgesetz  ist  eines  von  den  Grundgesetzen  der 
Mechanik  und  wird  das  Gesetz  der  Beschleunigung  genannt.  Das 
Gesetz  der  Trägheit  ist  als  specielles  Gesetz  in  diesem  allge- 
meineren enthalten ;  denn  es  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Gleichung, 
dass,  wenn  die  Kraft  Null  ist,  die  Beschleunigung  ebenfalls  Null 
ist;  d.  h.  wenn  keine  Kraft  wirkt,  so  ändert  sich  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  nicht. 

k 
Wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  —  in  Gleichung  39) 

m 

mit  gleichen  Zahlen  multiplicirt,  so  bleibt  der  Werth  desselben 
unverändert,  also  auch  p.  Sind  &,  und  ml  die  Werthe,  welche 
xesp.  Zähler  und  Nenner  alsdann  annehmen,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus die  Gleichung: 

k         k,  .  k         m 

—  oder       -=—  = 


m         ml  kx         m, 

Man  kann  also  das  obige  Gesetz  auch  in  folgender  Form 
aussprechen : 

Die  Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Massen,  denen  sie  gleiche 
Beschleunigungen  ertheilen. 

Es  giebt  noch  andere  Formen,  in  denen  dieses  Naturgesetz  ausgesprochen 
werden  kann;  der  eigentliche  Sinn  desselben  bleibt  aber  immer  derselbe, 
nämlich  folgender :  Es  giebt  zweierlei  Maasse  für  die  Grössen  der  Kräfte ; 
man  kann  einmal  die  Beschleunigungen,  welche  sie  gleichen  Massen  ertheilen, 
und  ein  anderes  Mal  die  Massen,  denen  sie  gleiche  Beschleunigungen  ertheilen, 
ah  Maasse  wählen;  beide  Maassbestimmungen  fahren  stets  zu  denselben 
Kraft-Zahlen. 
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Man  hätte  also  statt  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Definition  der 
Kraftgrös8en  auch  die  folgende  wählen  können :  Die  Kräfte  sollen  propor- 
tional den  Massen  gelten,  welchen  sie  gleiche  Beschleunigungen  ertheilen,  und 
hätte  als  Ergänzung  dann  jenes  Naturgesetz  in  folgender  Form  hinzufügen 
können :  „die  so  erhaltenen  Kraftzahlen  sind  auch  proportional  den  Beschleu- 
nigungen, welche  diese  Kräfte  einer  und  derselben  Masse  ertheilen.14  Wenn 
man  also  einen  und  denselben  Körper  nach  einander  der  Wirkung  verschie- 
dener Kräfte  aussetzt  und  jedesmal  die  hervorgebrachte  Beschleunigung  misst, 
so  findet  sich,  dass  der  Quotient 

(=  Masse) 


Beschleunigung 

allemal  denselben  Werth  hat  und  dieser  unveränderliche  Werth  bildet  zugleich 
die  Massenzahl  des  Körpers.  In  dieser  Form  würde  das  Gesetz  genannt 
werden  können  „das  Gesetz  der  Unvcränderlichkeit  der  Masse", 

§.  17. 

Gesetz  der  Schwere. 

Für  die  Massengrössen  wurde  im  §.  15  die  Definition  gegeben : 
Die  Massen  der  Körper  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Be- 
schleunigungen, welche  ihnen  von  gleichen  Kräften  ertheilt  werden. 
Hiernach  bedürfte  es,  um  die  Massen  der  Körper  zu  bestimmen, 
allemal  einer  umständlichen,  beschwerlichen  Operation:  man 
müsste  eine  Kraft  von  bestimmter  Grösse  auf  den  Körper  wirken 
lassen  und  die  Beschleunigung  messen,  welche  der  Körper  durch 
sie  erhielte. 

Es  giebt  eine  viel  einfachere  Methode,  die  Massen  der  Körper 
zu  bestimmen,  und  diese  Methode  gründet  sich  auf  ein  Natur- 
gesetz, welches  das  Gesetz  der  Schwere  genannt  wird. 

Jeder  Körper,  der  sich  an  der  Erdoberfläche  befindet,  wird 
von  der  Erde  angezogen  in  der  Richtung  vertical  abwärts  mit 
einer  Kraft,  welche  das  Gewicht  des  Körpers  genannt  wird.  Die 
Erfahrung  lehrt:  dass  diese  Gewichte  der  Körper  Kräfte  sind, 
welche  allen  Körpern  gleiche  *)  Beschleunigung  ertheilen,  nämlich : 

40)    g  =  9»,  81  . . 


*)  d.  b.  wenn  dieselben  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  frei  fallen  und  dabei  den 
Wirkungen  anderer  Kräfte,  wie  z.  B.  der  Wirkung  des  Luftwiderstandes,  gänzlich  entzogen  sind. 
Die  Grosso  dieser  Beschleunigung  ist  in  Wirklichkeit  an  den  verschiedenen  Stellen  der  Erdober- 
fläche ein  wenig  verschieden;  doch  können  die  geringen  Schwankungen  dieser  Grösse  erst 
weiter  unten  ihre  Erklärung  finden ,  und  soll  vorläufig  auf  dieselben  keine  Rücksicht  genommen 
werden. 
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Diese  Grösse  wird  die  Beschleunigung  der  Schwere  oder  Be- 
schleunigung des  freien  Falles  (auch  Erd-Acceleration)  genannt 
und  soll  im  Folgenden  immer  mit  dem  Buchstaben  g  bezeichnet 
werden. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  nun  gezeigt:  dass  die  Massen 
der  Körper  sich  verhalten  wie  die  Kräfte,  die  ihnen  gleiche  Be- 
schleunigung ertheilen.  Die  Gewichte  der  Körper  sind  solche 
Kräfte,   also  ergiebt  sich  hieraus  das  Gesetz: 

Die  Hassen  der  Körper  verhalten  sich  wie  ihre  Gewichte. 

Man  kann  hiernach  das  Massen  -Verhältniss  zweier  Körper 
bestimmen,  indem  man  durch  Wägung  ihr  Gewichtsverhältniss 
bestimmt.  Das  Gewicht -Messen  oder  Wägen  ist  aber  eine  im 
täglichen  Leben  so  häufig  vorkommende  Operation,  dass  dieselbe 
—  ebenso  wie  das  Zeit-Messen  mittelst  der  Uhren  —  als  Jeder- 
mann vollkommen  verständlich  und  geläufig  vorausgesetzt  wer- 
den darf. 

Als  Hassen -Einheit  soll  diejenige  Masse  gewählt  werden, 
welche  1  Kilogramm  wiegt.  Für  diejenige  Masse,  welche  m  Kilo- 
gramm wiegt,  ist  also  m  die  Massenzahl. 

Als  Kraft-Einheit  soll  diejenige  Kraft  gewählt  werden,  welche 
einem  Kilogramm  Masse  einen  Meter  Beschleunigung  ertheilt. 
Wenn  also  die  Grösse  einer  Kraft  durch  die  Zahl  k  ausgedrückt 
'wird,  so  ist  damit  eine  Kraft  gemeint,  welche  fcmal  so  gross  ist 
als  jene  Kraft -Einheit  —  eine  Kraft  also  z.  B.:  welche  einem 
Kilogramm  Masse  k  Meter  Beschleunigung,  oder  welche  k  Kilo- 
grammen Masse  einen  Meter  Beschleunigung  ertheilen  würde. 

Wenn  mit  p  die  Beschleunigung  bezeichnet  wird,  welche  die 
Kraft  k  der  Masse  m  ertheilt,  so  ist  nach  dem  Gesetze  der  Be- 
schleunigung (Gleichung  39): 

*        ,  k 

p—  —    oder    m  =  — . 
r        m  p 

Das  Gewicht  der  Masse  m  ist  nach  dem  Gesetze  der  Schwere 
eine  Kraft,  welche  ihr  die  Beschleunigung  g  ertheilt.  Wenn  also 
mit  Q  das  Gewicht  der  Masse  m  bezeichnet  und  dieser  Werth 
statt  k  substituirt  wird,  so  ist  g  für  p  zu  setzen,  und  man  erhält 
folgende  Gleichung: 

Ö 

41)  m  =  — . 

9 
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Die  Massenzald  eines  Körpers  ist  also  gleich  der  Gewichts- 
zahl desselben  dividirt  durch  die  Beschleunigung  des  freien  Falles 
oder  kürzer: 

M Gewicht 

~~    Fallbeschleunigung 

Wie  man  Längen -Grössen  bald  in  Metern,  bald  in  Milli- 
metern, oder  auch  in  Füssen,  Zollen,  Meilen  angiebt,  so  können 
auch  die  Kraftgrössen  nach  verschiedenerlei  Maass  gemessen  wer- 
den, und  die  Kraftzahlen  für  eine  und  dieselbe  Kraftgrösse  werden 
verschieden  ausfallen  je  nach  der  Wahl  der  Kraft- Einheit. 

Ein  von  dem  oben  gewählten  abweichendes  sebr  gebräuch- 
liches Maass  für  Kraftgrössen  ist  die  Gewichtseinheit,  oder  das 
Gewicht  eines  Körpers,  der  1  Kilogramm  wiegt.  Nach  dem  Ge- 
setze der  Schwere  ertheilt  diese  Kraft  einem  Kilogramm  Masse 
eine  Beschleunigung  von  g  Metern,  würde  also  nach  dem  oben 
gewählten  Maass-Systeme  die  Kraftzahl  g  erhalten.  Wenn  diese 
Kraft  als  Einheit  gewählt  werden  soll,  so  hat  man  sämmtliche 
Kraftzahlen  des  vorigen  Maasssystems  durch  g  zu  dividiren,  um 
die  Kraftzahlen  für  das  neue  System  zu  erhalten. 

In  Gleichung  41)  erscheint  die  Massenzahl  m  ausgedrückt 
durch  eine  Kraftzahl  Q  und  eine  Längenzahl  g.  Eine  Aenderung 
in  der  Wahl  der  Kraft-Einheit  und  Längen-Einheit  bringt  daher 
eine  Aenderung  der  Massenzahl,  folglich  auch  der  Massen-Einheit 
mit  sich. 

Wenn  g  in  Metern  und  Q  in  Gewichts-Einheiten  ausgedrückt 
wird,  so  erhält  die  Massenzahl  m  einen  #mal  kleineren  Werth 
(weil  nach  diesem  System  Q  eine  «7  mal  kleinere  Zahl  wird).  Die 
dem  neuen  Systeme  zum  Grunde  liegende  Massen-Einheit  ist  also 
(/mal  so  gross  als  die  vorige,  folglich  eine  Masse  von  g  Kilo- 
grammen. 

Wenn  z.  B.  Gewicht  (J  und  Masse  m  eines  Körpers,  der  50  Kilo- 
gramm =  100  Pfund  wiegt,  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden  sollen,  so> 
würde  man   nach  dem  anfanglichen  Maasssystemc  die  Zahlenwerthe  erhalten: 

0  =  50  .  9,81  =  490,5 
Q        490,5       „n 

nach  dem  zweiten  Systeme  dagegen: 

Q  =  50 

Q  50         .  f 

m=   ,        "pl  ^'L 
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Wenn  als  Längen  -  Einheit  der  Fuss  gewählt  werden  soll,  so  würde  man 
—  da  1  Meter  =  3,42  (hannov.)  Fuss  —  zu  setzen  haben :  g  =  9,81  .  3,42 
=  33,6  Fuss. 

Wenn  zugleich  das  Pfand  als  Gewichts  -  Einheit  gewählt  werden  soll,  so 
erhielte  man  nach  dem  ersten  Maasssysteme  die  Zahlen  : 

Q  =  100  .  33,6  =  3360 

m==-w  =  10° 

nach  dem  zweiten  Systeme  dagegen : 

0  =  100 

m  =  "8p"  =  2'976' 
Die    Gleichung  41)    kann    unter   allen    Umständen   benutzt 
^werden,  um  die  Massenzahl  eines  Körpers  durch  die  Gewichtszahl 
auszudrücken;  letztere  aber  ist  festgestellt,  so  bald  die  Wahl  der 
Kraft-Einheit  entschieden  ist.      Bei  den   später  folgenden  Rech- 
nungen soll  durch  das  der  Kraft- Zahl  angehängte  Zeichen  „&tZu 
allemal  angedeutet  werden,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers,  der 
1  Kilogramm  wiegt,  als  Kraft -Einheit  angenommen  wurde.    Im 
anderen  Falle  ist  immer  diejenige  Kraft,  welche  einem  Kilogramm 
Masse    einen  Meter   Beschleunigung   ertheilt,    als  Kraft  -  Einheit 
anzusehen. 

Obwohl  streng  genommen  das  Lehrgebäude  der  theoretischen  Mechanik 
bestehen  kann,  ohne  auf  das  Gesetz  der  Schwere  als  Grundgesetz  sich  zu 
stützen  —  insofern  es,  wie  oben  gezeigt,  andere  Mittel  giebt,  die  Massen  der 
Körper  zu  bestimmen  —  so  ist  doch  fQr  alle  Fälle,  in  denen  die  Resultate 
der  Mechanik  angewendet  werden,  das  Gesetz  der  Schwere  practisch  kaum  zu 
entbehren  und  aus  diesem  Grunde  hier  unter  den  Grundgesetzen  der  Mechanik 
mit  aufgef&hrt. 

§.  18. 
Parallelogramm  -  Gesetz. 

Die  Wirkungen  aller  Kräfte  —  welchen  Ursprung  sie  auch 
immer  haben  mögen  —  die  Bewegungen  aller  materiellen  Punkte 
—  welcher  Qualität  sie  auch  immer  sein  mögen  —  sind  folgendem 
allgemeinen  Gesetze  unterworfen: 

Die  Beschleunigung,  welche  eine  Kraft  einem  materiellen 
Punkte  ertheilt,  ist  unabhängig  von  Grösse  und  Richtung  der 
Geschwindigkeit,  welche  derselbe  schon  besitzt,  und  unabhängig 
von  den  Beschleunigungen,  welche  demselben  gleichzeitig  von 
anderen  Kräften  ertheilt  werden, 


> 
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oder  in  anderen  Worten  ausgedrückt: 

Wenn  gleichzeitig  die  Ursachen  für  mehrere  Bewegungen 
eines  materiellen  Punktes  vorhanden  sind,  so  fuhrt  derselbe  die 
Resultirende  aller  dieser  Bewegungen  aus. 

Als  Ursachen  gleichförmiger  Bewegungen  sind  liier  die  etwa 
schon  vorhandenen  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte  zu 
verstehen,  insofern  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  diese  Ge- 
schwindigkeiten ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  sich  unverändert 
erhalten  würden,  wenn  keine  Kräfte  wirkten.  Als  Ursachen  be- 
schleunigter Bewegungen  sind  nach  §.  15  die  Kräfte  anzusehen. 

Mit  Zuziehung  dieses   Erfahrungsgesetzes    gewinnt    erst   die 
ganze  in  Cap.  III.   enthaltene   Lehre  von   der  Zusammensetzung^^* 
und  Zerlegung  der  Bewegungen  ihre  eigentliche  Bedeutung  fü 
die    Mechanik.      Wenn    man    bei    gleichzeitigem    Vorhandenseil 
mehrerer  solcher  Bewegungs-Ursachen  die  einzelnen  Bewegungen^, 
welche  jede  derselben  für  sicli  allein  hervorgebracht  haben  würde,- 
nach  den  in  Cap.  III.  gefundenen  Regeln  zu  einer  Resultirende 
zusammensetzt,  so  ist  diese  Resultirende  eben  diejenige  Bewegung, 
welche  der  materielle  Punkt  wirklich  ausführt.    Man  kann  alscz 
den  Vorgang  so  auffassen,  als  ob  die  einzelnen  Bewegungen,  ohn 
einander  gegenseitig  zu  stören,  unabhängig  von  einander,  wirklici 
ausgeführt  werden.    Das  Gesetz  könnte  daher  auch  das  Gesets=  ,z 
der  Unabhängigkeit  der  Bewegungen  genannt  werden. 

Wie  die  Zusammensetzung  von  zwei  Bewegungen  zu  der 
§.  9  erklärten  Parallelogramm-Construction ,   zu  dem  sogenannte 
Parallelogramm  der  Bewegungen  führte,  aus  welchem  dann  di-~ 
weiteren  Regeln   für  die   Zusammensetzung  von   mehr   als   zw 
(gleichartigen  oder  ungleichartigen)  Bewegungen  abgeleitet  werde 
konnten :  so  erscheint  auch  das  vorliegende  Naturgesetz  in  sein^=*  J 
allgemeinen  Grundform  durch  jene  Parallelogramm -Constructio 
characterisirt  und  kann  —  in  einem  etwas  anderen  Sinne  zwfiu- 
—  mit  dem  Namen  Parallelogramm  der  Bewegungen  oder  kürz&3 
Parallelogramm -Gesetz  bezeichnet  werden.     Nur  ist  zu  beachten, 
dass  der  in  §.  9  erklärte  Satz  eine  geometrische  Wahrheit,  das 
hier  genannte  Parallelogramm  -  Gesetz  dagegen  eine  physicalische 
Wahrheit  constatirt. 

Wie  mehrere  gleichzeitig  stattfindende  Beschleunigungen  eines 
materiellen  Punktes  nach  §.  13  immer  durch  eine  einzige  —  die 
resultirende  —  Beschleunigung  sich  ersetzen  lassen :  so  können 
aucli  mehrere  auf  einen  materiellen  Punkt  gleichzeitig  wirkende 
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räfte  immer  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden,  welche 
mau  dieselbe  Wirkung  hervorbringt.  Diese  Kraft  wird  die 
ittelkraft  oder  Resultirende  jener  einzelnen  Kräfte  genannt. 

Wenn  P  und  Q  zwei  Kräfte  sind ,  die  gleichzeitig  auf  einen 
ateriellen  Punkt  wirken,  und  m  die  Masse  desselben  ist,  so 
id  die  Beschleunigungen,  welche  diese  Kräfte  einzeln  wirkend 
im  materiellen  Punkte  ertheilen  würden,  nach  dem  Gesetze  der 
schleunigung  resp. : 


p  =  —  und    q  = 
m 


Q 


m 


Nach  dem  Parallelogramm  -  Gesetze  ist  die  wirklich  stattfin- 
tnde  Beschleunigung  r  die  Resultirende  von  p  und  q ;  sie  wird 
so  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  des 
s  den  beiden  Grössen  p  und  q  construirten  Parallelogramms 
ig.  23)  dargestellt. 

Wenn  mit  R  die  Mittelkraft  von  P  und  Q  bezeichnet  wird, 
ler  diejenige  Kraft,  welche  für  sich  allein  dem  materiellen  Punkte 
Unfalls  diese  Beschleunigung  r  ertheilen  würde,  so  ist  nach  dem 
ssetze  der  Beschleunigung: 

R 


m 


Um  also  die  gesuchte  Mittelkraft  darzustellen,  braucht  man 
ir  das  Parallelogramm  Fig.  23  nach  einem  m-fach  vergrösserten 
aassstabe  zu  construiren;  man  erhält  dann  ein  Parallelogramm 
BDC  (Fig.  33),  dessen  Seiten  resp.  : 

m  .p  =  P    und    m  .  q  =  Q 


Fig.  33. 


so  viele  Längen-Einheiten 
als  die  gegebenen  Seiten- 
kräfte Kraft  -  Einheiten 
enthalten ,  und  dessen 
Diagonale 


AD  =  m  ,r  =  R 

so  viele  Längen-Einheiten 
als  die  Mittelkraft  Kraft- 
Einheiten  enthält,  auch 
ihrer  Richtung  nach  mit 
dieser  übereinstimmt. 


Ritter,  Mechanik. 
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Die  Diagonale  des  aus  den  beiden  Seitenkräften  construirten 
Parallelogramms  stellt  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  die 
Mittelkraft  derselben  dar. 

Dieses  Gesetz ,  welches  in  dem  allgemeinen  Parallelogramm- 
Gesetze  als  ein  specieller  Fall  enthalten  ist,  wird  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  genannt. 

Die  Mittelkraft  wird  gleich  der  Summe  der  beiden  Seiten- 
kräfte, wenn  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  a  =  0  ist, 
d.  h.  wenn  die  beiden  Kräfte  gleiche  Richtungen  haben.  Die  Mittel- 
kraft wird  gleich  der  Differenz  der  beiden  Seitenkräfte,  wenn 
der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  a=  180°  ist,  d.  h.  wenn 
sie  entgegengesetzte  Richtungen  haben.  Aus  dem  letzteren  Satze 
folgt  wiederum:  dass  die  Mittelkraft  Null  wird,  wenn  beide 
Kräfte  gleiche  Grössen  und  entgegengesetzte  Richtungen  haben. 
In  diesem  letzteren  Falle  halten  die  beiden  Kräfte  einander 
im  Gleichgewicht,  d.  h.  ihre  Wirkungen  heben  einander  gegen- 
seitig auf  und  es  ist  so  gut,  als  ob  gar  keine  Kraft  auf  den 
materiellen  Punkt  wirkte. 

Wie  zwei  gegebene  Kräfte  durch  ihre  Mittelkraft  ersetzt 
werden  können,  so  kann  auch  umgekehrt  eine  gegebene  Kraft 
immer  durch  zwei  andere  Kräfte  ersetzt,  d.  h.  sie  kann  in  ihre 
Seitenkräfte  zerlegt  werden.  Diese  Zerlegung  kann  auf  unendlich 
viele  verschiedene  Arten  geschehen,  sie  muss  nur  der  einen  Be- 
dingung genügen,  dass  die  Zusammensetzung  derselben  wiederum 
zu  jener  gegebenen  Kraft  als  Mittelkraft  führe. 

Für  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften  gelten 
also  genau  dieselben  Regeln,  wie  für  die  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  von  Beschleunigungen.  Alles,  was  im  §.  13  im  An- 
schluss  an  die  Erklärung  von  Fig.  23  über  die  Zusammensetzung 
und  Zerlegung  von  Beschleunigungen  gesagt  wurde,  kann  Wort 
für  Wort  als  gültig  angesehen  werden  auch  für  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  von  Kräften,  wenn  man  überall  das  Wort 
Kraft  an  die  Stelle  des  Wortes  Beschleunigung  setzt. 

Die  aus  Fig.  24  für  die  Resultirende  der  Beschleunigungen 
P\  Pt.  •  • .  Pn  abgeleiteten  Gleichungen  behalten  ihre  Gültigkeit, 
wenn  statt  der  Beschleunigungen  p  überall  die  Werthe  m  .  p,  d.  h. 
die  jenen  Beschleunigungen  entsprechenden  Kräfte,  substituirt 
werden.  Wenn  also  diese  Kräfte  mit  Kt  K%  ...  Kn  bezeichnet 
werden,  so  ergeben  sich  mit  Bezug  auf  Fig.  34  die  den  Gleichun- 
gen 14)  ...  17)  analog  gebildeten  Gleichungen: 
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Mg.  34. 


42)     R  =  j/Rl  -f-  äJ  +  Rl 


43)     cos  o  = 


Ä 


44) 


o  -"y 

C08ß   =   -^- 


45)     cos  y  = 


1*L 

R 


durch  welche  die  Mittelkraft  R  der  gegebenen  Kräfte  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  vollkommen  bestimmt  ist. 

Diese  Gleichungen  zeigen  in  Verbindung  mit  Fig.  34:  wie 
man  die  Mittelkraft  von  beliebigen  gegebenen  Kräften  immer 
darstellen  kann  als  Mittelkraft  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichteten  Seitenkräften: 

I  (K  cos  a),        2  (K  cos  ß),        I  (K  cos  T), 

welche  man  bestimmt,  indem  man  für  jede  von  drei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichteten  —  übrigens  willkürlich  zu  wählenden 
—  Achsen  -  Richtungen  die  Summe  bildet  von  den  Seitenkräften, 
welche  bei  Zerlegung  der  einzelnen  gegebenen  Kräfte  in  diese 
Achsenrichtung  hineinfallen. 

Das  Parallelogramm  -  Gesetz  (so  wie  das  in  demselben  enthaltene  Paral- 
lelogramm der  Kräfte)  ist  ein  Naturgesetz,  dessen  Richtigkeit  nicht  aus  den 

.4* 
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Gesetzen  der  Vernunft  erschlossen,  sondern  nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung 
constatirt  werden  kann ;  eine  Hypothese ,  zu  deren  Rechtfertigung  sich  nur 
anfahren  lasst,  dass  alle  aus  derselben  abgeleiteten  Folgerungen  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  werden.  Allen  Versuchen,  dasselbe  als  eine  nothwendige 
Verstandes- Wahrheit  zu  beweisen ,  ist  das  Argument  entgegen  zu  stellen :  in 
unserer  Vernunft  liegt  Nichts,  was  uns  zwingen  könnte,  gerade  diese  Einrich- 
tung in  der  Natur  vorauszusetzen;  es  würde  durchaus  kein  Widerspruch  mit 
unserer  Vernunft  liegen  in  der  Annahme :  dass  etwa  auch  die  physicalische 
oder  chemische  Qualität  der  materiellen  Punkte  und  die  Entstehungsweise  der 
wirkenden  Kräfte  einen  Einfluss  hätten  auf  Grösse  und  Richtung  der  Mittel- 
kraft; dass  z.  B.  Kräfte  electrischen  Ursprungs  anders  als  Schwerkräfte, 
anziehende  Kräfte  in  anderer  Weise  als  abstossende  Kräfte  ihren  Einfluss  auf 
Grösse  und  Richtung  der  Mittelkraft  geltend  machten.  Zwar  ist  dies  nicht 
der  Fall ;  aber  dass  es  nicht  so  ist :    lehrt  einzig  und  allein  die  Erfahrung. 

§.  19. 

Gesetz  der  Wechselwirkung. 

Die  Kräfte  wirken  in  der  Natur  nicht  regellos  durch  einander, 
sondern  ihr  Auftreten  wird  durch  gewisse  Gesetze  beherrscht, 
deren  Kenntniss  es  möglich  macht,  aus  dem  Auftreten  einiger 
Kräfte  Schlüsse  zu  ziehen  auf  das  gleichzeitige  Vorhandensein 
anderer  Kräfte,  deren  Auftreten  durch  jene  bedingt  wird.  Wenn 
zwar  im  Allgemeinen  die  Erforschung  und  Berücksichtigung  dieser 
Gesetze  weniger  der  Mechanik  als  vielmehr  dem  Gebiete  der 
Physik  angehören,  so  ist  doch  eines  unter  diesen  Gesetzen  von 
so  grosser  Allgemeinheit,  von  so  weit  verbreiteter  Herrschaft, 
dass  die  Kenntniss  desselben  für  die  Lehren  der  Mechanik 
schlechterdings  nicht  entbehrt  werden  kann,  dass  vielmehr  dieses 
Gesetz  mit  zu  den  Grundpfeilern  gerechnet  werden  muss,  welche 
das  Lehrgebäude  dieser  Wissenschaft  stützen. 

Es  zeigt  sich  nämlich  in  dem  Auftreten  der  Kräfte  die  be- 
merken8werthe  Eigentümlichkeit :  dass  die  Kräfte  nie  einzeln, 
sondern  immer  nur  paarweise  in  der  Natur  auftreten,  und  dass 
die  zwei  zu  einem  solchen  Paare  gehörigen  Kräfte  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  wirkend  stets  gleiche  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben.  Es  giebt  in  der  Natur  keine 
einseitige  Wirkungen,  sondern  nur  Wechsel  -  Wirkungen.  Wenn 
auf  einen  materiellen  Punkt  A  eine  Kraft  wirkt,  so  bildet  irgend 
ein  anderer  materieller  Punkt  5,  in  der  Kraft -Richtung  liegend, 
den  Ausgangspunkt  dieser  Kraft,  und  es  erleidet  dabei  der 
Punkt  B  eine  genau  eben  so  grosse  Gegen -Wirkung,   d.  h.   es 
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wirkt  auf  ihn  eine  genau  eben  so  grosse  entgegengesetzt  ge- 
richtete Kraft,  für  welche  der  Punkt  A  seinerseits  den  Ausgangs- 
punkt bildet. 

Dieses  Naturgesetz  wird  das  Gesetz  der  Wechselwirkung 
genannt. 

In  manchen  Fällen  entzieht  sich  dieses  Gesetz  der  unmittel- 
baren Beobachtung,  weil  die  grosse  Mannigfaltigkeit  der  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  einander  stets  durchkreuzenden  Kraft -Wir- 
kungen das  Aufdecken  der  elementaren  Ursachen  erschwert.  Es 
springt  nicht  unmittelbar  in  die  Augen:  dass  die  Anziehungs- 
kräfte zwischen  den  Theilen  zweier  Körper,  z.  B.  zwischen  Erde 
und  Mond ,  oder  zwischen  dem  Erdkörper  und  dem  .  fallenden 
Steine,  stets  an  beiden  Körpern  genau  dieselbe  Grösse  haben; 
eben  so,  dass  die  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte  zwischen  •* 
den  Theilen  zweier  Magnete,  oder  zwischen  den  Theilen  eines 
und  desselben  testen  Körpers  stets  paarweise  gleiche  Grösse  und 
entgegengesetzte  Richtung  haben. 

In  anderen  Fällen  dagegen  tritt  das  Gesetz  so  deutlich  zu 
Tage:  dass  schon  der  Sprachgebrauch  des  täglichen  Lebens  die 
entsprechende  Auffassung  sich  angeeignet  haU  Man  spricht  z.  B. 
von  dem  Drucke  zwischen  zwei  einander  berührenden  Körpern 
A  und  B,  während  es  in  der  That  zwei  Kräfte  sind,  die  da 
wirken;  aber  Niemand  bezweifelt,  dass  der  Druck,  den  A  von 
Seiten  des  Körpers  B  erleidet,  gerade  so  gross  ist  als  der  Druck, 
welcher  auf  den  Körper  B  von  Seiten  des  Körpers  A  ausgeübt 
wird.  Eben  so,  wenn  mittelst  einer  Zugstange  oder  eines  Fadens 
auf  einen  Körper  eine  Zugkraft  ausgeübt  wird,  so  scheint  es  fast 
selbstverständlich,  dass  dabei  zugleich  von  Seiten  dieses  Körpers 
auf  den  Faden  eine  Kraft  übertragen  wird,  welche  denselben 
spannt,  und  dass  diese  Kraft  genau  dieselbe  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung  mit  der  ersteren  haben  müsse.  Doch 
darf  die  grosse  Zahl  der  Erfahrungen,  auf  welche  unsere  Kenntniss 
dieses  Gesetzes  sich  stützt,  uns  nicht  verleiten,  den  Ursprung 
dieser  Kenntniss  zu  verleugnen  und  dieselbe  als  ein  Produkt  der 
reinen  Verstandesthätigkeit  anzusehen.  Nur  der  Erfahrung  ver- 
danken wir  den  Satz:  dass  Druck  und  Gegendruck,  Zug  und 
Gegenzug,  Wirkung  und  Gegenwirkung  stets  einerlei  Grösse  und 
entgegengesetzte  Richtung  haben. 
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Die  Zuziehung  der  in  diesem  Capitel  erklärten  Erfahrungsgesetze  ist 
noth wendig,  um  die  Lehren  der  Mechanik  zu  begründen  und  die  Aufgabe 
dieser  Wissenschaft  in  eine  rein  mathematische  Aufgabe  zu  verwandeln.  Zwar 
könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Zuziehung  solcher  Erfahrungsgesetze  ganz  zu 
umgehen  wäre,  insofern  nämlich  die  genannten  Gesetze  auch  eingekleidet  und 
versteckt  werden  können  in  Definitionen.  So  könnte  man  z.  B.  das  Gesetz 
der  Trägheit,  das  Gesetz  der  Wechselwirkung  aufnehmen  in  die  Definitionen 
der  Begriffe  „Materie"  und  „Kraft",  indem  man  definirte:  „Materie  soll  das- 
jenige genannt  werden,  was  unter  anderen  Eigenschaften  auch  die  Eigenschaft 
der  Trägheit  besitzt ;  Kraft  soll  dasjenige  genannt  werden,  was  zwei  materielle 
Punkte  einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen  strebt."  Dann 
würden  allerdings  das  Gesetz  der  Trägheit  und  das  Gesetz  der  Wechselwir- 
kung insoweit  entbehrlich  sein,  als  die  daraus  abzuleitenden  Lehrsätze  als 
logische  Consequenzen  aus  jenen  Definitionen  schon  sich  ergeben  würden. 

Allein  dieses  hiesse  nur:  den  Schritt,  der  doch  einmal  geschehen  muss, 
an  einer  anderen  Stelle  thun.  Denn:  dass  die  wirklich  existirenden  Körper 
und  Kräfte  Dinge  sind,  die  jenen  Definitionen  entsprechen,  ist  und  bleibt 
Thatsache  der  Erfahrung.  Jede  Schlussfolgerung  also  aus  den  Lehren  der 
Mechanik  auf  die  wirklichen  Vorgänge  in  der  Aussenwelt  würde  doch  immer 
auf  Erfahrungsgesetze  sich  stützen. 

Es  erscheint  daher  naturgemässer :  da  wo  die  Erfahrung  einmal  nicht 
entbehrt  werden  kann,  dies  von  vornherein  offen  zuzugeben,  und:  anstatt  die 
Aussprüche  der  Wissenschaft  mit  einem  trügerischen  Scheine  von  Gewissheit 
zu  umkleiden,  vielmehr  die  Grenzlinien  scharf  zu  zeichnen  zwischen  dem 
Theile  derselben,  welcher  in  unwidersprechlichen  logischen  Schlussfolgerungen 
aus  gewissen  Voraussetzungen  besteht,  und  dem  Theile,  welcher  die  der  Er- 
fahrung entnommenen  Vordersätze  enthält.  Gerade  darin  liegt  die  Stärke  und 
Unangreifbarkeit  der  exaeten  Wissenschaft:  dass  sie  eben  nur  in  gewissen- 
hafter Angabe  ihrer  eigenen  Unzuverlässigkeit  als  vollkommen  zuverlässig  zu 
gelten  beansprucht  und  darauf  verzichtet,  Dasjenige  als  Gewissheit  zu  ver- 
theidigen,  was  nur  auf  Hypothesen  gegründete  Wahrscheinlichkeit  ist.  Denn 
bekämpft  werden  kann  nur  Dasjenige,  was  vertheidigt  wird. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 
Mechanik  des  materiellen  Punktes. 


Capilel  V. 
Allgemeine  Lehrsätze. 

§.  20. 

Gesetz  der  mechanischen  Arbeit. 

Urin  materieller  Punkt,  der  sich  unter  der  Einwirkung  be- 

lel*iger  Kräfte  befindet,  wird  —  wenn  nicht  zufällig  diese  Kräfte 

^lr*  s*nder  im  Gleichgewicht  halten  —  irgend  eine  geradlinige  oder 


Fig.  35. 


mmlinige  Bewegung  ausführen.     Grössen  und  Richtungen  der 
1*"lcenden  Kräfte  sollen  vor  der  Hand  als   unveränderlich  vor- 
u^^esetzt  werden.     Wenn  die  krumme  Linie  AB  die  Bahn  ist, 
"  che  der  materielle  Punkt  beschreibt  (Fig.  35),  und  K  eine  von 

den  Kräften  ist,  unter  deren  Einwirkung 
diese  Bewegung  geschieht,  so  kann,  wenn 
auch  hier  die  veränderliche  Bewegungs- 
richtung nirgends  mit  der  Richtung  dieser 
Kraft  übereinstimmt,  doch  die  Rede  sein 
von  demjenigen  Wege,  welchen  der  Punkt 
hierbei  in  der  Richtung  der  Kraft  zu- 
rückgelegt hat.  Indem  man  nämlich  die 
Bewegung  von  dem  Gesichtspunkte  auf- 
fasst,  welcher  aus  den  Principien  der 
Zusammensetzung  und  Zerlegung  der 
Bewegungen  sich  ergiebt,  und  die  Be- 
wegung sich  zerlegt  denkt  in  ihre  recht- 
winkelig zu  einander  gerichteten  Seiten- 


\, 
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bewegungen,  deren  eine  in  die  Richtung  der  Kraft  K  hineinfällt, 
sieht  man  diese  letztere  Seitenbewegung  als  die  in  der  Richtung 
der  Kraft  K  ausgeführte  Bewegung  an. 

Die  Strecke  AC=  8  also ,  welche  durch  das  von  dem  End- 
punkte B  auf  die  Kraftrichtung  gefällte  Perpendikel  B  C  auf  der 
Richtungslinie  der  Kraft  abgeschnitten  wird,  nennt  man  die  in 
der  Richtung  der  Kraft  zurückgelegte  Wegeslänge. .  Diese  Länge 
ist  als  eine  positive  Grösse  anzusehen,  wenn  die  Richtung  von  A 
nach  C  mit  der  Richtung  der  Kraft  übereinstimmt  wie  in  Fig.  35; 
als  eine  negative  Grösse  dagegen,  wenn  —  wie  in  Fig.  36  — 

die  Richtung   von   A   nach  C 
Hg.  36.  der  Kraftrichtung  entgegenge- 

n    s ...j^dt setzt  ist. 

y^  K         Das  Produkt  aus  der  Kraft 

y/^  in   die   von   dem    materiellen 

/  Punkte  in  der  Richtung  der 

/  Kraft    zurückgelegte    Weges- 

— >  länge  nennt  man  die  von  der 

/  "  Kraft  verrichtete  mechanische 

*  Arbeit. 

Bei  der  in  Fig.  35  dargestellten  Bewegung  verrichtete  also 
die  Kraft  K  die  mechanische  Arbeit : 

bei  der  in  Fig.  36  dargestellten  Bewegung  dagegen  beträgt  die 
mechanische  Arbeit: 

—  K .  s. 

Wenn  mit  m  die  Masse  eines  Körpers  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  §.  17 
sein  Gewicht  =mg,  und  die  Richtung,  in  welcher  diese  Kraft  wirkt,  ist 
vertical  (abwärts).  Man  erhält  also  die  mechanische  Arbeit,  welche  das  Ge- 
wicht des  Körpers  verrichtet,  während  derselbe  eine  beliebige  Bewegung  von 
A  nach  B  ausführt,  indem  man  mg  multiplicirt  mit  dem  Wege;  den  der 
Körper  dabei  in  der  Richtung  vertical  abwärts  zurückgelegt  hat.  Wenn  also 
h  die  Höhen  -  Differenz  der  beiden  Punkte  ist,  so  beträgt  die  mechanische 
Arbeit  +  m g h,  falls  A  der  höher  liegende  Punkt,  —  mgh  dagegen,  wenn  A 
der  tiefer  liegende  von  den  beiden  Punkten  war. 

Wenn  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  geradlinig  ist,  und  die 
Bewegungsrichtung  mit  einer  von  den  Kräften  eiuen  rechten  Winkel  ein- 
schliesst,  so  ist  die  von  dieser  Kraft  verrichtete  mechanische  Arbeit  immer 
Null.  Bei  horizontaler  Bewegung  eines  Körpers  verrichtet  z.  B.  das  Gewicht 
desselben  keine  mechanische  Arbeit. 
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Wenn  Kt  Kt  . .  .  Kn  die  Kräfte  sind,  unter  deren  Einwirkung 
ein  in  Bewegung   begriffener  materieller  Punkt  seine  fernere  Be- 
wegung ausführt,  so  können  nach  §.  18  —  ohne  dass  dadurch  in 
der  Bewegung  Etwas  sich  änderte  —  alle  diese  Kräfte  durch  eine 
einzige  Kraft  Ä,  ihre  Mittelkraft,  ersetzt  werden.     Für  diejenige 
Seitenkraft  von  /?,  welche  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  derselben 
in  die  willkürlich  zu  wählende  Achsen  -  Richtung  AX  hineinfällt, 
ergiebt  sich  aus  Gleichung  43)  der  Werth : 

ficosa  =  5!  (IT cos  a)  =  Kx  cosa,  -f"  Kt  ctxsa,  -f"  •  •  • 
-f-  Kn  cos  a„  . 

Die  drei  Achsen  -  Richtungen  können  auch  so  gelegt  werden, 
dass  eine  von  ihnen,  z.  B.  A  -X,  mit  der  Richtung  A  B  zusammen- 
fallt; dann  ergeben  sich  für  die  Cosinus  der  Winkel  «...  aus 
Fig.  37  die  Werthe : 


8 


cosa — 


AB 


cosa,  = 


AB 


Fig.  37. 


cos  an  —  —     -  . 
AB 

Die  Zähler  dieser 
Brüche  sind  die  Län- 
gen-Abschnitte, wel- 
che auf  den  einzelnen 
Kraftrichtungen  ab- 
geschnitten werden 
durch  die  von  dem 
Endpunkte  B  auf  die 
Kraftrichtungen  ge- 
fällten Perpendikel, 
also  die  in  den  Rich- 
tungen der  Kräfte  zu- 
rückgelegten Wegeslängen.  Diese  Grössen  sind  nach  der  oben 
gegebenen  Erklärung  als  positive  oder  negative  Grössen  zu  be- 
trachten, jenachdem  die  Winkel  a  .  . .  kleiner  oder  grösser  als 
900  sind. 

Die  Substitution  jener  Cosinus- Werthe  führt  zu  der  Gleichung : 


R. 


8 


AB 


=  *. 


8 


8. 


AB  ^        AB 


8t 


-f-  . . .  -4-  Kn  —  -  - 
^        AB 


welche  mit  dem  gemeinschaftlichen  Divisor  aller  Glieder  multi- 
pücirt  die  Form  annimmt: 

R  8   =    K%  8 ,     -f-    K2  8%    -f-    ...    -j-    Kn  8n 
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oder  wenn  abkürzungsweise  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
mit  2  (Ks)  bezeichnet  wird : 

46)    Ra  =  2(Ks). 

Diese  Gleichung  enthält  das  Gesetz  der  mechanischen  Arbeiten, 
welches  in  Worten  ausgedrückt  folgendennassen  lautet: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  bei  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  von  der  Hittelkraft  der  auf  ihn  einwir- 
kenden Kräfte  verrichtet  wird,  ist  gleich  der  Summe  aller  der- 
jenigen mechanischen  Arbeiten,  welche  von  den  einzelnen  Kräften 
dabei  verrichtet  werden. 

Eine  constante  Kraft  ist  eine  solche  Kraft,  welche  während 
ihrer  Wirkungsdauer  stets  dieselbe  Grösse  und  Richtung  behält. 
Unter  einer  veränderlichen  Kraft  versteht  man  eine  solche  Kraft, 
die  während  keines  Theiles  ihrer  Wirkungsdauer  constant  ist; 
eine  Kraft  also,  bei  welcher  entweder  Grösse,  oder  Richtung, 
oder  Grösse  und  Richtung  zugleich  in  stetiger  Aenderung  be- 
griffen sind. 

Um  den  Begriff  der  mechanischen  Arbeit  auf  eine  veränder- 
liche Kraft  zu  übertragen,  muss  man  sich  zunächst  statt  der  ver- 
änderlichen Kraft  eine  andere  Kraft  denken,  welche  von  einem 
Zeittheile  zum  anderen  sprungweise  sich  ändert,  innerhalb  eines 
jeden  Zeittheils  aber  constant  ist  —  mit  welcher  also  jene  ver- 
änderliche Kraft  nur  in  einzelnen  Zeitpunkten  übereinstimmen 
kann.  Für  solche  Kräfte  würde  innerhalb  eines  jeden  Zeittheils 
die  oben  gegebene  Erklärung  des  Begriffes  „mechanische  Arbeit44 
noch  zutreffend  bleiben,  mithin  auch  das  Gesetz  der  mechanischen 
Arbeit  seine  Gültigkeit  behalten. 

Wenn  aber  für  jeden  einzelnen  dieser  Zeittheile  die  Arbeit 
der  Mittelkraft  gleich  der  Arbeitssumme  der  Einzelkräfte  ist,  so 
muss  auch  die  Summe  aller  der  Arbeiten,  welche  in  den  einzelnen 
Zeittheilen  von  den  jedesmaligen  Mittelkräften  verrichtet  werden, 
gleich  sein  der  Total -Summe  aller  derjenigen  Arbeiten,  welche 
von  den  substituirten  Kräften  während  der  ganzen  Dauer  ihrer 
Wirkung  verrichtet  werden. 

Alsdann  muss  man  sich  klar  zu*  machen  suchen :  dass  diese 
Auffassung  um  so  mehr  der  Wirklichkeit  entsprechen,  dass  die 
Wirkung  der  substituirten  Kräfte  um  so  mehr  mit  der  Wirkung 
jener  veränderlichen  Kräfte  übereinstimmen  wird,  je  kleiner  die 
Zeittheilchen  angenommen  werden,  je  mehr  also  man  dem  Begriffe 
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der  stetigen  Aenderung  sich  annähert.  Sie  würde  der  Wirklich- 
keit vollkommen  genau  entsprechen,  wenn  jene  Zeitteilung  bis 
ins  Unendliche  fortgesetzt  würde,  und  da  eine  solche  Theilung 
in  Gedanken  wenigstens  ausführbar  erscheint,  so  ist  es  zulässig: 
auch  für  veränderliche  Kräfte  das  Gesetz  der  mechanischen  Ar- 
beiten als  gültig  zu  betrachten. 

Wenn  also  mit  8  die  Arbeitssumme  bezeichnet  wird,  welche 
die  veränderliche  Mittelkraft  während  der  ganzen  Dauer  der  Be- 
wegung verrichtet,  mit  a,   die  von  der  veränderlichen  Kraft  K% 
verrichtete  Arbeitssumme,  ebenso  mit  as,  as  ...  an  resp.  die  von 
den  veränderlichen  Kräften  K%  K%  . . .  Kn  verrichteten  Arbeits- 
summen, so  gilt  ganz  allgemein  die  Gleichung: 
47)    3C  =  2(a). 
In  dem  speciellen  Falle :  wenn  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  eine  geradlinige  ist  und  eine  der  wirkenden  Kräfte  — 
nur  der  Grösse  nach  veränderlich  —  beständig  mit  der  Bewe- 
gungsrichtung zusammenfällt,  ist  es  leicht,  eine  anschauliche  Vor- 
stellung zu  gewinnen  von  der  mechanischen  Arbeit,  welche  diese 
Kraft  verrichtet :   indem  man  nämlich  diese  Arbeit  mittelst  einer 
Figur  geometrisch  darstellen  kann.    Man  kann  hier  dieselbe  Me- 
thode benutzen,  welche  im  §.  6  bei  der  geometrischen  Darstellung 
veränderlicher   Geschwindigkeiten   angewendet  wurde.      Dass    in 
demjenigen  Zeitpunkte,    in    welchem    der    materielle  Punkt    die 
Stelle  m    seiner    Bahn    passirte,    die    veränderliche    Kraft    die 
Grösse  K  hatte ,   kann  angedeutet  werden  dadurch ,    dass  man 
einem  an   dieser   Stelle    errichteten    Perpendikel    wji    so    viele 
Längen-Einheiten  giebt  als  die  Zahl  K  Einheiten  enthält  (Fig.  38). 

Verfahrt  man  auf  gleiche 
Fig.  38.  Weise  in  Bezug  auf  die 

übrigen  Punkte  der 
Bahnlinie,  so  bilden  die 
Endpunkte  der  auf  sol- 
che Weise  erhaltenen 
Perpendikel  eine  Curve, 
welche  das  Gesetz  ver- 
anschaulicht, nach  wel- 
chem im  Laufe  der  Be- 
y  wegung  die  Kraft  sich 
ändert.  Die  Flächenzahl 
der  von  dieser  Curve  begrenzten  Fläche  ABDC  stellt  zugleich 


60  Zweiter  Abschnitt.    Cap.  V. 

die  Grösse  der  von  der  veränderlichen  Kraft  verrichteten  Arbeits- 
summe dar. 

Denn  das  Produkt  KA  —  dargestellt  in  der  Figur  durch 
die  Fläche  des  Rechtecks  m\ikn  —  würde  die  während  Zurück- 
legung der  Strecke  A  verrichtete  mechanische  Arbeit  bilden,  wenn 
die  Kraft  während  dieser  Zeit  sich  nicht  änderte;  und  dieses 
Produkt  stimmt  um  so  mehr  mit  der  wirklich  verrichteten  Arbeit 
und  mit  der  Flächenzahl  des  Vierecks  mpvn  überein,  je  kleiner 
das  Stück  A  angenommen  wird.  Dieselbe  Beweismethode,  mittelst 
welcher  im  §.  6  nachgewiesen  wurde,  dass  die  von  der  Geschwin- 
digkeitscurve  begrenzte  Fläche  die  zurückgelegte  Wegeslänge 
repräsentirt,  lässt  sich  auch  hier  anwenden,  um  nachzuweisen,, 
dass  die  Fläche  AB  CD  den  Grenzwerth  repräsentirt,  welchem 
die  Summe  der  Produkte  K .  A  oder  die  Summe  der  auf  gleiche 
Weise  über  allen  Abschnitten  der  Bahn  construirten  Rechtecke 
um  so  mehr  sich  nähert,  je  weiter  man  die  Theilung  sich  fort- 
gesetzt denkt ;  dass  sie  also  die  wirklich  verrichtete  Arbeitssumme 
repräsentirt. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Gleichung: 

31  =  1  (ATA) 

worin  81  die  gesuchte  Arbeitssumme,  also  die  Flächenzahl  der 
Fläche  ABDC  bedeutet ,  und  der  Ausdruck  rechts  eine  Abkür- 
zung ist  für  den  Grenzwerth,  welchem  die  Summe  der  Produkte 
KA  bei  fortgesetzter  Theilung  sich  annähert  *). 

Genau  auf  dieselbe  Weise  kann  die  verrichtete  Arbeitssumme 
geometrisch  dargestellt  werden  in  einem  anderen  speciellen  Falle: 
wenn  nämlich  die  Bewegung  zwar  krummlinig  ist,  die  veränder- 
liche Kraft  aber  auf  solche  Art  ihre  Richtung  stetig  ändert,  dass 
sie  für  jede  Stelle  der  Bahnlinie  genau  mit  der  Richtung  von 
deren  Tangente  zusammenfällt  (Fig.  39).    Es  ist  nur  erforderlich, 

der  Fig.  38  jetzt  die 
Fig.  39.  Deutung  zu  geben:  dass 

in  ihr  die  gerade  Linie 
AB  die  Länge  des  ge- 
radlinig    ausgestreckt 


*)    Nach  der  BezeichnungBweiae  der  Integralrechnung  würde  man,  wenn  die  Strecke  AB 
mit  »  bezeichnet  wird  : 


«=   I  Kdi 
tu  setzen  haben. 


•s  o 


/ 
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gedachten  Bogens  A  B  aus  Fig.  39,  und  die  Ordinate  m  p.  wiederum 
die  Grösse  bedeutet,  welche  die  wirkende  Tangentialkraft  an  der 
Stelle  m  der  krummlinigen  Bahn  hatte.     Die  Fig.  38  kann  dann 
unmittelbar  als  geometrische  Darstellung  gelten  für  die  Arbeits- 
summe, welche  bei  dieser  krummlinigen  Bewegung  von  der  Tan- 
gentialkraft verrichtet  wird;  auch  hier  lässt  sich  diese  Arbeits- 
summe ausdrücken  durch  die  Gleichung: 

31  =  I  (KA). 

Wenn  die  Richtung  der  Kraft,  anstatt  mit  der  Bewegungs- 
Wehtung  zusammenzufallen,  an  irgend  einer  Stelle  den  bestimmten 
Winkel  <p  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst,  so  würde  nacli 
der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gegebenen  Definition  die  bei 
2urücklegung  des  nächstfolgenden  Wegestheils  A  verrichtete  me- 
chanische Arbeit  zu  bestimmen  sein,  indem  man  die  Kraft  K  — 
anstatt  mit  mn  =  A  —  mit  mo  =  o  multiplicirte,  d.  h.  mit  dem 
***    der  Richtung   der  Kraft  zurückgelegten  Wege   (Fig.  40).    Je 

kleiner  der  Theil  A  an- 
£ig.  4U.  genommen     wird,    je 

v       .....--■"""  >*,-  /  mehr  also  derselbe  als 

-*-^k^^  0/S  /  geradlinig      und     die 

"^^-^\_ ,-fr p-       Kraft  während  dieses 

Theils  der  Bewegung 
als  constant  angesehen  werden  darf,  um  so  kleiner  wird  der 
rehler,  den  man  begeht,  indem  man 

o  =  A  .  cos  cp 
^^t,  und  indem  man  das  Produkt 

Ko  ==■  cos  <p  .  KA 

a**  Grösse  der  während  dieses  Theiles  der  Bewegung  verrichteten 
mechanischen  Arbeit  ansieht. 

Es  ist  denkbar,  dass  eine  Kraft  auf  solche  Weise  ihre  Rich- 

*u**g  stetig  ändert,  dass  sie  an  allen  Stellen  der  Bahn  einen  und 

denselben  Winkel  <p  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst.     In 

diesem  Falle   würde   offenbar  die   verrichtete  Arbeitssumme   auf 

Gliche  Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle  zu  bestimmen  sein  — 

toit  dem  einzigen  Unterschiede :   dass  allen  den  einzelnen  Pro- 

dueten  KA  noch  der  gemeinschaftliche  Factor  cos  9  hinzuzufügen 

*are.    Für  diesen  Fall  würde  also  die  verrichtete  Arbeitssumme 

auszudrücken  sein  durch  die  Gleichung: 

21  =  cos?  2  (ATA). 
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Die  gesuchte  Grösse  21  erscheint  hier  als  ein  Produkt  ans 
zwei  Factoren,  von  denen  der  eine,  nämlich  2  (UTA),  genau  auf 
dieselbe  Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle,  also  wie  in  Fig.  38 
durch  eine  Fläche  dargestellt  werden  kann.  Dieser  Factor  hängt 
lediglich  von  der  Grösse  der  veränderlichen  Kraft  ab. 

Was  den  anderen  Factor  cos  <p  betrifft,  so  hängt  dieser  allein 

von  der  Richtung  der  veränderlichen  Kraft  ab.     Dieser  Factor 

ist  positiv,   wenn   wie  in  Fig.  40  der  constante   Winkel   <p   ein 

spitzer  Winkel  ist,  negativ  dagegen,  wenn  wie  in  Fig.  41  dieser 

constante  Winkel  ein 
Fig.  41. 


* 


-TT 


stumpfer   Winkel    ist.  _ 

Die  gesuchte  Arbeits 

summe  81  wird  dahe 
ebenfalls  einen  posi 
tiven  oder  negative 
Werth  erhalten ,  j 
nachdem  die  Richtun 


-SD 


*g 


der  wirkenden  Kraft  überall  einen    spitzen  oder    überall  eine 
stumpfen  Winkel  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst. 

Hiernach  ist  es.  nun  leicht,  die  für  die  Mechanik  des  mate — 
riellen  Punktes  wichtige  Frage  zu  beantworten:  welche  Richtun 
eine  Kraft  N  haben  müsse,  damit  die  von  ihr  verrichtete  Arbeits — 
summe  weder  positiv  noch  negativ,  vielmehr  immer  gleich  NulL-K-^ 
sei.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  con — -^=n" 
stante  Winkel  <p  weder  spitz  noch  stumpf,  vielmehr  ein  rechtere  ^r 
Winkel  ist  (Fig.  42),   denn  alsdann  ist  cos<p  =  0,  folglich  auch: 


Fig.  42. 


.-•-> 


a  =  o. 

Wie  auch  immer  di 
Grösse  einer  Kraft  sie 
ändern  möge,  wie  auc 
immer    die    Bahn    de»^8 
materiellen  Punktes 


e 


=1 


krümmt  sein  möge :  die  Kraft  verrichtet  gar  keine  mechanische  -** 
Arbeit,  wenn  ihre  Richtung  fortwährend  einen  rechten  Winke  -^öl 
mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  nun  auch  in  dem  Fall 
eine  anschauliche  Vorstellung  sich  bilden  von  der  Arbeitssumin 
welche  die  wirkende  Kraft  verrichtet,  wenn  diese  Kraft  eine  gan 
beliebige  veränderliche  Grösse  und  Richtung  hat.     Wenn  mai 
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sich  nämlich  für  jede  Stelle  der  Bahn  die  wirkende  Kraft  P 
rechtwinkelig  zerlegt  denkt  in  zwei  Seitenkräfte  K  und  JV,  von 
denen  die  erstere  beständig  mit  der  Bewegungsrichtung  zusam- 
menfällt, die  letztere  dagegen  beständig  rechtwinkelig  zu  der 
Bewegungsrichtung  gerichtet  ist  (Fig.  43),  dann  ist  die  von  der 

Tangentialkraft  K  ver- 
richtete Arbeitssumme  auf 
dieselbe  Weise  wie  bei 
der  in  Fig.  39  dargestell- 
ten Bewegung  zu  bestim- 
^  men;  die  von  der  Normal- 
kraft N  verrichtete  Ar- 
beitssumme aber  ist  nach 
dem  eben  bewiesenen  Satze  gleich  Null.  Wendet  man  nun  das 
Oesetjj  der  mechanischen  Arbeit  auf  diesen  Fall  an,  so  ergiebt 
sich,  dass  die  von  der  Mittelkraft  P  verrichtete  Arbeitssumme 
suis  den  beiden  Theilen  Null  und 

21  =  2(iTA) 

besteht,  dass  also  die  gesuchte  Arbeitssumme  auch  hier  ganz  wie 
in  Fig.  38  durch  eine  Fläche  ABDC  sich  veranschaulichen  lässt, 
sobald  nur  das  Gesetz  bekannt  ist,  nach  welchem  die  Tangential- 
kraft K  im  Laufe  der  Bewegung  sich  ändert. 


§.21. 

Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Wenn  ein  materieller  Punkt,  dessen  Masse  m  ist,   zu  irgend 

einer  Zeit  mit  der  Geschwindigkeit  c  sich  bewegt,  so  nennt  man 

die  Zahl 

mc2 


die    lebendige    Kraft    des    materiellen    Punktes   in    jenem    Zeit- 
punkte. 

Diese  Benennung  soll  keinesweges  andeuten,  dass  an  irgendwelche 
Kräfte  dabei  gedacht  werden  soll,  vielmehr  nur:  dass  Masse  und  Geschwin- 
digkeit des  materiellen  Punktes  eine  bestimmte  Grösse  besitzen.  Auch  wenn 
durchaus  keine  Kraft  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt,  die  Bewegung  des- 
selben also  gleichförmig  ist,  sagt  man  von  demselben :   er  besitze  eine  gewisse 


lebendige  Kraft,  deren  Grösse  durch  jene  Zahl 


mc2 
"2 


ausgedrückt  ist.     Nur 


weil  in  den  Rechnungen,  welche  auf  die  Bewegungen  der  materiellen  Punkte 
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sich  beziehen,  diese  Zahl  häufig  wiederkehrt,  und  weil  ein  bestimmter  sogleich 
näher  zu  erklärender  Zusammenhang  stattfindet  zwischen  dieser  Zahl  und  dem 
Produkte,  welches  im  vorigen  Paragraphen  als  mechanische  Arbeit  definirt 
wurde,  hat  man  sich  veranlasst  gesehen,  für  die  genannte  Zahl  ein  für  alle 
Male  eine  bestimmte  Benennung  in  der  Mechanik  einzuführen. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  sich 
ändert,  so  ändert  sich  auch  seine  lebendige  Kraft.  War  im  An- 
fange  eines   gewissen  Zeitraumes   die  Geschwindigkeit  =  c,    die 

TU,  C 

lebendige  Kraft  also  =  — ^ — ,  am  Ende  desselben  aber  die  Ge- 

tu  v2 
schwindigkeit  =  v,   mithin  die  lebendige  Kraft  =  — ~ —    gewor- 
den,  so  hat  innerhalb  dieses  Zeitraumes  die  lebendige  Kraft  zu- 
genommen um  die  Grösse: 

mv2  mc* 


2  2' 

und  diese  Grösse  kann  betrachtet  werden  als  die  in  jenem  Zeit- 
räume erzeugte  lebendige  Kraft.  Wenn  die  Endgeschwindigkeit 
v  kleiner  ist  als  die  Anfangsgeschwindigkeit  c,  so  hat  die  leben- 
dige Kraft  abgenommen;  diese  Abnahme  kann  als  eine  negative 
Zunahme  aufgefasst  werden. 

Wenn  auf  einen  in  Bewegung  begriffenen  'materiellen  Punkt, 
dessen  Geschwindigkeit  c  ist,  in  irgend  einem  Zeitpunkte  eine 
constante  Kraft  K  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  zu  wirken 
beginnt,  so  wird  derselbe  eine  geradlinige  gleichförmig  beschleu- 
nigte Bewegung  A  B  ausführen,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  c 
anfängt  (Fig.  44).  Die  Beschleunigung  dieser  Bewegung 
Fig.  44.     ist  nach  dem  Gesetze  der  Beschleunigung : 

Für  die  Wegeslänge  s,  welche  der  Punkt  zurück- 
legt, während  seine  Geschwindigkeit  von  c  bis  auf  die 
Grösse  i;  wächst,  wurde  in  Gleichung  4)  des  §.  7  der 
Werth  gefunden: 

fv2  —c2\   1 

JjT  Wenn  man  in  dieser  Gleichung  für  p  seinen  Werth 

substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


s 


B 


(v2  —  c2\ 
S  =  l 2 J 


2%v  m 


K' 
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welche  mit  K  mnltiplicirt  die  Form  annimmt : 

mv2  mc2 


48)     Ks  = 


2 


Das  Product  Ks  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
gebenen Erklärung  die'  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische 
Arbeit;  diese  Gleichung  enthält  also  folgenden  Lehrsatz: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  die  auf  einen  materiellen 
Punkt  wirkende  Kraft  verrichtet,  ist  gleich  der  von  ihr  hervor- 
gebrachten Zunahme  der  lebendigen  Kraft  desselben. 

Dieser  Lehrsatz  drückt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 
in  seiner  einfachsten  Gestalt  aus. 

Die  Gleichung  4)  des  §.  7  gilt  —  wie  dort  nachgewiesen 
^wurde  —  sowohl  für  negative  als  für  positive  Werthe  der  Be- 
schleunigung p.  Folglich  gilt  die  hier  aus  derselben  abgeleitete 
Cileichung  48)  auch  für  den  Fall:  wenn  die  Anfangsgeschwindig- 
keit c  der  wirkenden  Kraft  K  entgegen  gerichtet,  die  Bewegung 
also  —  im  Anfange  wenigstens  —  eine  gleichförmig  verzögerte 
ist  (Fig.  45).  In  diesem  Falle  wird  die  Zunahme  an  lebendiger 
Kraft  negativ,  ebenso  auch  (nach  der  im  vorigen  Pa- 
Fig.  46.  ragraphen  gegebenen  Erklärung)  die  mechanische  Arbeit, 
>v  weil  hier  der  materielle  Punkt  der  Kraftrichtung  ent- 
\  gegen  sich  bewegt,  in  der  Richtung  der  Kraft  also  eine 
negative  Wegeslänge  ( —  s)  zurücklegt. 

Die  Gleichung  48)  nimmt  daher  die  Form  an: 


ß 


—  Ks  = 


mv2  mc2 


2  2 

und  für  diejenige  Wegeslänge  #,  nach  deren  Zurück- 
legung die  Geschwindigkeit  i?,  folglich  auch  die  leben- 
^       dige  Kraft,  gleich  Null  geworden  ist,  ergiebt  sich  die 
Gleichung : 


r 


mc2         ,  ,  mc2 


—  Kx  = -ö'—     oder    -["  ^x  =  ~h 


2  .  '2 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  zwischen  den  beiden  Grössen, 
Welche  als  „mechanische  Arbeit^  und  „lebendige  Kraft"  definirt 
dreien,  eine  gewisse  Aequivalenz  stattfindet,  dass  die  eine  gleichsam 
l|i  die  andere  umgewandelt  werden  kann.    Durch  die  mechanische 

Arbeit  —  Kx  wird  eine  lebendige  Kraft  — - —  vernichtet,  die  ge- 

Ritter,  Mecbauik.  5 
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nau  eben  so  gross  ist  als  diejenige,  welche  durch  die  mechanische 
Arbeit  -f"  Kx  erzeugt  worden  wäre. 

Die  in  Fig.  45  dargestellte  Bewegung  kann  so  gedeutet 
werden,  als  ob  die  in  der  Masse  m  anfangs  vorhanden  gewesene 

TU  C* 

lebendige  Kraft  — ~ —   dazu  verbraucht   worden    wäre,    um    die 

ihrer  Bewegung  entgegenwirkende  Kraft  K  längs  der  Strecke  x 
gleichsam  wie  einen  Widerstand  zu  überwinden.  Wo  also  es  sich 
darum  handelt,  längs  eines  gegebenen  Weges  einen  gegebenen 
Widerstand  zu  überwinden,  da  kann  man  sich  der  lebendigen 
Kraft  einer  in  Bewegung  begriffenen  Masse  dazu  bedienen.  Die 
Grösse  der  dazu  erforderlichen  lebendigen  Kraft  ergiebt  sich  aus 
dem  Satze: 

Widerstand  mal  Weg;  =  verbrauchte  lebendige  Kraft. 

Wenn  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes  nicht  mit  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  zusammen- 
fallt, so  kann  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  rechtwinkelig  zer- 
legen in  zwei  Seitengeschwindigkeiten,  von  denen  die  eine  u  einen 
rechten  Winkel  mit  der  Kraftrichtung  einschliesst ,  die  andere  c 
mit  der  Richtung  der  Kraft  K  zusammenfällt  (Fig.  46).    Die  von 

dem    materiellen   Punkte    nunmehr 

Fig.  46.  wirklich  ausgeführte   Bewegung   ist 

A  n  anzusehen  als  die  Resultirende  einer 

:.t^^-^  gleiohformig    beschleunigten    Bewe- 

!  x.  gung  in  der  Richtung  der  Kraft  und 

$\  >v  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit 

I  \  der  Geschwindigkeit  u  rechtwinkelig 

J  \r        i4     zu  derselben. 

Nach  dem  Parallelogramm  -  Ge- 
setze stören  diese  beiden  Bewegungen 
einander  nicht,  geschieht  vielmehr 
*W  jede  von  beiden  gerade  so,  als  ob 
die  andere  nicht  vorhanden  wäre ; 
die  Bewegung  in  der  Richtung  AB  also  geschieht  genau  auf 
dieselbe  Weise,  wie  die  in  Fig.  44  dargestellte  Bewegung,  folglich 
behält  die  Gleichung  48)  auch  hier  ihre  Gültigkeit,  wenn  die  End- 
geschwindigkeit in  der  Richtung  der  Kraft  wieder  mit  t?  bezeichnet 
wird.    Wenn  man  die  beiden  Gleichungen 
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Ks 


mv%  mc% 


mu*  mit2 


o  = 


2  2 

zusammen  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Ks  —  -        ^  2  . 

Sind  tc0  und  w  resp.  Anfangsgeschwindigkeit  und  Endge- 
schwindigkeit der  wirklichen  (resultirenden)  Bewegung,  so  ist  nach 
dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten: 

tr*  =  c*  -f-  u*       und       w%  =  v1  -f-  u% 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  vorige  Gleichung 
die  Form  an: 


49)    Ks  = 


mw%  mw* 


2 


Die  Bedeutung  der  Grösse  Ks  ist  unverändert  dieselbe  ge- 
blieben, sie  bedeutet  nach  wie  vor  das  Produkt  aus  der  wirkenden 
Kraft  in  die  von  dem  materiellen  Punkte  in  der  Richtung  der 
Kraft  zurückgelegte  Wegeslänge,  d.  h.  die  von  der  Kraft  ver- 
richtete mechanische  Arbeit.  Die  Vergleichung  der  beiden  Glei- 
chungen 48)  und  49)  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Form  kein 
Unterschied  zwischen  beiden  besteht.  In  jeder  von  beiden  steht 
auf  der  einen  Seite  die  von  der  wirkenden  Kraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit,  auf  der  anderen  die  hervorgebrachte  Zunahme 
an  lebendiger  Kraft  Also  auch  dann,  wenn  die  Bewegungsrich- 
tung mit  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  nicht  in  eine  gerade 
Linie  zusammenfällt,  wenn  vielmehr  die  aus  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit und  der  hinzukommenden  Beschleunigung  hervorgehende 
Bewegung  eine  krummlinige  ist,  gilt  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft: 

Die  erzeugte  lebendige  Kraft  ist  allemal  gleich  der  sie  er- 
zeugenden mechanischen  Arbeit. 

Wie  die  Gleichung  48)  auch  für  den  Fall  noch  gültig  blieb, 
wenn  die  Kraft  der  Bewegungsrichtung  entgegenwirkte  —  vor- 
ausgesetzt nur,  dass  die  Grösse  8  dann  als  negativ  in  Rechnung 
gebracht  wurde  —  so  gilt  auch  die  Gleichung  49)  noch  dann, 
wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  wQ  eine  solche  Richtung  hat, 
dass   für  die  Grösse  c  ein  negativer  Werth  sich  ergiebt  wie  bei 

5* 
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Fig.  47. 


der  in  Fig.  47  dargestellten  Bewegung.     Es  ist  nur  nöthig,  die 

Grösse  8  mit  dem  richtigen  Vorzeichen 
in  Rechnung  zu  bringen  und  stets  in 
Erinnerung  zu  behalten,  dass  8  die- 
jenige Wegeslänge  bedeutet,  um 
welche  der  Punkt  in  der  Richtung 
der  Kraft  vorgerückt  ist,  dass  also, 
wenn  die  Bewegung  rückwärts  statt 
vorwärts  erfolgte,  diese  Wegeslänge 
als  eine  negative  Grösse  anzusehen 
ist.  In  Bezug  auf  die  in  Fig.  47 
dargestellte  Bewegung  würde  man 
also  der  Gleichung  49)  die  Form  zu 
geben  haben: 


—  Ks  = 


m  tc 


.2 


mu 


.2 


2 


Wenn  auf  irgend  eine  Weise  einem  Körper  von  der  Masse  m  eine  ge- 
wisse Anfangsgeschwindigkeit  tr0  ertlieilt  wird  —  wie  z.  B.  einem  Steine  durch 
die  Hand  des  Werfenden,  einer  Bombe  durch  Abfeuern  derselben  aus  einem 
Mörser  —  und  der  Körper  dann  der  Wirkung  der  Schwerkraft  überlassen 
seine  Bewegung  weiter  fortsetzt,  so  wird,  je  nachdem  die  Richtung  jener  An- 
fangsgeschwindigkeit nach  unten  oder  nach  oben  hin  von  der  horizontalen 
Richtung  abwich,  die  Bewegung  des  Körpers  ihrer  Art  nach  entweder  mit  der 
in  Fig.  46  oder  mit  der  in  Fig.  47  dargestellten  Bewegung  übereinstimmen. 
Denn  hier  bildet  das  Gewicht  des  Körpers  jene  constant  wirkende  Kraft,  und 
zwar  ist  diese  Kraft  als  die  einzige  wirkende  Kraft  anzusehen,  wenn  man  sich 
erlaubt,  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  hier  ausser  Acht  zu  lassen. 

Mit  Hülfe  des  Principe  der 
Fig.  48.  lebendigen  Kraft  ist  es  nun 

leicht,  die  Frage  zu  beantwor- 
ten: wie  gross  die  Geschwin- 
digkeit w  sein  wird,  mit  welcher 
der  geworfene  Körper  in  irgend 
einer  gegebenen  Horizontal- 
ebene ankommen  wird  (Fig.  48). 
Nach  §.  17  ist  mg  die  wirkende 
Kraft,  und  die  mechanische 
Arbeit,  welche  diese  Kraft  rer- 
richtet  hat,  nachdem  der  Kör- 
per in  der  Richtung  der 
Schwere,  d.  h.  vertical  abwärts 
die  Strecke  h  zurückgelegt  hat, 
ist  mg .  h.  Wenn  also  mit  Ä 
die  Höhe  bezeichnet  wird,  um 
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welche  die  Horizontal -Ebene  des  Anfangspunktes  A  höher  Hegt  als  die  ge- 
gebene Ebene,  so  erhält  man  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  für  diesen 
Fall  die  Gleichung: 

,  m  w2  in  w\ 

»>9h  =  —n s-*- 


deren  Auflösung  für  w  den  Werth  ergiebt: 

50)    w  =  V  wl  +  2  g  h  . 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  der  Endgeschwindigkeit  w  nur 
abhängt  von  der  Höhendifferenz  h  der  beiden  Ebenen  und  von  der  Grösse 
der  Anfangsgeschwindigkeit  w0l  dass  sie  dagegen  ganz  unabhängig  ist  von  der 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit. 

Wenn  z.  B.  einem  Steine  durch  die  Hand  des  Werfenden  eine  Anfangs- 
€»esch windigkeit  von  15m  mitgctheilt  wurde,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  mit 
^welcher  der  Stein  in  einer  um  10m  tiefer  liegenden  Horizontal  -  Ebene  an- 
kommt, allemal: 

w  =  J/15*  +  2  .  9,81  .  10  =  20m,  5. 

In  welcher  Richtung  auch  immer  der  Stein  geworfen  wurde  —  ob  auf- 
^värts  oder  abwärts  oder  in  horizontaler  Richtung  —  die  Endgeschwindigkeit 
^rird  stets  dieselbe  Grösse  haben;  denn  durch  die  mechanische  Arbeit  der 
^Schwerkraft  wird  die  in  dem  Steine  anfangs  vorhanden  gewesene  lebendige 
Straft  stets  um  eine  gleiche  Grösse  vermehrt. 

Wenn  h  =  o  gesetzt  wird  in  Gleichung  50),  so  ergiebt  sich  w  =  io0, 
«Ä.  h.  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  schräg  aufwärts  geworfener  Körper 
der  Horizontal -Ebene  des  Anfangspunktes  wieder  ankommt,  ist  gerade  so 
als  seine  Anfangsgeschwindigkeit  war.  In  diesem  Falle  verrichtete  die 
Schwerkraft  anfangs  gerade  so  viele  negative  als  nachher  positive  mechanische 
-Arbeit,  in  Summa  also  die  mechanische  Arbeit  Null,  folglich  musste  auch  die 
lebendige  Kraft  am  Ende  der  Bewegung  dieselbe  Grösse  wie  im  Anfange 
I-»aben. 

Wenn  endlich  der  Anfangspunkt  tiefer  liegt  als  der  Endpunkt,  so  ist 
die  Höhe  h  als  eine  negative  Grösse  in  Rechnung  zu  bringen,  und  die 
Gleichung  50)  nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an : 

w  =VwJ  -  2gh. 

Da  die  von  der  Schwerkraft  verrichtete  mechanische  Arbeit  in  diesem 
IfaUe  eine  negative  Grösse  hat,  wird  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  vermin- 
dert statt  vermehrt,  die  Endgeschwindigkeit  muss  also  kleiner  sein  als  die 
Anfangsgeschwindigkeit.    Ob  übrigens  der  Körper  diese  höher  gelegene  Ebene 
wirklich  erreicht,  welchen  Bedingungen  Richtung  und  Grösse  seiner  Anfangs- 
geschwindigkeit entsprechen  müssen,  damit  dies  möglich  sei,  an  welcher  Stolle, 
mit  welcher  Bewegungsrichtung  und  nach  wie  vielen  Secunden   der  Körper 
dort  ankommen  wird:    diese  Fragen  werden  erst  später  in  der  Theorie  der 
parabolischen  Bewegung  ihre  Beantwortung  finden. 

Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt  auch  dann  noch,  wenn 
die  Kraft  K  veränderliche  Grösse  und  Richtung  hat. 


\ 
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Um  die  mechanische  Arbeit  zu  bestimmen,  welche  von  einer 
veränderlichen  Kraft  verrichtet  wird,  hat  man  sich  —  wie  im 
vorigen  Paragraphen  erklärt  —  die  ganze  Dauer  der  Bewegung 
in  so  kleine  Theile  zerlegt  zu  denken,  dass  innerhalb  eines  solchen 
Zeittheils  die  Kraft  als  constant  angesehen  werden  darf,  d.  h.  in 
unendlich  kleine  Theile.  In  Bezug  auf  die  Bewegung  des  mate- 
riellen Punktes  während  eines  solchen  Zeittheiles  ist  dann  das 
Princip  als  bereits  bewiesen  anzusehen,  und  die  in  diesem  Zeit- 
theile  hervorgebrachte  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  gleich  zu 
setzen  der  wrährend  desselben  von  der  Kraft  verrichteten  mecha- 
nischen Arbeit.  Wenn  aber  in  jedem  einzelnen  jener  Zeittheile 
die  erzeugte  lebendige  Kraft  gleich  ist  der  während  desselben 
von  der  Kraft  verrichteten  mechanischen  Arbeit,  so  muss  auch 
die  während  der  ganzen  Bewegungsdauer  hervorgebrachte  Zu- 
nahme an  lebendiger  Kraft  (als  Summe  jener  einzelnen  Zunahmen) 
gleich  sein  der  ganzen  Arbeitssumme,  welche  inzwischen  von  der 
veränderlichen  Kraft  verrichtet  wurde. 

Wie  diese  Arbeitssumme  zu  bestimmen  ist,  wurde  im  vorigen 
Paragraphen  bereits  erklärt.  Wenn  z.  B.  die  Richtung  der- 
wirkenden  Kraft  im  ersten  Augenblicke  genau  rechtwinkelig  stand 
zu  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit,  und  nachher  während 
der  ferneren  Bewegung  die  Richtung  der  Kraft  in  solcher  Weise 
sich  ändert,  dass  der  Winkel  zwischen  ihr  und  der  augenblick- 
lichen Bewegungsrichtung  stets  genau  ein  rechter  Winkel  bleibt 
(Fig.  49),  so  ist  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt   —    die^ 

von  der  Kraft  verrichtete  mecha- 
Fig.  49,  nische  Arbeit  immer  Null.    Hier- 

f  aus  folgt,   dass  in  diesem  Faller 

*       auch  die  von  ihr  hervorgebracht» 

Zunahme    an    lebendiger    Kraft- 

j       gleich  Null  ist,  dass  also  die  End— 

*~c       geschwindigkeit    des    materieller* 

Punktes    gleich    seiner  Anfangs- 
geschwindigkeit ist,  und  dass  während  der  ganzen  Bewegungs- 
dauer die   Geschwindigkeit  constante  Grösse   hatte.     In   diesem 
Falle  besteht   die  Wirkung  der  Kraft   einzig   und  allein  darin, 
dass  sie  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  stetig  ändert. 

Die  Zuziehung  des  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Ge- 
setzes der  mechanischen  Arbeit  führt  zu  folgender  allgemeineren 
Form  des  Trincipes  der  lebendigen  Kraft : 


Gesetz  der  statischen  Momente.  71 

Die  Grösse,  um  welche  die  lebendige  Kraft  eines  materiellen 
Punktes  zunimmt,  ist  gleich  der  Summe  der  mechanischen  Ar- 
beiten, welche  von  allen  überhaupt  auf  den  materiellen  PuQkt 
einwirkenden  Kräften  während  der  Bewegung  desselben  verrichtet 
werden. 

Denn  wenn  die  Kraft  K,  von  welcher  bisher  die  Rede  war, 
als    Mittelkraft    angesehen  wird    von    allen    denjenigen  Kräften, 
welche  überhaupt  auf  den   materiellen  Punkt  wirken,   so  kann 
nach  dem  Gesetze  der  mechanischen  Arbeit  (Gleichung  47)  statt 
der  von  ihr  verrichteten  mechanischen  Arbeit  auch  die  Summe 
der  von  ihrerr  Seitenkräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten 
gesetzt  werden.    Wenn  also  c  und  v  resp.  Anfangsgeschwindigkeit 
and  Endgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  sind  und  abkür- 
sungsweise  mit  2  (a)  die  Summe  der  von  allen  auf  ihn  einwir- 
kenden  Kräften   verrichteten    mechanischen   Arbeiten  bezeichnet 
wird,  so  ergiebt  sich  die  allgemeine  Gleichung: 

R1.       mv2  mc2  v 

51)     — g -2~=      (a)' 

In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  die  Grösse  2  (a)  bestimmbar 
L«t,  kann  mit  Hülfe  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  die  End- 
geschwindigkeit v  eines  materiellen  Punktes  ihrer  Grösse  nach 
Lmmer  bestimmt  werden,  sobald  nur  die  Grösse  c  der  Anfangs- 
geschwindigkeit gegeben  ist. 

§•  22. 

Gesetz  der  statischen  Momente. 

Es  kommen  in  der  Mechanik  häufig  Aufgaben  vor,  bei  denen 
öie  Beziehungen  in  Betracht  kommen   zwischen  einer  gegebenen 
Kraft  einerseits  und  einer  gegebenen  festen  geraden  Linie  ausser- 
lialb    der    Kraftrichtung    andrerseits.      Die    Behandlung    solcher 
-Aufgaben  und  die  Untersuchung  solcher  Beziehungen  haben  Ver- 
anlassung gegeben,  den  Begriff  des  „statischen  Momentes14  in  der 
Mechanik  einzuführen.    Zwar  wird  die  eigentliche  Bedeutung  und 
'Wichtigkeit  dieses  Begriffes,  namentlich  des  in  der  Ueberschrift 
angedeuteten  Lehrsatzes,  für  die  Mechanik  erst  in  dem  nächst- 
folgenden Abschnitte  klarer  hervortreten:   da   indessen  auch  in 
der  Mechanik   des   einfachen  materiellen   Punktes  mitunter  Ge- 
legenheit sich  bietet,  von  diesem  Lehrsatze  Gebrauch  zu  machen, 
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0. 


so  verdient  der  Beweis  desselben  schon  hier  eine  Stelle  zu  finden, 
und  soll  zunächst  der  Begriff  des  statischen  Momentes  in  seiner 
allgemeinsten  Form  an  folgendem  Beispiele  erklärt  werden. 

Der  Punkt  A  in  Fig.  50  soll  die  augenblickliche  Lage  eines 
materiellen   Punktes   bezeichnen,   und  K  eine   von   den  Kräften 

sein,  die  auf  denselben  wir- 
Fig.  öO.  ken.    Die  gegebene  feste  ge- 

rade Linie  0  O,  soll  in  Fol- 
gendem kurzweg  die  Achse 
genannt  werden.  Wenn  man 
die  Kraft  K  in  drei  recht- 
winkelig zu  einander  gerich- 
tete Seitenkräfte  zerlegen 
will  und  zwar  auf  solche 
Weise,  däss  deren  Bezie- 
hungen zu  jener  Achse  in 
y*Y  ihrer     einfachsten     Gestalt 

Ö  hervortreten,  so  bieten  sich 

dazu  folgende  drei  Rich- 
tungen dar.  Die  Richtung 
A  Z  der  einen  Seitenkraft 
soll  der  Richtung  der  Achse 
parallel  genommen  werden ;  die  Richtung  der  zweiten  A  Y  soll 
mit  der  Richtung  A  O  des  von  dem  Punkte  A  auf  die  Achse  ge- 
fällten Perpendikels  zusammenfallen;  die  Richtung  der  dritten 
A  X  ist  dann  durch  die  Bedingung  schon  festgelegt ,  dass  sie 
rechtwinkelig  zu  den  beiden  ersten  gerichtet  sein  soll.  Wenn 
7,  ß,  a  resp.  die  Winkel  sind,  welche  die  Kraft  K  mit  diesen 
drei  Richtungen  einschliesst,  so  sind  üTcosy,  Ä'cosß,  K  cos  a  die 

drei  Seitenkräfte.  

Das  Produkt  K  cos  a  .  A  0  wird  das  statische  Moment  der 
Kraft  K  in  Bezug  auf  die  Achse  0  O ,  genannt. 

Man  erhält  demnach  das  statische  Moment  einer  gegebenen 
Kraft  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse,  indem  man  das  Produkt 
aus  folgenden  zwei  Factoren  bildet:  Der  eine  Factor  ist  die- 
jenige der  drei  Seitenkräfte,  welche  sowohl  zur  Achsenrichtung 
als  auch  zu  dem  auf  dieselbe  vom  Angriffspunkte  aus  gefällten 
Perpendikel  rechtwinkelig  gerichtet  ist;  der  andere  Factor  ist 
der  Abstand  des  Angriffspunktes  von  der  Achse.  Das  statische 
Moment    einer    Kraft    ist   also    gleich    Null,    wenn    der    Winkel 
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%  =  90°  ist,  (1.  h.  wenn  die  Kraftrichtung  mit  der  Achsenrichtung 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegt. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  A  als  einem  festen  Körper  angehörend,  der 
um  die  Achse  0  0\  als  feste  Dreh -Achse  sich  dreht,  und  bestimmt  man  die 
mechanische  Arbeit,  welche  die  Kraft  K  verrichtet,  während  der  unendlich 
kleine  Drehungswinkel  <p  zurückgelegt  wird,  so  findet  sich,  dass  von  den  drei 
Seitenkräften  der  Kraft  K  nur  die  eine,  nämlich  K  cos  a,  mechanische  Arbeit 
dabei  verrichtet,  insofern  jede  der  beiden  anderen  mit  der  Bewegungsrichtung 
des  Punktes  A  einen  rechten  Winkel  einschliesst  (Fig.  51).    Nach  dem  Gesetze 

der  mechanischen  Arbeit  ist  also 


Fig.  öl. 


die  von  der  Kraft  K  (als  Mittel- 
kraft) verrichtete  mechanische 
Arbeit: 

%  =  K conoi  .  AB. 

Wenn  als  Winkel-Einheit  der- 
jenige Winkel,  dessen  Bogen  gleich 
dem  Halbmesser  ist,  gewählt  wird, 
so  ist: 

AB  =  AO  .  <p. 

Die  Substitution  dieses  Werthes 
ergiebt  für  %  die  Gleichung : 

%  =  Kcosi  .  ÄÖ  .  <p 


oder,  wenn  die  Grösse  ifcosa  .  AO  mit  SR  bezeichnet  wird: 

Man  erhält  also  die  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische  Arbeit, 
indem  man  den  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  multiplicirt  mit  derjenigen 
Grösse,  welche  als  das  statische  Moment  der  Kraft  definirt  wurde.  Dies  ist, 
*ie  erst  später  in  der  Mechanik  fester  Körper  ausführlicher  erklärt  werden 

kann,  der  eigentliche  Grund,  weshalb  für  das  Produkt  üfcosa  .  ÄÖ  eine  be- 
sondere Benennung  eingeführt  ist. 

Wenn  R  die  Mittelkraft  ist  von  allen  Kräften,  die  auf  den 
notariellen  Punkt  A  einwirken,  so  ist  das  statische  Moment  der- 
selben in  Bezug  auf  die  Achse  0  0,  nach  Fig.  52 : 


3K 


1L.A0. 


t>ie  Grösse  Rx  hatte  nach  der  in  Fig.  34  gewählten  Bezeich- 
nuugsweise  die  Bedeutung: 

Rx  =  Kx  cos  *xx  +  K2  cos  it  -f-  . .  .  -f~  Kn  cos  an. 

t)ie  Substitution  dieses  Werthes  ergiebt  für  SM  die  Gleichung : 
3»  & 


üf,  cos  a,   .  A O  -J-  Kt  cos  n.l  .  A<)  -\-  ...  -\-  Kn  cos  a„  .  A O. 
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Fig.  62.  Die  Glieder  auf  der  rechten 

Seite  dieser  Gleichung  sind 
nach  der  gegebenen  Definition 
die  statischen  Momente  der 
Kräfte  Kx ,  Kt  ...  Kn  in  Be- 
zug auf  die  Achse  00t.  Be- 
zeichnet man  diese  statischen 
Momente,  für  welche  positive 
oder  negative  Werthe  sich  er- 
geben werden,  je  nachdem  die 
einzelnen  Winkel  a  spitze  oder 
stumpfe  Winkel  sind,  resp.  mit 
SR,,  SR,  ...  ÜÄn,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

52)   3K=ÜÄJ+Ü»*+...+äß». 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  ist  gleich  der  Summe 
der  statischen  Momente  aller  einzelnen  Kräfte  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Achse. 

Dieser  Lehrsatz  wird  das  Gesetz  der  statischen  Momente 
genannt. 


/R 


0 


Einfacher  gestaltet  sich  die  Erklärung  des  Begriffs  der— ■ 
statischen  Momente  für  den  speciellen  Fall,  wenn  die  gegebenen— => 
Kräfte  sämmtlich  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  gegebene  Acht 
O  O ,  zugleich  rechtwinkelig  zu  dieser  Ebene  gerichtet  ist.  Di< 
Zald  der  Seitenkräfte,  in  welche  jede  einzelne  Kraft  zu  zerlegen — 
ist,  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  zwei,  von  denen   die  eine — ■ 

mit  der  Richtung  A  O  des  von  dem— - 
Angriffspunkte  A  auf  die  Achse  O  ge — 
fällten  Perpendikels  zusammenfallt,  die^ 
^  andere  rechtwinkelig  zu  demselben  ge — 
richtet  ist  (Fig.  53).  Mit  Beibehaltung^: 
der  in  Fig.  50  gewählten  Bezeichnungs— - 
weise  ergiebt  sich,  dass  die  Ebene  d< 
Winkels  a,  den  die  Kraftrichtung  mit 
der  Richtung  A  X  einschliesst,  hier  ii 
die  Normal-Ebene  der  Achsen-Richtunj 
( d.  h.  in  die  Ebene  der  Fig.  53)  liineii 


*l' 


Fig.  53. 
Keoaet 


^ß 


K 


w 

♦0 
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fällt ;  dieser  Winkel  a  hat  gleiche  Grösse  mit  demjenigen  Winkel, 
welchen  die  Linie  A  O  mit  dem  von  dem  Punkte  0  auf  die 
Kraftrichtung  gefällten  Perpendikel  OB  einschliesst  und  für  die 
Länge  l  dieses  Perpendikels  oder  des  Abstandes  der  Kraftrichtung 
von  dem  Punkte  O  ergiebt  sich  der  Werth 


OB  =  l  =  A  0  .  cos  a. 

Man  nennt  diese  Grösse  den  Hebelarm  der  Kraft  K  in  Bezug 
auf  den  Punkt  O.     Statt  des  Produktes 


K .  cos  a  .  Ä  0, 

welches  das  statische  Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  die 
Aclse  0  genannt  wurde,  kann  daher  in  diesem  Falle  auch  ge- 
setzt werden: 

Kl 

u**d  das  statische  Moment  definirt  werden  als  das  Produkt: 

Kraft  mal  Hebelarm. 

Damit  jedoch  diese  Special-Definition  mit  der  oben  gegebenen 
^gemeineren  Definition  in  Uebereinstimmung  sich  befinde,  ist  es 
erforderlich,  derselben  noch  eine  zweite  hinzuzufügen,  welche  die 
*rage  entscheidet:  wann  dieses  Produkt  Kl  als  eine  positive 
0<*er  eine  negative  Grösse  in  Rechnung  gebracht  werden  soll. 

Aus  Fig.  50  erkennt  man,  dass  das  statische  Moment  einer 
**J"ait  K  positiv  ist,  wenn  die  Seitenkraft  IST  cos  a  in  der  Richtung 
vOfc  £  nach  X  wirkt,  d.  h.  wenn  der  Winkel  a,  den  die  Kraft 
mit  der  Richtung  A  X  einschliesst,  ein  ,spitzer  Winkel  ist ;  negativ 
^^egen,  wenn  dieser  Winkel  ein  stumpfer  Winkel  ist,  die  be- 
tr^ffende  Seitenkraft  also  die  Richtung  von  X  nach  A  hat.  Statt 
ae«8en  kann  man  das  dem  Produkte  Kl  zu  gebende  Vorzeichen 
aUch  als  abhängig  ansehen  von  der  Richtung  der  Drehbewegung, 
We*che  der  um  die  Achse  0  drehbar  gedachten  Normal -Ebene 
«Urch  die  Kraft  K  ertheilt  werden  würde.  Denn  zwischen  den- 
J^igen  Kräften,  welche  spitze  Winkel  mit  der  Richtung  von  A 
?*ch  X  einschliessen  und  denjenigen  Kräften,  welche  stumpfe 
^i**kel  mit  dieser  Richtung  einschliessen,  findet  zugleich  der 
^terschied  statt:  dass  die  ersteren  diese  Ebene  rechts  herum. 
clle  letzteren  diese  Ebene  links  herum  drehen  würden.  So  z.  B. 
w|i*den  in  Fig.  54  die  Kräfte  Kt   und  K2  die  Ebene   der  Figur 
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um  den  Punkt  0  rechts  herum  drehen,  die  Kräfte  Ks  und  KA 
dagegen  links  herum. 

Es  ist  daher  hinsichtlich  der  Be- 

Fig.  64.  Stimmung  des  Vorzeichens  von  Kl 

K  nur   nötliig,   zwischen  den  beiden 

\.                 s  rA^  entgegengesetzten Drehungsrichtun- 

vTv^  Sen  gehörig  zu  unterscheiden ;  wenn 

~%Sk)*Y      x~-      (^e  e*ne  a^s  Pos^v  angesehen  wird, 

\  so  muss  die  andere  als  negativ  an- 

^A"  gesehen  werden.  Wie  es  hinsichtlich 

^        \  K  der  Wahl    der  Richtung  AX  für 

die    Seitenkräfte    Ä*  cos  a    gleich- 
ü*  .  gültig  ist,  ob  man  die.  Richtung  von 

A  nach  X  oder  die  Richtung  von  X  nach  A  als  die  positive  an- 
sehen will,  so  ist  es  auch  in  diesem  Falle  gleichgültig,  welche 
von  den  beiden  Drehungsrichtungen  man  als  die  positive  ansehen 
will;  nur  muss  bei  allen  Kräften  auf  übereinstimmende  Weise 
verfahren  werden.  In  der  Regel  wählt  man  die  von  links  nach 
rechts  herum  gerichtete  Drehung  als  positive  Drehungsrichtung, 
also  diejenige,  mit  welcher  dem  Beobachter  einer  Uhr  die  Dre- 
hungsrichtung der  Uhrzeiger  übereinstimmend  erscheint. 

Wenn  man  in  Gleichung  52)  für  die  Grössen  2ß,  .  .  .  2R„ 
die  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  für  die  statischen  Mo- 
mente sich  ergebenden  Werthe  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

53)    Kl  =  1  (Kl), 

worin  das  Summationszeichen  2  andeutet,  dass  die  einzelnen  Pro- 
dukte üf ,  Z ,  . . .  Knln  mit  Berücksichtigung  ihrer  positiven  oder- 
negativen Vorzeichen  zu  einer  algebraischen  Summe  zusammen— 
gefasst  werden  sollen.    Diese  Gleichung  giebt  an,  wie  man  aus 
den  gegebenen  Seitenkräften  den  Werth  des  Produktes 

Mittelkraft  mal  Hebelarm 

in  Beziehung  auf  einen   gegebenen  Punkt  der  Kräfte  -  Ebene 
rechnen   kann,   und  lässt  sich  in  manchen  Fällen  mit  Vorthe 
benutzen,  um,  wenn  einer  dieser  beiden  Factoren  schon  bekam 
ist,  den  anderen  daraus  zu  berechnen. 

Wenn   die  Grösse    der   Mittelkraft    bereits   bekannt   ist,     -«c 
kann  mit  Hülfe  der  Gleichung  53)   die  Richtung  derselben 
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fanden  werden,  indem  man  aus  ihr  den  Abstand  l  berechnet,  in 
welchem  diese  Richtung  an  einem  gegebenen  festen  Punkte  O  der 
Kraft- Ebene  vorbeigeht.  Umgekehrt,  wenn  die  Richtung  der 
Mittelkraft,  folglich  auch  die  Grösse  l  bereits  anderweitig  ge- 
funden wurde,  so  kann  die  Gleichung  benutzt  werden,  um  die 
Grösse  der  Mittelkraft  zu  bestimmen. 

Wenn   das  Produkt  R .  I  gleich   Null   ist ,   so   folgt   daraus, 
dass   einer  der   beiden  Factoren  R  oder  l  gleich  Null  ist.     Ge- 
lingt  es  also   z.  B.   einen   Punkt    0  aufzufinden,   in   Bezug   auf 
welchen  nachweisbar  die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente der  Seitenkräfte  gleich   Null  ist,   so   hat  man  in   diesem 
Punkte   0  einen   Richtungspunkt  der  Mittelkraft   gefunden   und 
weiss,  däss  —  wenn  überhaupt  eine  solche  vorhanden  ist  —  die- 
selbe in  der  Richtung  A  0  wirkt. 


Das  Gesetz  der  statischen  Momente  beruht  lediglich  auf  dem 
Parallelogramm  -  Gesetze ;  es  gilt  daher  nicht  allein  für  Kräfte, 
sondern  überhaupt  für  alle  diejenigen  mechanischen  Grössen,  für 
deren  Zusammensetzung  und  Zerlegung  das  Parallelogramm-Gesetz 
gültig  ist;  z.  B.  für  Beschleunigungen  und  Geschwindigkeiten, 
üeberträgt  man  den  Begriff  der  statischen  Momente  auf  Be- 
schleunigungen und  Geschwindigkeiten,  so  ergeben  sich  aus 
dem  hier  bewiesenen  Lehrsatze  noch  folgende  zwei  abgeleitete 
Sitze : 

Das  statische  Moment  der  resultirenden  Beschleunigung  ist 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitenbeschleunigungen  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse. 

Das  statische  Moment  der  resultirenden  Geschwindigkeit  ist 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitengeschwindigkeiten  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse. 
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Capitel  VI. 
Freie  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§.  23. 
Parabolische  Bewegung. 

(Wurfbewegung.    Gravitationsgesetz.) 

Nach  §.  15  ist  die  schon  vorhandene  Geschwindigkeit  c 
in  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punktes  eine  Bewegu 
Ursache,  welche  für  sich  allein  eine  geradlinige  gleichfon 
Bewegung  zur  Folge  haben  würde,  und  eine  constant  wirk« 
Kraft  eine  Bewegungsursache,  welche  für  sich  allein  eine  gl« 
förmig  beschleunigte  Bewegung  hervorbringen  würde.  Aus 
im  §.  18  erklärten  Parallelogramm-Gesetze  folgt  der  Satz :  ^ 
in  eineiti  materiellen  Punkte  gleichzeitig  zwei  Bewegungsursa« 
vorhanden  sind,  deren  eine  für  sich  allein  eine  gleichförn 
deren  andere  für  sich  allein  eine  gleichförmig  beschleunigte 
wegung  zur  Folge  haben  würde,  so  ist  die  Bewegung,  welche 
materielle  Punkt  wirklich  ausfuhrt,  die  Resultirende  dieser  be 
Bewegungen.  Im  §.  14  wurde  nachgewiesen,  dass  die  Resultin 
zweier  verschieden  gerichteter  Bewegungen,  deren  eine  gl« 
förmig,  deren  andere  gleichförmig  beschleunigt  ist,  unter  s 
Umständen  eine  parabolische  Bewegung  ist;  d.  h.  die  Bahn 
der  Resultirenden  hat  die  Form  eiuer  Parabel,  deren  Ach 
richtung  mit  der  Richtung  der  Beschleunigung  zusammenfällt 

Die  parabolische  Bewegung  ist  daher  die  allgemeine  B< 
gungsform  für  einen  materiellen  Punkt,  auf  welchen  eine  < 
stante  Kraft  wirkt.  Die  Parabel  geht  in  eine  gerade  Linie  ti 
welche  mit  der  Richtung  der  Kraft  zusammenfällt,  in  dem  s 
ciellen  Falle,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  entweder  Null 
oder  gleiche  Richtung  mit  der  Kraft-Linie  hat. 

Mit  Beibehaltung  der  im  §.  14  gewählten  Bezeichnungsw 
kann  man  also  die  dort  gefundenen  Gleichungen : 

20)     wx  =  c  -[-  pt  21)     x  =  et  -f  -P-'— 

22)     wy  =  v  23)    y  =  vt 

unmittelbar  anwenden,  um  jede  Frage  zu  beantworten,  welch« 
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Fig.  55. 


C    =    U   COS  OL 


v  =  u  sin  ol 


Bezug  auf  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  dem  vor- 
liegenden  Falle  gestellt  werden   könnte   (Fig.  55).     Es  ist   nur 

erforderlich,  um  die  Bedeutung  der 
darin  vorkommenden  Grössen  c,  v,  p 
zu  erklären,  noch  die  drei  anderen 
ebenfalls  früher  gefundenen  Gleichun- 
gen hinzuzufügen: 

18) 
19) 

39)    p  =  — . 
m 

Die  Theorie  der  unter  Einwirkung 
einer  constanten  Kraft  von  einem  materiellen  Punkte  ausgeführten 
Bewegung  ist  mit  dem  Auffinden  der  obigen  Gleichungen,  welche 
fiir  alle  Werthe  von  a  gültig  sind,  als  abgeschlossen  anzusehen, 
und  bleibt  daher  nur  übrig,  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen,  auf 
welche  Weise  dieselben  zum  Auflösen  von  Aufgaben  zu  be- 
ni*t,zen  sind. 

Um  übrigens  eine  vollkommen  klare  anschauliche  Vorstellung 
von  der  Bewegung  zu  gewinnen  und  die  Beihülfe  der  obigen 
Gleichungen  ganz  entbehrlich  zu  machen,  ist  weiter  nichts  erfor- 
derlich, als  folgende  zwei  Punkte  stets  im  Auge  zu  behalten: 

Erstens,  die  Bewegung  in  der  Richtung  AX  ist  gleichförmig 
beschleunigt,  fängt  mit  der  Geschwindigkeit  c  an  und  geschieht 
mit;  der  Beschleunigung  p. 

Zweitens,  die  Bewegung  in  der  Richtung  AY  ist  gleichförmig 
und  geschieht  mit  der  Geschwindigkeit  v. 

Jede  zu  stellende  Aufgabe  kann  daher  zerlegt  werden  in 
zwei  andere  Aufgaben,  deren  eine  die  geradlinige  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegung  in  der  Richtung  A  X,  deren  andere  die 
geradlinige  gleichförmige  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  betrifft. 
Ws  beiden  Geschwindigkeiten  c  und  v  erhält  man  durch  Zerlegung 
der  gegebenen  Anfangsgeschwindigkeit  u. 


Wurfbewegung. 

Wenn  ein  geworfener  Körper  durch  die  Hand  des  Werfenden 

e*ne  Geschwindigkeit  u  erhielt  und  dann  der  Wirkung  der  Schwer- 

raft   überlassen   seine   Bewegung   weiter  fortsetzt,   so   sind   die 

^iiigungen    der    parabolischen    Bewegung    erfüllt.      Von    dem 
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Augenblicke  an,  in  welchem  der  Körper  die  Hand  des  Werfenden 
verlässt,  hat  der  Druck  der  Hand  aufgehört  zu  wirken,  und  das 
Gewicht  mg  ist  die  einzige  Kraft,  unter  deren  Einwirkung  die 
weitere  Bewegung  geschieht  *).  In  den  allgemeinen  Gleichungen 
ist  also  für  diesen  Fall  zu  substituiren 


K  =  mg     und     p  = 


mg    


Horizontaler  Wurf. 

Wenn  der  Winkel  a,  den  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit mit  der  Richtung  der  Schwere  einschliesst,  ein  rechter 
Winker  ist,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  die 
Werthe : 


c  =  u  .  cos  90°  =  o, 


v 


=  u  .  sin  90°  =  u. 


Die  wirkliche  Bewegung  des  Körpers  kann  aufgefasst  werden : 
als  ob  die  Verticale,  in  welcher  der  Körper  mit  der  Beschleuni- 
gung g  frei  herabfallt,  gleichzeitig  in  horizontaler  Richtung  mit 
der  constanten  Geschwindigkeit  v  —  u  fortschreitet,  oder:  als 
ob  die  Horizontale,  in  welcher  der  Körper  mit  der  constanten 
Geschwindigkeit  v  =  n  fortschreitet,  gleichzeitig  mit  der  Fall- 
Beschleunigung  g  frei  herabfällt.  Die  allgemeinen  Gleichungen 
nehmen  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  56  eingeschriebenen  ein- 
facheren Formen  an. 


Fig.  56. 


Wenn  beispielsweise  die  Geschwin- 
digkeit, welche  dem  Körper  von  der 
Hand  des  Werfenden  in  horizontaler 
Richtung  ertheilt  wurde,  20™  betrag, 
und  die  Zeit  t  bestimmt  werden  soll, 
nach  welcher  der  Körper  eine  uul_ 
10m  tiefer  gelegene  Horizontal-Eben 
erreicht,  so  ist  dazu  die  Gleichung 

zu  benutzen,  welche  für  t  aufgelöst 
den  Werth  ergiebt: 


t  =  j/*£  =  ]/\w  =  1'428  Secunden. 


*)   Es  soll  die  Wirkung  d«*s  Luftwiderstände»  hierbei  unberücksichtigt   bleiben,  *1«Q  *Qgv- 
oommen  werden,  das*  die  Bewegung  im  luftleeren  Räume  geschieht. 
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Die  Strecke  BC,  welche  während  dieser  Zeit  in  horizontaler  Richtung 
eurftckgekgt  wird  (die  Wurfweite)  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

BC  =  y  =  ut  =  20.  1,428  =  28m,6. 

Die  Endgeschwindigkeit  der  verticalen  Bewegung  ist: 

Wx  =  gt  =  9,81  .  1,428  =  14ra,0. 

Die  Endgeschwindigkeit  der   horizontalen  Bewegung   ist    so   gross  wie 
die  Anfangsgeschwindigkeit: 

•  tCy  =  u  =  20m. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  in  dem  Punkte  B  an- 
kommt, ist  die  Resultirende  von  diesen  beiden  Geschwindigkeiten,  also : 


w  =  yw*  +  «,ys  =  ]/l42  +  2Ö2  =  24m,4.x 

Den  Winkel  ß,  welchen  die  Richtung  der  Endgeschwindigkeit  mit  der 
Richtung  der  Schwere  einschliesst,  findet  man  aus  der  Gleichung: 


20 
14 


*ß  =  -5r-  =  tt  =  M8;  ?  =  «■>• 


Abwärts  gerichteter  Wurf. 

Wenn  der  Winkel  a,  den  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit mit  der  Richtung  der  Schwere  einschliesst,   ein   spitzer 
Kinkel  ist,  so  kann  die  Bewegung  —  wie  im  §.  14  schon  erklärt 
***de  —   betrachtet  werden  als  die  Fortsetzung  einer  mit  hori- 
**taler  Geschwindigkeit  anfangenden  Wurfbewegung.     Die  ver- 
*»le  Bewegung  fängt  hier  statt  mit  der  Geschwindigkeit  Null 
*ich  mit  der  Geschwindigkeit  c  =  u  cos  a  an ;   die  constante 
*3izontalge8chwindigkeit   ist  v  =  u   sin  a.     Nach   Substitution 

dieser  Werthe  erhalten  die  allgemeinen 
Gleichungen  die  in  Fig.  57  angegebenen 
Formen. 

Wenn  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  der 
in  Fig.  57  dargestellten  Bewegung  beispiels- 

r\  weise  gerade  so  gross  und  eben  so  gerichtet 

\  annimmt,  wie  die  Endgeschwindigkeit  der  in 

\  Fig.  56  dargestellten  Bewegung,  also : 

w  r=  24m,4,      a  =  55° 

c  =  24,4  .  cos  55°  =  14ra, 

v  =  24,4  .  sin  55°  =  20m, 


Fig.  57. 


«jwa-i^ 


V 


w 


'.  IbehuIlL 


so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  alsdann  die 
Bewegung  genau  übereinstimmt  mit  derjenigen, 
welche  in  dem  vorigen  Falle  von  dem  Körper 
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ausgeführt  worden  wäre,  wenn  derselbe  noch  über  den  Endpunkt  hinaus  seine 
Bewegung    fortgesetzt   hätte.     Die   Bahnlinie    ist  also    eine  Parabel,    deren 

Scheitelpunkt  vom  Anfangspunkte  A  aus  gerechnet  um  10™  höher  und  um 
28m,G  weiter  links  liegt.  Die  horizontale  Bewegung  setzt  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit von  20m  weiter  fort,  und  wird  also  z.  B.  nach  3  Secunden  der 
in  horizontaler  Richtung  zurückgelegte  Weg  die  Grösse  haben : 

#tf  =  y  =  20.3  =  60n\ 

Die   nach   dieser  Zeit  in  verticaler  Richtung   erlangte  Geschwindigkeit 
beträgt : 

icx  ---  14  +  i*,81  .  3  =  43m,43 

und  die  in  verticaler  Richtung  zurückgelegte  Wegeslänge  ist : 

AC  =  x  =  14  .  3  +     '    g  ö     =  8Gra,l. 

Die   Endgeschwindigkeit   setzt   sich   aus   den   beiden   Geschwindigkeiten 
43,43  und  20  als  Resultirende  zusammen  und  beträgt : 

w  =  ]/43;432^f~202  =  47,n,8. 

Die  Richtung  der  Endgeschwindigkeit  findet  man  aus  der  Gleichung: 

20 


t«ß  = 


43,43 


=  0,465,     ß  =  25°. 


55 
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Aufwärts   gerichteter   Wurf. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wurfbewegungen  bleib* 
auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit einen  stumpfen  Winkel  mit  der  Richtung  der  Schw^^"^ 
einschliesst ,  wobei  cos  a  und  folglich  auch  c  =  u  cos  a  negati^"e 
Werthe    haben    (Fig.  58).      In    diesem    Falle    werden    auch     «3-*e 

Grössen  wx   und    x   im  A-:"3" 
Fig.  58.  fange  negative  Werthe  erl*^**" 

ten,    und  zwar  wx  für   ürl-*e 
Punkte      des      ansteigend 
Theiles  der  Bahnlinie,   x 
alle    Punkte    der    Bahnlinie 

• 

welche  oberhalb  der  Ho^*1" 
zontal  -  Ebene  des  Anfang*" 
punktes  liegen.  Die  negativ 
Vorzeichen  bedeuten  dann 
wie  leicht  zu  erkennen  —  d^*  ^ 
die  betreffenden  Grössen  cl-^r 
Richtung  der  Schwere  ~*r~mt" 
gegengesetzt ,     also    ver 


n 


y=u  sina.l 


sin  w=w„ 


al 


Wurf-Bewegung.  SH 

aufwärts  gerichtet  sind.  Wenn  die  horizontale  Seitengeschwin- 
digkeit der  Anfangsgeschwindigkeit  gerade  so  gross  ist,  wie  in 
den  vorigen  beiden  Fällen,  so  ist  die  Bewegung  so  beschaffen, 
dass  die  in  den  vorigen  beiden  Fällen  untersuchten  Bewegungen 
als  ihre  Fortsetzungen  gelten  können. 

Wenn  z.  B.  u  =  24m,4  und  i  =  125°  gesetzt  wird ,  so  ist  die  horizon- 
tale Seitengeschwindigkeit 

r  =  24,4  .  sin  125°  =  20m . 

Die  verticale  Seitengesch windigkeit  ist  im  Anfange  negativ,  nämlich 

c  =  24,4  cos  125°  =  -  14m . 

Die  Zeit  t9  nach  welcher  der  Körper  an  eine  Stelle  gelangt,  die  um 
HO10,!  tiefer  liegt  als  der  Anfangspunkt,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

«  =  88,1=  _U*+?£JA 

deren  Auflösung  für  t  den  Werth  ergieht : 

t  =  1,428  ±  V  ldfi. 

Das  doppelte  Vorzeichen,  zu  welchem  die  Auflösung  der  quadratischen 

Gleichung  führt,   ist  hier  in  folgender  Weise  zu  deuten.      In   der  Parabel, 

Welcher  die  Bahnlinie  als  Theil  angehört,  giebt  es  zwei  Punkte,  weicht»  um 

86m,l  tiefer  liegen  als  der  Punkt  A.    Den  einen  von  diesen  beiden  Punkten, 

nämlich  B,  wird  der  Körper  wirklich  erreichen  nach  einer  Zeit,  welche  mau 

erhält,   wenn  man  in  obiger  Gleichung  das  Plus-Zeichen  gelten  lässt.     Der 

andere  Punkt  Bv   ist  von  dem  Punkte  A  aus  gerechnet  rückwärts  gelegen. 

betrachtet  man  also  die  vorliegende  Bewegung  als  Fortsetzung  einer  in  einem 

früheren  Zeitpunkte  begonnenen  Bewegung,  so  giebt  der  negative  Werth,  den 

man  für  t  erhält,  wenn  man  das  Minus-Zeichen  gelten  lässt,  an,  um  wie  weit 

x-ückwärts  der  Zeitpunkt  liegt,  in  welchem  der  Körper  durch  diese  Stelle  Bx 

hindurch  ging.    Für  die  vorliegende  Aufgabe  hat  man  also  das  Pluszeichen 

Kelten  zu  lassen  und  erhält: 

t  =  1,428  +  VÜMJ  =  5,86  Secunden. 

Die  Strecke  CB,  welche  während  dieser  Zeit  in  horizontaler  Richtung 
zurückgelegt  wird,  ist: 

CB  =  y  =  20  .  5,86  =  117m . 

In  verticaler  Richtung  hat  der  Körper  am  Ende  dieser  Zeit  die  Geschwin- 
digkeit erlangt: 

wx  =  -  14  +  9,81  .  5,86  =  43m,4. 

Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Endgeschwindigkeit  findet  man 
a.ii8  den  Gleichungen : 

v  =  |/43,42  +  202    =  47m,8 


tg  ?  =  T5J  =  a46  ?  =  25°' 
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Die  Werthe  von  w  und  ß  stimmen  also  mit  den  im  vorigen  Zahlenbei- 
spiele gefundenen  Werthen  überein. 

Die  verticale  Seitengeschwindigkeit  wx  ist  anfangs  negativ  und  wird 
später  positiv.  Die  Zeit  tu  nach  welcher  dieselbe  Null  wird,  die  Bewegung 
also  horizontale  Richtung  hat,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

w =  0  =--  —  14  +  9,81  tx ;    ri  =  -^r-  =  1,427  Secunden. 

Für  die  während  dieser  Zeit  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung 
zurückgelegten  Wegeslängen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

x  =  -  14  .  1,427  +  9>81    M27'   =  _  io*. 

z 

y  =  20  .  1,427  =  28m,54. 

Die  in  verticaler  Richtung  zurückgelegte  Wegeslänge  x  hat  ebenfalls 
anfangs  negative,  später  positive  Werthe.  Die  Zeit  t2>  nach  welcher  dieselbe 
gerade  Null  geworden  ist,  nach  welcher  also  der  geworfene  Körper  die  Hori- 
zontal -  Ebene  des  Anfangspunktes  wieder  erreicht ,  findet  man  aus  der 
Gleichung : 

Q  Q1  /  a  Oft 

x  =  0  =  -  14  t2  +  2£pf       t2  =  -J|L  =  2,854  Secunden. 

Die  Zeit  f2  ist  gerade  doppelt  so  gross  als  tu  folglich  ist  auch  der  im 
der  Zeit  t2  zurückgelegte  Horizontalweg  y2  doppelt  so  gross  als  yx ,  nämlich. 

y5  =  57m,l  .  .  . 

In  den  liier  berechneten  drei  Zahlen beispielen  sind  mit  Ab— 
sieht  übereinstimmende  Werthe  für  die  constant  bleibende  hori— 
zontale  Seitengeschwindigkeit  tvy  gewählt,  um  erkennen  zu  lassen, 
dass  in  diesem  Falle  es  eine  und  dieselbe  Parabel  ist,   welcher" 
die  Bahnlinien  der  drei  berechneten  Bewegungen  als  Theile   an- 
gehören ;  dass  also  die  Form  der  Parabel,  von  welcher  die  Wurf— 
linie  einen  Theil  bildet,   nur   von   der   Grösse  der  anfänglichen 
Horizontalgeschwindigkeit  abhängt.   Nachdem  der  geworfene  Körper* 
bei  der  in  Fig.  58  dargestellten  Bewegung  die  höchste  Stelle  seiner* 
Bahn   (den  Scheitelpunkt  der  Parabel)   erreicht  hat,  stimmt  di^ 
fernere  Bewegung  genau  mit  der  in  Fig.  56  dargestellten  horizon- 
talen Wurfbewegung  überein,   und  an  diese  schliesst  wiederum 
die  in  Fig.  57  dargestellte  abwärts  gerichtete  Wurfbewegung  als 
Fortsetzung  sich  an. 

Für  den  Fall,  dass  die  Untersuchung  auf  den  oberhalb  der 
Horizontal -Ebene  des  Anfangspunktes  liegenden  Theil  der  Bahn- 
linie beschränkt  werden  soll,  nehmen  die  Reclmungen  eine  etwas 
einfachere  Gestalt  an,   wenn  man  die  Richtung  von  unten  nach 
oben  als  die  positive  Vertical  -  Richtung  wählt  und  zugleich  statt 
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des  Winkels  a  nunmehr  den  Winkel,  welchen  die  Anfangs- 
geschwindigkeit u  mit  der  Horizontalen  einschliesst ,  den  soge- 
nannten Elevationswinkel  e  in  die  allgemeinen  Gleichungen  ein- 
führt,  welche  alsdann   die   in  Fig.  59   eingeschriebenen   Formen 

annehmen. 

Die    Wurfhöhe    h     ist 

Fig.  59.  diejenige  Grösse,  welche  x 

erreicht  in  dem  Augen- 
blicke, wo 

wx  =  u  sin  s  —  g  t  =  0 

wird.  Wenn  man  den  aus 
dieser  Gleichung  für  t  sich 
ergebenden  Werth  in  die 
Gleichung  für  x  substituirt, 
so  erhält  man: 


=  u  cos  e .  t 


.         (u  sin  s) % 

h  =  -— ö . 

29 


Die  Wurfweite  AB  =  l  ist  diejenige  Grösse,  welche  y  an- 
rat  in  dem  Augenblicke,  wo 


x  =  u  sin  zt  — 


9  t*  _ 


0 


Wenn  man  diese  Gleichung  für  t  auflöst  und  den  gefun- 
Werth  (die  Wurfzeit) 

<  =  2«sins 
9 

•  

m    die  Gleichung  für  y  substituirt,   so  erhält  man  für  die  Wurf- 
auf horizontaler  Ebene  die  allgemeine  Gleichung : 


55)     l  = 


2  u'1  sin  &  cos  s  tr1  . • 

=r  —  sm  (2  e), 

0  ü 


aus   welcher  man  erkennen  kann,  welchen  Einfluss  der  Elevations- 

*w*kel  s  auf  die  Wurfweite  hat 

Die  Grösse  sin  (2  s)  kann  niemals  grösser  werden  als  1  und 

err^icht  diesen  grössten  Werth,  wenn  2e  =  U0°,  also  s  =  45° 

Wlr*l.     Für   das   Maximum  der    mit   einer    bestimmten    Wurfge- 

^«windigkeit  u  zu  erreichenden  Wurfweite   ergiebt  sich  also  der 
Werth: 


l  (max)  = 


u 


8<> 
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welcher  gerade  (tappelt  so  gross  ist  als  die  bei  vertical  aufwärts 
gerichtetem  Wurfe  erreichte  Wurfhöhe. 

Die  Sinus  -  Zahlen  zweier  Winkel,  die  um  gleiche  Grössen 
von  einem  rechten  Winkel  abweichen,  haben  gleiche  Werthe. 
Hieraus  folgt,  dass  bei  gleichen  Anfangsgeschwindigkeiten  eine 
und  dieselbe  Wurfweite  erreicht  wird,  wenn  der  Elevationswinkel  e 
das  eine  Mal  45°  -\-  A,  das  andere  Mal  45°  —  A  beträgt  (Fig.  60). 

Wenn    z.  B.    dem    ge- 
fig.  60.  worfenen  Körper  jedes  Mal 

eine  Anfangsgeschwindig- 
keit «=20m  crtheilt  wurde, 
so  erreicht « derselbe  bei 
einem  Elevationswinkel  von 
45°  das  Maximum  der 
Wurfweite : 

20* 


iiuax  — 


9,81 


40n\8. 


Bei  einem  Elevationswinkel  e  =  45°  +  15°  =  60°  dagegen  beträgt  die 
Wurfweite  nur: 

202 


l  = 


9,81 


sin  120°  =  35m,3, 


und  ebenso  gross  ist  auch  die  bei  einem  Elevationswinkel  e  =  45°  —  15 "  =  30° 
erreichte  Wurfweite : 

202 


/  = 


9,81 


sin  60°  =  35™,3. 


Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wurfbewegung  würden 
auch  für  die  Bewegung  einer  aus  einem  Geschütze  abgeschossenen 
Kugel  gelten,  wenn  die  Bewegung  im  luftleeren  Räume  geschähe. 
Denn  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  die  Kugel  das  Ge- 
schütz-Rohr verlässt,  und  der  treibende  Druck  des  Pulverdainpfes 
aufgehört  hat  zu  wirken,  befindet  sich  die  Kugel  mit  ihrer  da- 
durch erlangten  Geschwindigkeit  genau  in  derselben  Lage,  Wie 
ein  geworfener  Stein,  welchem  von  der  Hand  des  Werfenden  eine 
solche  Anfangsgeschwindigkeit  mitgetheilt  wurde.  Eine  in  hori- 
zontaler Richtung  abgeschossene  Kanonenkugel  würde  im  luft- 
leeren Räume  genau  dieselbe  verticale  (Fall-)  Bewegung  aus- 
führen, sie  würde  z.  B.  genau  nach  derselben  Zeit  die  horizontale 
Bodenliäche  erreichen,  wie  wenn  sie  von  der  Kanonen-Mündung 
frei  herabfiele.  Nur  wird  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes, 
welche  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  sehr  rasch  mit 
der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  wächst,  bei  so  grossen 
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Geschwindigkeiten  wie  die  von  Kanonenkugeln,  einen  erheblich 
grösseren  Einfluss  auf  die  Bewegung  ausüben.  Lediglich  aus 
diesem  Grunde  würde  man  bei  der  Berechnung  der  Flugbahn 
eines  Geschosses  keine  so  grosse  Uebereinstimmung  der  aus  jenen 
Gleichungen  berechneten  Zahlenwerthe  mit  den  Beobachtungs- 
resultaten mehr  erwarten  dürfen. 

Eine  andere  Beschränkung  erleidet  die  allgemeine  Anwend- 
barkeit jener  Gleichungen  durch  den  schon  im  §.17  angedeuteten 
Umstand,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers,  welches  bisher  als 
eine  constant  wirkende  Kraft  angesehen  wurde,  streng  genommen 
eine  von  der  Höhe  des  Körpers  über  der  Erdoberfläche  abhän- 
gige mit  dieser  Höhe  veränderliche  Kraft  ist.  Auf  Körper,  die 
in  sehr  grossen  Höhen  über  der  Erdoberfläche  sich  bewegen, 
virkt  die  Schwerkraft  in  anderer  Weise  als  auf  Körper,  die  in 
ler  Nähe  der  Erdoberfläche  sich  bewegen ;  mit  zunehmender  Höhe 
iimmt  das  Gewicht  mg  eines  Körpers  und  folglich  auch  die 
Grösse  g  allmälig  ab.  Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Abnahme 
erfolgt,  lässt  sich  ableiten  aus  einem  allgemeineren  Gesetze, 
welches  nicht  nur  für  die  der  Erde  angehörigen  Körper,  sondern 
tberhaupt-  für  alle  Körper  im  Universum  —  so  weit  unsere 
Beobachtungen  reichen  —  gültig  ist.  Dieses  Gesetz  ist  das  von 
Newton  entdeckte 

Gravitationsgesetz  oder  Gesetz  der  allgemeinen  Schwere: 

Je  zwei  materielle  Punkte  wirken  auf  einander  gegenseitig 
mit  einer  Anziehungskraft,  welche  dem  Produkte  ihrer  Massen 
and  dem  umgekehrten  Quadrate  ihrer  Entfernung  von  einander 
proportional  ist. 

Wenn  also  k  die  Anziehungskraft  ist,  welche  zwei  materielle 
Punkte  auf  einander  gegenseitig  ausüben,  deren  jeder  1  Kil. 
Masse  enthält  und  deren  Entfernung  von  einander  1  Meter  be- 
trägt, so  ist  die  Anziehungskraft  zwischen  zwei  materiellen 
Punkten,  deren  Massen  resp.  m  und  M  sind,  bei  einem  Abstände 
iron  p  Metern: 

56)     "        "    m-M 


AT-r    k. 


p* 


Das  Gewicht  eines  materiellen  Punktes  ist  die  Mittelkraft 
der  Anziehungskräfte,  welche  von  Seiten  sämmtlicher  materiellen 
Punkte  des  Erdkörpers  auf  denselben  ausgeübt  werden.  Es  lässt 
sich  nachweisen,  dass  eine  Kugel,  deren  Masse  um  den  Mittelpunkt 
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herum  nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  vertheilt  ist,  auf 
einen  ausserhalb  gelegenen  materiellen  Punkt  gerade  »o  wirkt, 
wie  wenn  ihre  ganze  Masse  in  dem  Mittelpunkte  concentrirt  wäre. 
Die  Erde  darf  annähernd  als  eine  solche  Kugel  angesehen  werden. 
Ein  Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde  ist  also  anzusehen  als 
in  einer  Entfernung  gleich  dem  Erdhalbmesser  von  der  im  Mittel- 
punkte der  Erde  concentrirt  gedachten  Erdmasse  befindlich. 
Wenn  man'  daher  in  Gleichung  56)  für  M  die  Erdmasse  E  und 
für  p  den  Erdhalbmesser  r  setzt,  so  wird  K  gleich  dem  Gewichte 
der  Masse  w,  und  man  erhält  die  Gleichung: 

„  ,     m.E       .  ,      E 

Ol)      my  =  k  .  — ^ —     oder     0  =  4.  —  . 

Wenn  mit  mG  das  Gewicht  bezeichnet  wird,  welches  die- 
selbe Masse  m  haben  würde,  wenn  man  sie  von  der  Erdoberfläche 
entfernte  und  in  die  Entfernung  R  von  dem  Erdmittelpunkte 
brächte,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichung : 

mG  =  k     r>2       oder     G  =  k  -«,. 

Wenn  man  die  letztere  Gleichung  durch  die  Gleichung  57) 
dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

G  r2 


Die  Länge  des  Erdhalbmessers  beträgt  ungefähr  636(>000  Meter  oder 
860  Meilen  und  die  Höhe  der  höchsten  Berge  über  der  Meeresoberfläche 
etwa  1  Meile.  Auf  dem  Gipfel  eines  solchen  Berges  würde  die  Beschleunigung 
der  Schwere  nur  die  Grösse  haben : 

r2  fttio2 

0  =*  9  •  h =  9jö1  •  ~S~  ä  9'u'787' 

also  um  etwa  23  Millimeter  geringer  sein  als  an  der  Meeresoberfläche. 

Die  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  beträgt  etwa  das  60 -fach« 
des  Erdhalbmessers ;  in  dieser  Entfernung  hat  die  Beschleunigung  der  Schwere-—" 
nur  die  Grösse : 

*=^V---w  =  °m<0027- 

Wenn  also  der  Mond  keine  sonstige  Bewegung  hätte,  so  würde  de 
in  der  Richtung  nach  dem  Erdmittelpunkte  hin  sich  bewegen,  und  die  Ge 
schwindigkeit  dieser  Bewegung  würde   anfangs   um  2,7  Millimeter   in  jede) 
Secunde  zunehmen. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  57)  statt  der  Grössen  E  und  i 
resp.  die  Masse  M  und  den  Halbmesser  R  irgend  eines  andere 
kugelförmigen  Weltkörpers  substituirt,   so  erhält  man  —  unte 
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Voraussetzung  der  erwähnten  Art  der  Massenvertheilung  —  für 
die  Beschleunigung  des  freien  Falles  an  der  Oberfläche  dieses 
Weltkörpers  die  Gleichung: 

_  *     M 

9m  —  Ä  -rt  i 

welche  durch  Gleichung  57)  dividirt  die  Form  annimmt: 

9m  M      r* 


9  ER*' 

Die  Masse  der  Sonne  ist  ungefähr  das  355000 -fache  der  Erdmasse,  und 
der   Halbmesser  der  Sonne    ungefähr   das    110 -fache    des   Erdhalbmessers; 
hiernach  wurde  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  an  der  Sonnenoberfläche 
die  Grösse  haben: 

n    __  n     355000 E     _rl_  _  o  ft1  355000  __  t>ft7m  ft 

E 
Die  Masse  des  Mondes  betragt  ungefähr  -==-   und  der  Halbmesser  des- 
selben etwa  0,2G4  .  r.    Die  Beschleunigung  also,  mit  welcher  an  der  Mond- 
Oberfläche  ein  Körper  fallen  würde,  betrüge  hiernach : 

9m  =  9,81  .  — ^-  .    0)2642  r2   =  077. 

Wenn  man  den  Werth  der"  Grösse  K  in  Gleichung  56)  durch 
<*lr^ote  Messung  bestimmt,  indem  man  zwei  bekannte  Massen  m 
und  M  in  eine  bekannte  Entfernung  p  von  einander  bringt  und 
**le  Grösse  der  von  den  beiden  Massen  auf  einander  ausgeübten 
^n Ziehungskraft  beobachtet,  so  kann  man  diese  Gleichung  be- 
aix^3sen,  um  die  Grösse  der  Erdmasse  E  daraus  zu  berechnen. 
**  ^n.n  man  nämlich  die  bekannte  Kraft,  mit  welcher  die  Masse 
w*  in  der  bekannten  Entfernung  r  von  der  unbekannten  Erd- 
^^-^se  E  angezogen  wird  —  also  das  was  im  gewöhnlichen  Leben 
(*^s  Gewicht  der  Masse  m  genannt  wird  —  mit  q  bezeichnet,  so 
er*xUJt  man  nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Gleichung 

,    m  E 

o  —  k  - 


r* 


w^lehe  durch  Gleichung  56)  dividirt  die  Form  annimmt: 

JL  =  JLlL     oder    E  =  M   SL  iL 

KM    r*  *  K   pa  ' 

Auf  solche  Weise  hat  man  in  der  That  die  Masse  der  Erde 
Finessen  und  gefunden,  dass  uugeiahr: 

E  =  6,133.  1024  KU., 
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oder   dass   1   Cubikmeter    des   Erdkörpers    durchschnittlich    etw 
5675  Kilogramm  Masse  enthält. 

Wenn  man  die  Gleichung  57)  für  k  auflöst,  so  ergiebt  sie 
für  die  Kraft,  mit  welcher  1  Kilogramm  Masse  ein  andere 
Kilogramm  Masse  in  1  Meter  Entfernung  anzieht,  der  Werth: 

-    _  r* 

—  y '  ~£T' 

oder,  wenn  man  für  die  Grössen  5,  r,  E  die  nunmehr  sämmtlic 

bekannten  Werthe  substituirt: 

ftül      6366000'  64,8 

K  =  9,81  . 


6,133. 10* *  10' 2 

Dieser  Werth  bedarf  zwar  (ebenso  wie  die  übrigen  aus  de 
Annahme:  g  =  9m,81  berechneten  Zahlenwcrthe)  noch  eine 
kleinen  Correction,  weil  —  wie  sich  später  ergeben  wird  —  dj 
Wirkung  der  Schwere  durch  die  Umdrehung  der  Erde  um  ihi 
Achse  etwas  modificirt  wird;  indessen  zeigt  derselbe  doch,  das 
die  Kräfte,  mit  welchen  die  an  der  Oberfläche  der  Erde  befinc 
liehen  Körper  bei  messbaren  Abständen  einander  gegenseitig  ai 
ziehen,  in  den  meisten  Fällen  gegen  die  Gewichte  der  Körpe 
und  sonstige  wirkende  Kräfte  als. verschwindend  klein  angesehe 
werden  dürfen. 

§.  24. 

Gleichförmige  Kreisbewegung. 

(Centripetalkraft.) 

Eine  constant  wirkende  Kraft  bringt  bei  einem  schon  i 
Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  —  wie  im  vorige 
Paragraphen  gezeigt  wurde  —  allemal  eine  parabolische  Bewegun 
hervor.  Wenn  man  von  einer  solchen  parabolischen  Bewegun 
nur  das  den  Scheitelpunkt  enthaltende  und  durch  diesen  in  zw< 
symmetrische  Hälften  getheilte  sehr  kleine  Stück  AB  der  Bahi 

linie  ins  Auge  fasst  (Fig.  61),  s 
Fig.  61.  erkennt  man,   dass   der   Wink« 

zwischen  Bewegungsrichtung  un 
Kraftrichtung  nur  wenig  von  einei 
rechten  Winkel  abweicht  währet 
der  ganzen  Bewegungsdauer.  Fi 
*  den   Scheitelpunkt    S   ist    dies 

j^  Winkel  genau  gleich  einem  recht« 

Winkel,  für  den  Anfangspunkt 


u 
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etwas  grösser  und  für  den  Endpunkt  B  um  eben  so  viel  kleiner 
als  ein  rechter  Winkel.  Die  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
erreicht  in  dem  Scheitelpunkte  S  ihren  kleinsten  Werth  v;  in 
den  beiden  Punkten  A  und  B  hat  die  Geschwindigkeit  gleiche 
Werthe  «.  Die  von  der  Kraft  K  während  der  ganzen  Bewe- 
gungsdauer hervorgebrachte  Geschwindigkeitsänderung  hat  die 
Grösse  Null. 

Wenn  p  die  dem  materiellen  Punkte  von  der  Kraft  K  er- 
theilte  Beschleunigung,  und  r  der  Krümmungshalbmesser  der 
Parabel  im  Scheitelpunkte  ist,  so  gilt  für  die  Beziehungen 
zwischen  den  drei  Grössen  i?,  p,  r  die  im  g.  14  gefundene 
Gleichung  38): 


P  = 


v% 


r 


Ausserdem  ist,  wenn  mit  m  wieder  die  Masse  des  materiellen 
Punktes  bezeichnet  wird,  nach  Gleichung  39): 

K 

p  = 


m 


Durch   Gleichsetzung  dieser   beiden  Werthe   erhält  man   für 
c,i*    Kraft  K  die  Gleichung : 


58)    üf== 


mv* 


Hierin    bedeutet   K  diejenige   Grösse,    welche   die    constant 

Wll"kende  Kraft  haben  muss,   um  die  Bahnlinie  der  entstehenden 

J>a^abolischen  Bewegung  so  zu  krümmen,   dass  im  Scheitelpunkte 

~~"~   also  da  wo  Bewegungsrichtung  und  Kraftrichtung  rechtwinkelig 

Zlx   einander  stehen,  und  wo  die  Geschwindigkeit  die  Grösse  v  hat 

"^    der  Krümmungshalbmesser  gleich  r  werde.     Links  von   dem 

^Ueitelpuukte  ist  die  Geschwindigkeit  im  Abnehmen,   rechts  von 

^Hiselben  im  Zunehmen  begriffen;   in  dem  Scheitelpunkte  selbst 

8^Ut  das  Abnehmen   in  das  Zunehmen  über,  findet  also   weder 

abnehmen  noch  Zunehmen  statt.     In   dem  Augenblicke  also,   wo 

*^*?egung8richtung  und  Kraftrichtung  rechtwinkelig   zu  einander 

Rerichtet  sind,  wirkt  die  Kraft  nur  auf  die  Richtung,  nicht  aber  auf 

***e  Grösse  der  Geschwindigkeit  verändernd  ein.    Die  Gleichung  58) 

**iiickt  die  Beziehungen   aus   zwischen  dor  Grösse  der  Kraft  und 

Her  Grösse  der  Richtungsänderung  oder  Krümmung  der  Bahnlinie. 

Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  von   der  Masse  m 

t&it  einer  gewissen  Anfangsgeschwindigkeit  v,  und  untersucht  man, 
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welche  Richtung  und  Grösse  eine  auf  ihn  wirkende  Kraft  K 
haben  müsse,  wenn  dieselbe  1)  im  ersten  Augenblicke  nur  auf 
die  Richtung,  nicht  aber  auf  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  ver- 
ändernd einwirken  soll,  und  wenn  2)  die  Richtungsänderung  im 
ersten  Augenblicke  gerade  so  erfolgen  soll  wie  bei  einer  Kreis- 
linie vom  Halbmesser  r;  so  ergeben  sich  aus  dem  Vorstehenden 
die  beiden  Bedingungen:  die  wirkende  Kraft  muss  1)  recht- 
winkelig zu  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gerichtet 
sein,  und  sie  muss  2)  die  in  Gleichung  58)  angegebene  Grösse 
haben. 

Soll  nun  nicht  blos  im  ersten  Augenblicke,   sondern  auch  in 
allen  folgenden  Zeitpunkten  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
stets  auf  die  gleiche  eben  angegebene  Weise  abgeändert  werden, 
so   müssen    folgende    zwei    Bedingungen    erfüllt   sein:     Erstens, 
damit  stets  nur  die  Richtung  und  niemals  die  Grösse  der  Ge- 
schwindigkeit verändert  werde,    muss   die. Kraft  auch   in   allen, 
folgenden   Zeitpunkten   rechtwinkelig  zu    der  Richtung   der   Ge- 
schwindigkeit gerichtet  sein,  sie  muss  also  ihre  Richtung  stetiges 
ändern  und  zwar  in  der  Weise,   dass  der  Winkel  zwischen  ih:x 
und   der  Geschwindigkeitsrichtung  stets  so  gross  bleibt   wie  imc 
Anfange,    nämlich    ein    rechter    Winkel.      Zweitens:    damit    di^ 
Krümmung  der  Bahnlinie  auch  an  allen  folgenden  Stellen  dieselbe 
Grösse  erhalte  wie  an   der  Anfangsstelle,  muss   die  Kraft  stetes 
dieselbe  Grösse  und  zwar  die  in  Gleichung  58)  angegebene  Grösse 
behalten. 

Eine  ebene  Linie,  die  an  all&Ä 
Stellen  gleiche  Krümmung  hat,  is" 
eine  Kreislinie.  Wenn  also  d£* 
Kraft  bei  ihrer  RichtungsänderuiB.  £ 
immer  in  derselben  Ebene  bleibt 
so  wird  die  Bahn  eine  Kreislinie 
vom  Halbmesser  r  (Fig.  62).  D^^ 
materielle  Punkt  durchläuft  die»« 
Kreislinie  mit  der  constanten  G^^ 
schwindigkeit  v.  Die  wirkend^ 
Kraft  üTist  an  allen  Stellen  reck* 
winkelig  zu  der  Kreislinie,  al 
nach  dem  Mittelpunkte  O  d 
Kreises  hin,  gerichtet  und  wird  aus  diesem  Grunde  Centripet 
kraft  genannt. 


Fig.  62. 
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Eine  solche  gleichförmige  Kreis-Bewegung  kann  z.  B.  auf  folgende  Weise 

hervorgebracht  werden.    Das  eine  Ende  eines  geradlinig  ausgestreckten  Fadens 

soll  an  einem  festen  Punkte  0,  das  andere  Ende  desselben  an  einer  Kugel 

befestigt  sein.    Wenn  man  dieser  Kugel  eine  gewisse  Anfangsgeschwindigkeit 

ertheilt  rechtwinkelig  zur  Richtung  des  Fadens   —   die  Wirkung  der  Schwere 

soll  dabei  als  ausgeschlossen  oder  aufgehoben  angenommen  werden  —  so  wird 

die  Kugel  durch  den  Faden  verhindert,  sich  von  dem  festen  Punkte  0  zu 

entfernen,  also  gezwungen,  bei  ihrer  Bewegung  stets  in  gleicher  Entfernung 

ron  dem  festen  Punkte  zu  bleiben.    Sie  beschreibt  also  eine  Kreislinie,  und 

zwar  in  gleichförmiger  Bewegung.    Wenn  die  Masse- der  Kugel  m  =  2*,   die 

ihr  mitgetheilte  Geschwindigkeit  v  =•  lO™,   die   Länge   des   Fadens  r  =  4m 

ist,  so  ergiebt  sich  für  die  in  diesem  Falle  auf  die  Kugel  wirkende  Kraft  aus 

Gleichung  58)  der  Werth : 

4 

Diese  Kraft  wird  ron  dem  Faden  auf  die  Kugel  ausgeübt  und  wirkt  be- 
ständig in  der  Richtung  nach  dem  festen  Punkte  0  hin.     Nach  dem  in  §.  19 
erklarten  Gesetze  der  Wechselwirkung  ist  die  von  der  Kugel  auf  den  Faden 
aasgeübte  Gegenkraft  genau  eben  so  gross  und  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung.   Diese  letztere  (auf  den  Faden  wirkende  und  durch  denselben  auf  den 
festen  Punkt  0  *  übertragene)  Kraft  wirkt  also  in  der  Richtung  des  Fadens 
Dack  aussen  und  wird  Centrifugalkraft  genannt.    Der  Faden  wird  also  durch 
die    Kraft  K  gespannt.     Wenn   man   diese  Kraft  in  Gewichtseinheiten   aus- 
drucken will,  so  hat  man  nach  §.  17  die  oben  gefundene  Zahl  durch  g  =  9,81 
zu    dividiren ;  es  ist  also : 

#(kil.)  =  -^V-  kil.  =  5,1  kil. 
",ol 

Der  Faden  wird  also  bei  jener  Bewegung  genau  eben  so  gespannt,  als 
▼^r»e  derselbe  an  einem  festen  Punkte  befestigt,  und  an  seinem  unteren  Ende 
HJ*  Gewicht  von  5,1  Kilogrammen  aufgehängt.  Sobald  man  den  Faden  durch- 
8cHnitte,  würde  sofort  die  Kraft  aufhören  zu  wirken ;  die  Bewegungsrichtung 
w^rde  ferner  nicht  mehr  abgeändert.  Die  Kugel  würde  also  in  der  Richtung 
A^t»  Tangente  geradlinig  und  gleichförmig  sich  weiter  bewegen. 

Der  Mond  beschreibt  bei  seiner  Bewegung  um  die  Erde  eine  Bahnlinie, 
Welche  annähernd  als  eine  Kreislinie  angesehen  werden  kann,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Erdmittelpunkte  zusammenfallt.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises 
ist  ungefähr  das  60- fache  des  Erdhalbmessers,  also : 

r  =  60  .  6366000  =  382000000™, 

and  der  Umfang  desselben : 

2rr.  =  2  .  382000000  .  3,14  =  2400000000m. 

Die  Zeit,  in  welcher  der  Mond  diese  Kreislinie  durchläuft,  beträgt 
*?  Tage  7  Stunden  43  Minuten  11  Secunden  oder  in  runder  Summe 
*360000  Secunden.  Der  in  einer  Secunde  zurückgelegte  Weg  oder  die  Ge- 
schwindigkeit der  Mondbewegung  beträgt  demnach : 

•  ""       3360000       _  102°  • 
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Hiernach  ergiebt  sich  für  die  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  ge- 
richtete Centripetalbeschleünigung  des  Mondes  aus  Gleichung  38)  der  Werth: 

10202 


r- 

P  =  —  = 


382000000 


=  0ra,0027. 


Die  rebereinstimmuDg  dieser  Zahl  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen 
für  die  Fallbeschleunigung  des  Mondes  gefundenen  Zahlenwerthe  zeigt,  dass 
die  aus  dem  Gravitationsgesetze  berechnete  Anziehungskraft  zwischen  Erde 
und  Mond  gerade  diejenige  Grösse  hat,  welche  zur  Erklärung  der  Mond- 
bewegung angenommen  werden  muss.  Diese  Kraft  wirkt  hier  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele  die  Spannung  des  Fadens.  Denkt  man 
sich  die  Anziehungskraft  als  nicht  vorhanden  und  statt  dessen  den  Mond 
mittelst  eines  unzerreissbaren  Fadens  mit  dem  fest  gedachten  Erdmittelpunkte 
verbunden,  so  würde,  wenn  in  die  Masse  des  Mondes  genannt  wird,  dieser 
Faden  die  Spannung  annehmen : 

v2 
K=m.  —  =  m  . 0,0027. 

Eine  gleichförmige  Kreisbewegung  kann  auch  durch  Zusam- 
menwirken mehrerer  Kräfte  hervorgebracht  werden,  sobald  nur 
die  Mittelkraft  aller  dieser  Kräfte  die  oben  gefundenen  Eigen- 
schaften der  Centripetalkraft  besitzt. 

Wenn  ein  materieller  Punkt,  der  eine  horizontal  gerichtete 
Anfangsgeschwindigkeit  v  besitzt,  und  auf  welchen  ausser  seinem 
Gewichte  mg  noch  eine  zweite  Kraft  S  wirkt,  eine  horizontale 
Kreislinie  vom  Halbmesser  r  gleichförmig  durchlaufen  soll,  so  muss 

diese  zweite  Kraft  S  so  be- 
schaffen sein:   erstens,   dass 
die   Mittelkraft   K  von    den 
beiden   Kräften    mg    und  S   " 
stets    die    in    Gleichung  58)    « 
angegebene  Grösse  hat,  zwei-  - 
tens :  dass  die  Richtung  dieser  — 
Mittelkraft    K  rechtwinkelige 

zur    Bewegungsrichtung   ste 

hend    beständig    durch    de 
Mittelpunkt  O  jenes  Kreise 
hindurchgeht  (Fig.  63).  Wen 
man  also  ein  Parallelog 
AB  DC  construirt ,    dessen 


Diagonale  AD= Kxmd  desse: 
verticale  Seite  AB  =  mg  i 
so  stellt  die  Seite  AC  die 
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Parallelogrammes  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  die  gesuchte 
Kraft  8  für  denjenigen  Zeitpunkt  dar,  in  welchem  der  materielle 
Punkt  an  der  Stelle  A  sich  befindet. 

Für  jede  andere  Stelle   der  Kreislinie,  z.  B.   den  Punkt  A, 
würde  die  Kraft  S  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  durch   die 
gleiche   Construction    zu    bestimmen    sein.      Da    die    Kraft    mg 
constant  ist,   so   ergiebt  sich  auf  diese  Weise,   dass  die  Kraft  S 
während  der  Bewegung  stets  einen  und  denselben  Winkel  a  mit 
der  verticalen  Achse  des  Kreises  einschliessen,  ihre  Richtungslinie 
folglich  beständig  durch  einen  und  denselben  Punkt  P  derselben 
hindurch  gehen  muss.     Die  Grösse  des  Winkels  a  lässt  sich  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 


AD  K 

tga  = 


CD  ™9 

welche,  wenn  darin  für  K  der  Werth  aus  Gleichung  58)  sub- 
stitairt  wird,  die  Form  annimmt 

59)     tg  a  =    V% 


rg 


v 
Wenn  man  hierin  -=-   statt    tg  a   setzt    und   die   Gleichung 

dann  für  h  auflöst,   so  erhält  man  für  die  Höhe  des  Punktes  P 
über  der  Kreis-Ebene  die  Gleichung : 

60)     *  =  *-£• 

Die  Grösse,  welche  die  Kraft  S  beständig  haben  muss,  würde 
man  ferner  aus  der  Gleichung  bestimmen  können : 

61)     8=V(mgy  +  (±£y  =myg*+£. 

Die  Zeit  t,  in  welcher  der  materielle  Punkt  einen  Umlauf 
ausfuhrt,  findet  man,  indem  man  den  ganzen  Umfang  des  Kreises 
2  r  *  dividirt  durch  den  in  einer  Secunde  zurückgelegten  Weg  v ; 
**  ist  also : 


T 

i l  =  -2-  —  , 
v 


h 


"der,  wenn  man  für  —  aus  Gleichung  60)  seinen  Werth     y- 
»nbstituirt : 

62)    *  =  2-  V-  . 

f    9 


% 
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Eine  solche  horizontale  gleichförmige  Kreisbewegung  kann  z.  B.  auf 
folgende  Weise  entstehen.  Das  eine  Ende  eines  geradlinig  ausgestreckten 
Fadens  soll  an  einer  Kugel,  das  andere  Ende  an  einem  festen  Punkte  P 
befestigt  sein.  Wenn  man  den  Faden  in  irgend  eine  Richtung  PA  (Fig. 63) 
als  Anfangsrichtung  bringt  und  hierauf  der  Kugel  eine  Anfangsgeschwindigkeit  r 
mittheilt,  welche  ihrer  Richtung  nach  rechtwinkelig  zu  der  Vertical-Ebene  PAO 
steht  und  ihrer  Grösse  nach  den  aus  Gleichung  60)  zu  entnehmenden  Werth: 


—  'Vi 


hat,  so  wird  die  Kugel  eine  horizontale  gleichförmige  Kreisbewegung  um  den 
Punkt  0  als  Mittelpunkt  ausfahren,  und  der  Faden  dabei  eine  Kegelfliche 
beschreiben,  deren   Spitze   in   P  liegt.     Eine  solche  Vorrichtung  wird  ein 

Centrifugalpendel  genannt.    Wenn  bei  der  Anfangsstellung  des  Fadens  h  =  6™ 

und  r  =  2m  war,  so  musste  die  Anfangsgeschwindigkeit  die  Grösse  haben: 


=  2  j/^P  =  2ra,8. 


Aus  Gleichung  62)  ist  zu  erkennen,  dass  die  Umlaufszeit  eines  solchen 
Centrifugalpendels  nur  von  der  Höhe  des  Punktes  P  über  der  horizontalen 
Bahn -Ebene  abhängt.  Alle  Centrifugalpendel  also,  bei  denen  wie  im  vor- 
liegenden Falle  diese  Höhe  öm  beträgt,  haben  eine  und  dieselbe  Umlaufszeit, 
nämlich : 

1  =  2  .  3,14  .  j/cpgj  =  4,48  Secunden. 

Die  Kraft  S,  welche  bei  der  eben  beschriebenen  Vorrichtung  durch  den 
Faden  auf  den  materiellen  Punkt  übertragen  wurde,  kann  auch  auf  andere 
Weise  hervorgebracht  werden.  Denkt  man  sich  den  Faden  PA  durchschnitten 
und  statt  dessen  die  Kugel  an  allen  Stellen  der  Bahnlinie  unterstützt  durch 
eine  feste  Unterlage,  deren  Oberfläche  überall  rechtwinkelig  zur  Richtung  des 

Fadens  steht,  so  wird  der  Gegen- 
druck dieser  festen  Fläche  dieselbe 
Wirkung  hervorbringen,  welche 
vorher  durch  die  Spannung  des 
Fadens  ausgeübt  wurde.  Diese 
feste  Fläche  muss  die  Form  einer 
Kegelfläche  haben,  deren  Spitse 
in  dem  Punkte  Q  liegt,  und  deren 
-^  Seitenlinien  überall  rechtwinkelig 
*=*  stehen  zu  den  Seitenlinien  der  von 
dem  Faden  beschriebenen  Kegel- 
fläche, folglich  mit  der  Horizon- 
talen denselben  Winkel  a  ein- 
schliessen,  um  welchen  die  Rich- 
tung des  Fadens  gegen  die  Ver- 
ticale  geneigt  war  (Fig.  64).  D»« 


Fig.  04. 


t 
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ung  59)  kann  daher  benutzt  werden,  um  z.  ß.  bei  einer  Eisenbahncurve 
liikel  a  zu  bestimmen,  um  welchen  die  Schwellen  gegen  die  Horizontale 
%  werden  müssen,  wenn  die  Rad  -  Flanschen  des  Wagens  weder  nach 
i  noch  nach  innen  hin  einen  Seitendruck  gegen  die  Schienen  ausüben 
Wenn  der  Krümmungshalbmesser  der  Curve  r  =  500ni  und  die  Ge- 
ldigkeit,  mit  welcher  der  Wagen  die  Curve  durchlaufen  soll,  v  =  15m 
[t,  so  ergiebt  sich  für  diesen  Neigungswinkel  die  Gleichung: 

Wenn  mit  b  die  Entfernung  der  Schienen  von  Mitte  zu  Mitte  gerechnet 
hnet  wird,  so  ist  b  sin  <z  die  Grösse,  um  welche  die  aussen  liegende 
le  gegen  die. innen  liegende  überhöhet  werden  muss. 

Man  kann  clor  Gleichung  für  die  Centripetalkraft  noch  eine 
re  Form  geben  dadurch,  dass  man  die  Geschwindigkeit  v 
nateriellen  Punktes  ausdrückt  durch  die  Geschwindigkeit,  mit 
ler  der  zugehörige  Halbmesser  des  Kreises  um  den  Mittelpunkt 
Iben  sich  dreht.  Während  der  materielle  Punkt  den  Umfang 
Preises  gleichförmig  durchläuft,  führt  der  Drehungshalbmesser, 

die  gerade  Linie,   welche  denselben  mit  dem  Mittelpunkte 
ndet,  eine  gleichförmige  Drehbewegung  aus. 
Die  Bogenlänge,   welche  der  Endpunkt  des  Halbmessers  in 

Secunde   durchläuft,  wird  die  Bogen •  Geschwindigkeit  oder 
)herie-Geschwindigkeit  genannt. 

Der  Winkel,   um  welchen   der  Halbmesser  in  jeder  Secunde 
dreht,  wird  die  Winkel-Geschwindigkeit  oder  Dreh-Geschwin- 
öit  desselben  genannt. 
Um   die  Grösse   dieser  Winkel -Geschwindigkeit   durch   eine 

auszudrücken,   muss  zuvor  eine  bestimmte  Winkel  -  Grösse 

esetzt  werden^   welche  als  Winkel  -  Einheit  gelten   soll.     Am 

chsten    gestalten    sich    die    Beziehungen    zwischen   Bogenge- 

indigkeit  und  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  man  als  Winkel- 

eit    denjenigen    (zwischen   57°    und   58°    liegenden)    Winkel 

t,  dessen  Bogen  allemal  gleich  dem  zugehörigen  Halbmesser 

wie  das  im  Folgenden  immer  geschehen  soll,  wenn  nicht  aus- 

klich  das  Gegentheil   bemerkt  wird).     Da   die  Winkel   sich 

Uten  wie  die  Bogen,  welche  mit  gleichem  Halbmesser  in  den- 

?n  beschrieben  sind,   so  wird  für  einen  Winkel,   in  welchem 

Bogen  das  n  fache  des  zugehörigen  Halbmessers  beträgt,  als- 

i  diese  Zahl  n  unmittelbar  die  zugehörige  Winkelzahl  bilden, 

es  ist  allemal: 

Bogen 


Winkelzahl  = 


Halbmesser ' 


ititr,  Mechanik. 
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Fig.  65.  Die   Grösse  v  in   der  Gleichung  für 

die  Centripetalkraft  bedeutete  die  Bogen- 
länge, welche  der  materielle  Punkt  in 
jeder  Secunde  durchläuft,  oder  die  Bogen- 
geschwindigkeit.  Der  Winkel  <o,  welcher 
zu  diesem  Bogen  gehört,  ist  derjenige 
Winkel,  um  welchen  der  Halbmesser  in 
jeder  Secunde  sich  dreht,  also  die  zuge- 
hörige Winkelgeschwindigkeit  (Fig.  65). 
Zwischen  den  drei  Grössen  v,  u>,  r  findet  demnach  die  Be- 
ziehung statt: 

63)    w  =  — 


oder  in  Worten  ausgedrückt: 

,,..  ,    ,        ,     .    ,.  ,    ..          Bogengeschwindigkeit 
Winkelgeschwindigkeit  =  — TT~Th " 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Wertfafl 
v  =  rw   in   Gleichung   58)   substituirt,   so   erhält   man   für  dii^ 
Centripetalkraft  die  Gleichung: 

64)     K  =  mrw1. 

8-  25. 
Geradlinige  Schwingungen. 

Die   im    vorigen   Paragraphen   erklärte   gleichförmige   Kreis- 
bewegung lässt  sich  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  au« 
untersuchen.    Man  kann  dieselbe  nämlich  —  indem  man  die  Prin- 
cipien  der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen  an- 
wendet —  auch  auffassen  als  Resultirende  von  zwei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichteten  Seitenbewegungen  in  den  Richtungen  XX 
und  FF  (Fig.  66).     Der  Kürze   wegen   soll  XX  die   horizontale, 
YY  die  verticale  Richtung  genannt  werden.     Man   kann  sich  in 
jedem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  sowohl  als  auch  die  wir- 
kende Kraft  nach  diesen   beiden  Richtungen  zerlegt  denken  und 
nun  jede  von  den   beiden  Seitenbewegungen   für   sich  allein  zum 
Gegenstande  einer  besonderen  Untersuchung  machen. 

Es  soll   untersucht  werden:    wie   die   in   dem  Punkte  A  be- 
ginnende   Bewegung   beschaffen    gewesen   sein   würde,    wenn  die 
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Fig.  66.  verticale  Seitengeschwin- 

digkeit sowohl  wie  die 
verticale  Seitenkraft  der 
Centripetalkraft  von  An- 
fang an  gefehlt  hätten. 
Offenbar  würde  der  ma- 
terielle Punkt  in  diesem 
Falle  nur  die  horizon- 
tale Seitenbewegung  jener 
gleichförmigen  Kreisbewe- 
gung ausgeführt  haben, 
und  zwar  —  nach  dem 
Gesetze  der  Unabhängig- 
keit der  Bewegungen  — 
genau  in  derselben  Weise, 
wie  sie  bei  der  wirklichen 
Bewegung  erfolgte.  Denn  die  verticale  Seitengeschwindigkeit  wird 
nur  dur«^  foe  verticale  Seitenkraft  geändert,  und  die  horizontale 
Seiteug^schwindigkeit  nur  durch  die  horizontale  Seitenkraft. 

Statt  den   Bogen   AM  gleichförmig   zu   durchlaufen,    würde 
der  materielle   Punkt   nunmehr   die   geradlinige   Strecke  A  N  in 
derselben  Zeit  zurücklegen;   statt  den  halben  Kreisumfang  AGB 
gleichförmig   zu  durchlaufen,  würde  der  Punkt  nunmehr  in  der- 
selben Zeit  den  horizontalen  Durchmesser  A  B  durchlaufen.     In- 
^ein  man  die  Peripherie-Geschwindigkeit  v  an  den  verschiedenen 
tel]en   zerlegt,    findet    man,    dass    die    Geschwindigkeit    dieser 
j^tfzontal-  Bewegung   in  dem  Punkte  A  (wo  v  rechtwinkelig  zur 
°*izoDtalen  gerichtet  ist)  mit  Null  anfangen,   in  dem  Punkte  N 
*  Grösse  w,  in  dem  Punkte  O  die  Grösse  v,  in  dem  Punkte  B 
^  e4erum  die  Grösse  Null   erreichen  würde.     Hierauf  würde  die 
r^%chwindigkeit  negativ  werden,  d.  h.  der  Punkt  würde  umkehren, 
^**  horizontalen  Durchmesser  in  gleicher  Weise  rückwärts  durch- 
^fen  und  in  dem  Punkte  A  angekommen  alsdann  die   gleiche 
'^Wegung  aufs  Neue  beginnen. 

Solche  geradlinig  hin-  und  zurücklaufende  Bewegungen,  bei 
wichen  periodisch  dieselben  Bewegungszustände  wiederkehren, 
i^Hnt  man  Schwingungen.  Die  Schwingungsdauer,  d.  h.  die 
**Üirend  einmaligen  Durchlaufens  der  Schwingungsbahn  ver- 
gessende Zeit,  ist  gleich  der  halben  Umlaufszeit  der  zugehörigen 
Kreisbewegung,  hat  also  die  Grösse : 
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65)      t  = 


r  it 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  v  die  constante  Peripherie- 
Geschwindigkeit  der  zugehörigen  Kreisbewegung,  zugleich  aber 
auch  die  Maximal  -  Geschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung, 
nämlich  diejenige  Geschwindigkeit,  welche  der  schwingende  Punkt 
allemal  in  der  Mitte  seiner  Bahn  erreicht. 

Wenn  man  den  aus  Gleichung  58)  sich  ergebenden  WertK: 


¥     m 


für   diese  Grösse   substituirt,   so  nimmt  die  vorige  Gleichung  die 
Form  an : 


66)      t 


=./ 


m  r 
~K 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  K  die  Centripetalkraft  der 
correspondirenden  Kreisbewegung.  Um  die  Bedeutung  dieser 
Grösse  für  die  schwingende  Bewegung  zu  erkennen,  hat  man  sich 
bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  —  in  derselben  Weise,  wie 
vorher  die  Geschwindigkeit  —  so  auch  die  wirkende  Kraft  nun- 
mehr an  jeder  Stelle  nach  horizontaler   und  verticaler   Richtung 

zerlegt  zu  denken.   Für  die 
F*9>  ß7-  Stelle  M  ergiebt   sich  au 

V  Fig.    67     als     horizontale-—^ 

Seitenkraft : 

67)    H=KcoHa=K—.       - 


Diese  Kraft  ist  es,  welche 


den  schwingenden  Punk 
treibt  in  dem  Augenblick 
wo  seine  Entfernung  vo 
dem  Schwingungscent 
gleich  x  ist.  Die  Kraft 
ändert  sich  mit  der  Ent- 
fernung sc,  sie  wird  NuL  1. 
wenn  x  =  0  wird,  d.  Li 
wenn      der      schwingend 


Punkt  durch   den  Mittelpunkt  seiner  Bahn  hindurchgeht;   sie  ex*— 
reicht  ihren  grossesten  absoluten  Werth : 
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wenn  x  =  +r  wird ,  d.  h.  wenn  der  schwingende  Punkt  an  den 
Endpunkten  der  Schwingungsbahn  sich  befindet,  sie  ist  positiv 
oder  negativ  —  d.h.  sie  wirkt  nach  rechts  oder  links  —  jenach- 
clem  der  schwingende  Punkt  links  oder  rechts  von  der  Mitte 
seiner  Bahn  sich  befindet ;  sie  ist  ferner  proportional  der  Grösse  <r, 

^weil  der  Quotient  —    in    Gleichung    67)    eine    unveränderliche 

-.  r 

Orösse  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  jene  schwingende  Bewegung  statt- 

/iflden  wird,  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

Erstens,  die  treibende  Kraft  muss  proportional  dem  Abstände 

von   dem  festen  Punkte  O  zunelimen. 

Zweitens,  sie  muss  beständig  nach  diesem  festen  Punkte  hin 

wiriten. 

Drittens,  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes 
—  falls  eine  solche  überhaupt  vorhanden  war  —  muss  in  die 
Ki<^lituug  der  geraden  Linie  fallen,  welche  den  Anfangspunkt  mit 

* 

l^raem  festen  Punkte  verbindet. 

Wenn  man  den  Quotienten  —  mit  A  bezeichnet,  so  nehmen 
lie     Gleichungen  67)  und  66)  die  Formen  an: 

68)  U  =  A  x 

69)  *  =  *l/f- 

Man  erkennt  aus  Gleichung  68),  dass  A  die  Grösse  ist, 
w^lche  die  treibende  Kraft  H  erreicht,   wenn  x  =  1  wird.     Der 

^fc**otient  —    ist  also    die    in    diesem    Augenblicke    stattfindende 

m 

*^sschleunigung.     Bezeichnet  man  diese  Beschleunigung  mit  q,  so 

^ixtwut  die  Gleichung  69)  die  noch  einfachere  Form  an: 

Das  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Gesetz  lässt  sich  in  fal- 
lenden Worten  aussprechen: 

Die  Schwingungsdauer  ist  gleich  der  Zahl  n  dividirt  durch 
^  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungsbeschleunigung  in  der 
Entfernung  Eins  vom  Schwingungscentrum. 
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Zugleich  erkennt  man  aus  dieser  Gleichung,  dass  unter  so: 
gleichen  Umständen  die  Schwingungsdauer  ganz  unabhängig 
von  der  Schwingungsweite. 

Wenn  man  in  den  Figuren  66  und  67  statt  der  horizonta 
die  verticale  Seitenbewegung  der  gleichförmigen  Kreisbewegi 
als  Gegenstand  der  Untersuchung  gewählt  und  dabei  statt  t 
Punktes  A  den  Punkt  D  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  an 
nommen  hätte,  so  würde  man  in  Bezug  auf  die  schwingende  ] 
wegung  zwischen  den  Endpunkten  D  und  C  des  verticalen  Dur 
messers  natürlich  zu  gleichen  Resultaten  gelangt  sein.  J< 
gleichförmige  Kreisbewegung  kann  daher  aufgefasst  werden 
Resultirende  zweier  gleicher  rechtwinkelig  zu  einander  gerichte 
geradliniger  Schwingungsbewegungen ,  welche  so  mit  einan 
combinirt  sind,  dass  die  Zeitpunkte  des  Geschwindigkeits-Maxim 
der  einen  zusammenfallen  mit  den  Zeitpunkten,  in  welchen 
Geschwindigkeit  der  anderen  Null  wird.  Wenn  statt  dessen 
beiden  combinirten  (gleichartig  vorausgesetzten)  Schwingun 
ungleiche  Schwingungsweite  hätten,  so  würde  zwar  statt  der  glei 
förmigen  Kreisbewegung  eine  ungleichförmige  elliptische  Bewegi 
entstehen;  die  Umlaufszeit  würde  jedoch  dieselbe,  nämlich  gk 
der  doppelten  Schwingungsdauer  bleiben. 

Denkt  man  sich  einen  Körper  zwischen  elastischen  Federn  den 
eingespannt,  dass  bei  irgend  einer  Verschiebung  des  Körpers  nach  der  lii 
oder  rechten  Seite  hin  allemal  eine  Kraft  entsteht,  welche  den  Körper  i 
seiner  früheren  Lage  wieder  zurück  drängt,  und  denkt  man  sich  die  Fe< 
so  construirt,  dass  diese  zurückdrängende  Kraft  stets  der  Grösse  jener  ' 
Schiebung  proportional  ist,  so  wird  der  Körper,  wenn  man  ihm  eine  so 
Verschiebung  A  0  ertheilt  und  ihn  dann  loslässt ,  Schwingungen  der  oben 

schriebenen  Art  zwischen 
Fig.  68.  Punkten  A  und  B  ausfill 

(Fig. 68).    Angenommen: 

Federn  wären  so  bescha 

|  ,    /  H      dass  bei  einer  Verschieb 

|  wttMMMiuimm^  von  16  Millimetern  die 

1  ^  \ -1      °     &  J   '  k      rücktreibende  Kraft  0,8  B 

gramm  betrüge;  dann  wt 
bei  einer  Verschiebung 
1  Meter  diese  Kraft  in  Gewichtseinheiten  ausgedrückt  die  Grösse  erreich 

A  =  "5^16"  =  ^  KU- 
Wenn  das  Gewicht  des  Körpers  2,5  Kilogramm   beträgt,  so  ist  n 
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Gleichung  41)  die  Masse  desselben  m  = 


2fi 
9 


zu  setzen,   und  man  erhält  für 


die  Schwingungsbeschleunigung  in  der  Entfernung  Eins  den  Werth: 


_    A    __    50 . 9,81 


m 


2,5 


196m,2 


Nach  Gleichung  70)   ist  also  die  Schwingungsdauer,   oder  die  Zeit,  in 
relcher  der  Körper  einmal  den  Weg  AB  durchläuft: 


1 


V  19«,2 

Genau  dieselbe  Grösse  würde  die  Schwingungsdauer  haben,  wenn  A±  Bt 
Schwingungsbabn  wäre,  d.  h  wenn  der  Körper  im  Augenblicke  des  Los-, 
ens  bei  Ax  sich  befunden  hätte. 
Das  Gewicht  des  Körpers  ist  hierbei  als  ohne  Einfluss  betrachtet. 
Sollte  die  Schwingungsbahn  jedoch  verticale  Lage  haben  und  der  Einfluss  des 
G^  Orientes  berücksichtigt  werden,  so  würde  man  finden,  dass  die  Schwingungs- 
dauer  nicht  dadurch  geändert  würde.  Nur  der  Schwingungsmittelpunkt  würde 
eix*«  andere  Lage  erhalten,  und  zwar  um  so  viel  tiefer  liegen  als  die  einer 
KL:r~Äft    von     2,5    Kil.     entsprechende    Verschiebung     beträgt ,     nämlich    um 

a'0  =  0-05. 

Wenn  ein  vertical  aufgehängter  elastischer  Faden  so  beschaffen  ist,  dass 
angehängtes  Gewicht  ihm  eine  Verlängerung  ertheilt,  welche  der  Grösse 
desselben   proportional  ist,    so   wird   irgend   ein   an   dem    Faden   hängender 
Körper,  den  man  anfanglich  etwas  hob  oder  senkte  und  dann  losliess,  verticale 
&ot)wingungen  der  vorigen  Art  ausführen  —  vorausgesetzt,  dass  diese  Schwingun- 
gen sich  nicht  bis  zu  einer  Weite  erstreckten,  bei  welcher  der  Faden 
zeitweise  schlaff  würde.    Ist  z.  B.  der  Faden  so  beschaffen,  dass 
—  wie  beim  vorigen  Falle  —  ein  Gewicht  von  0,8  Kil.  ihm  eine 

Verlängerung  von  O^Oltf  ertheilt,  so  wird  ein  Körper  von  2,5  Kil. 

Gewicht  eine  Verlängerung  EO  =  0m,05  hervorbringen  (Fig.  69) 
Verschiebt  man  diesen  Körper  in  verticaler  Richtung  aus  seiner 
Lage  O  um  eine  Grösse  O A  oder  OB,  welche  kleiner  ist  als 
OE  und  lässt  ihn  dann  los,  so  wird  der  Körper  verticale 
Schwingungen  ausführen,  deren  Dauer  wie  im  vorigen  Falle 
0,224  Sec.  beträgt.  Denn  bei  der  vorausgesetzten  Beschaffenheit 
des  elastischen  Fadens  wird  auch  jetzt  noch  jede  Hebung  des 
Körpers,  welche  den  Endpunkt  E  des  unverlängerten  Fadens 
nicht  überschreitet,  eine  Kraft  hervorrufen,  welche  der  Grösse 
der  Hebung  proportional  ist.  Diese  Kraft  besteht  aus  dem 
Ueberschusse  des  Gewichts  über  den  aufwärts  wirkenden 
elastischen  Widerstand,  sie  beträgt  z.  B.  die  Hälfte  des  Ge- 
wichtes, wenn  die  Hebung  gleich  \  OE,  und  wird  gleich  dem 
sn  Gewichte,  wenn  der  Körper  bis   zu  dem  Punkte  E  selbst  gehoben 


%.  69. 


B 
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§.  26. 

Gleichförmige  geradlinige  Bewegung  (Gleichgewicht)  des 

materiellen  Punktes. 

Die  Mittelkraft  der  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  ist  diejenige  Kraft ,  welche  für  sich  allein  dieselbe  Wir- 
kung wie  jene  Kräfte  hervorbringen  würde.  Wenn  also  diese 
Mittelkraft  Null  ist,  so  bringen  die  Kräfte  keine  Wirkung  hervor, 
d.  h.  sie  halten  einander  im  Gleichgewicht ,  und  es  ist  so  gut  als 
ob  gar  keine  Kraft  wirkte.  Wenn  auf  einen  materiellen  Punkt 
gar  keine  Kraft  wirkt,  so  ändert  sich  weder  Richtung  noch  Ge- 
schwindigkeit seiner  Bewegung.  Hieraus  folgt,  dass  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  wenn 
die  Mittelkraft  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  Null  ist. 

Umgekehrt:  wenn  man  weiss,  dass  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  so  schliesst 
man  daraus,  dass  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  einander  im 
Gleichgewicht  halten ;  wenn  man  dagegen  weiss ,  dass  die  Bewe- 
gung krummlinig  oder  ungleichförmig  ist,  so  schliesst  man  daraus, 
dass  die  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte  sind. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  im  Gleichgewichtszu- 
stande befindliche  materielle  Punkt  sich  bewegt,  ist  gleich  seiner 
Anfangsgeschwindigkeit;  sie  ist  Null,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit Null  war.  Der  Ruhezustand  ist  daher  als  ein  specieller 
Fall  des  Gleichgewichts  zu  betrachten.  Ruhe  setzt  Gleichgewicht 
der  wirkenden  Kräfte  voraus,  nicht  aber  umgekehrt  das  Gleich- 
gewicht die  Ruhe.  Es  kann  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  und 
doch  dabei  Bewegung  stattfinden. 

Wenn  eine  Kraft  von  einer  anderen  Kraft  aufgehoben  werden 
soll,  so  muss  dieselbe  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche 
Grösse  mit  ihr  haben.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  auf  einen 
materiellen  Punkt  in  beliebiger  Anzahl  wirkenden  Kräfte  einander 
im  Gleichgewicht  lialten  sollen,  jede  von  ihnen  mit  der  Mittelkraft 
aller  übrigen  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche  Grösse 
haben  muss. 

Sollen  z.B.  die  drei  Kräfte  K\,  K^,  K$  einander  im  Gleichgewicht 
halten,  so  muss  jede  von  ihnen  mit  der  Diagonale  des  aus  den  beiden  anderen 
construirten  Parallelogramms  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung 
haben  (Fig.  70).    Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  repräsentiren  die  drei  Kräfte 
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und  verhalten  sich  wie  die  Sinus-Zahlen  der  gegenüberliegenden  Winkel  <p,  <J>,  o>. 
Setzt  man  statt  dessen  die  Sinus -Zahlen  der  Winkel  *,,  <*2>  aa  (Fig.  71), 
weiche  jene  resp.  zu  180ü  ergänzen,  so  erhält  mau  die  Proportion : 

Kx  :  K2  :  K2  =  sin  *|  :  sin  a2  :  sifl  a3- 


IC 


.%.  70. 

■■■■'  i    ^f 


* 


./ 


■  i, 


E 
% 


rK, 


0 


Es  ergiebt  sich  hieraus  ein  einfaches  Mittel,  die  Richtigkeit  des  Paral- 
lelogrammge8etzes  auf  experimentellem  Wege  zu  prüfen.  Der  Verbinduugs- 
punkt  dreier  Fäden,  von  denen  der  eine  mit  einem  Gewichte  Kx  belastet,  die 
beiden  anderen  resp.  an  den  Punkten  D  und  E  befestigt  sind,  kann  als  ein 
unter  Einwirkung  dreier  Kräfte  im  Gleichgewicht  befindlicher  materieller 
"unkt  angesehen  werden.  Durch  Messung  der  drei  Winkel  und  Kräfte  kann 
mao  sich  von  der  Richtigkeit  der  obigen  Proportion  —  mithin  auch  des 
***&!)  elogramms  der  Kräfte  —  überzeugen. 


Fig.    34    (wiederholt). 


R 


ZCKröioM^ 


Die  allgemeinen 
Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  eines 
materiellen  Punktes 
erhält  man  aus  Glei- 
chung 42),  indem 
man  den  darin  ge- 
fundenen Werth  der 
Mittelkraft  gleich 
Null  setzt: 


Vrxx+rI+rI=o. 

Der  Ausdruck 
unter  dem  Wurzel- 
zeichen besteht  aus 
drei  Gliedern,  welche 
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(als  Quadratzahlen)  nie  negativ  sein  können,  wird  also  nu 
dann  gleich  Null  sein,  wenn  jedes  der  drei  Glieder  für  sich  Nu 
ist.    Die  obige  Gleichung  schliesst  also  die  drei  Bedingungen  eil 

Rx  =  0,        Ry  =  0,        Rx  =  0. 

Wenn  man  hierin  aus  Fig.  34  die  Werthe  substituirt,  P 
welche  die  Zeichen  i?x,  /?y,  Rz  als  Abkürzungen  eingeführt  wu 
den,  so  erhält  man  als  allgemeine  Gleichgewichtsbedingungen  d 
materiellen  Punktes  die  drei  Gleichungen: 

71)   2(Ä'cosa)=rO,     72)   1  (Ä'cos  ß)  =  0,     73)  2(Kcos^)  = 

Da  die  Lage  des  rechtwinkeligen  Achsen-Systems  eine  willkü 
lieh  zu  wählende  war,  so'  ergeben  sich  hieraus  folgende  zwei  Satz 

Wenn  die  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkenden  Eräf 
einander  im  Gleichgewicht  halten,  so  ist  in  Bezug  auf  je< 
beliebige  Achsenrichtung  die  Summe  der  bei  rechtwinkelig! 
Zerlegung  in  sie  hineinfallenden  Seitenkräfte  gleich  Null. 

Umgekehrt:  wenn  in  Bezug  auf  jede  von  drei  bestimmte 
rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Achsen  die  Summe  de 
Seitenkräfte  Null  ist,  so  findet  in  Bezug  auf  jede  beliebige  ander 
Achsenrichtung  das  Gleiche  statt,  und  sind  die  Kräfte  im  Gleich 
gewicht. 

Kennt  man  einige  von  den  Kräften,  welche  auf  einei 
materiellen  Punkt  wirken,  und  weiss  man  zugleich,  dass  derselbe 
im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet,  so  kann  man  in  manchei 
Fällen  die  übrigen  noch  unbekannten  Kräfte  bestimmen  dadurch 
dass  man  auf  das  ganze  Kräfte  -  System  die  allgemeinen  Gleich 

gewichts-  Bedingungei 
Fig.  72.  anwendet. 

Wenn  z.  B.  an  dem  Vei 
bindungspunkte  A  drek 
in  den  Punkten  5,C,Dbe 

^ Ei  /  festigter    Fäden     mittels 

\  y'V  /&*   */--  eines  vierten   Fadens  ei 

Gewicht  Q  aufgehängt  ist 
so  kann  man  aus  dem  Ruhe 
zustande  des  Punktes  - 
schliessen,  dass  die  mitteli 
der  vier  Fäden  auf  ihn  übe 
tragenen  Zugkräfte  Q,  JET 
Jf  2,  K3  den  Gleichgewich« 
bedingungen  genügen  mO 
sen  (Fig.  72).    Denkt 


-^ ..  /  x 
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Fig.  73. 


ach  das  rechtwinkelige  Achsen- System  so  gelegt,  dass  A  Z  in  die  Richtung 
der  Schwere,  die  beiden  anderen  A  X  und  A  Y  also  in  die  Horizontal-Ebene 
hineinfallen,  so  nehmen  für  diesen  Fall  die  liedingungsgleichungen  die 
Form  an : 

K\  cos  a,  -f-  K2  cos  <x2  -f*  K-s  c°s  *3  =  0 

Kx  cos  ßt  -f-  -^2  c08  ßa  ~h  A'3  cos  ß3  =  0 

/T,  cos  y,  -f-  JT,  cos  72  +  #3  cös  73  +  Q  =  0. 

Wenn  die  Richtungen  der  Fäden  (und  mit  ihnen  sämmtliche  Winkel) 
bekannt  sind,  so  können  die  drei  unbekannten  Grössen  Kx,  Ku  K3  aus 
diesen  drei  Gleichungen  berechnet  werden. 

Statt  dessen  kann  man 
die  Aufgabe  auch  durch 
Construction  lösen,  indem 
man  ein  Parallelepipedum 
construirt,  dessen  Kanten 
resp.  den  Richtungen  der 
unbekannten  Kräfte  pa- 
rallel sind,  und  dessen 
Diagonale  AE  mit  der  ge- 
gebenen Kraft  Q  gleiche 
Grösse  und  entgegenge- 
setzte Richtung  hat. 

Die  gleiche  Construc- 
tion und  Berechnung  wurde 
für  den  in  Fig.  73  darge- 
stellten Fall  gelten ,  bei 
welchem  die  das  Gewicht  Q 
™  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  Kx ,  K2 ,  K3  —  anstatt  als  Zugkräfte 
'ittcbt  Fäden  auf  den  Punkt  A  übertragen  zu  werden  —  als  Gegendrücke 
"^ier  in  den  Punkten  B,  C,  D  unterstützter  Stangen  auftreten.  Durch 
P,*Ucearung  dieser  drei  Kräfte  erhält  man  die  Druckkräfte,  welche  die  Stangen 
werseite  durch  das  Gewicht  Q  erleiden. 

Genau  dieselbe  Kraftvertheilung  endlich  würde  in  allen  diesen  Fällen 
Mich  dann  noch  stattfinden,  wenn  die  ganze  Vorrichtung  (etwa  auf  einem 
w  %gen)  in  gleichförmig  und  geradlinig  fortschreitender  Bewegung  begriffen  wäre. 

Die   Zahl    der   Gleichgewichtsbedingungen    eines    materiellen 
Punktes  reducirt  sich  auf  zwei,  wenn  sämmtliche  Kräfte  in  einer 
tmd  derselben  Ebene  wirken.     Legt  man  das  Achsen  -  System  so, 
ia.88  die  Z-  Achse  rechtwinkelig  zu  dieser  Ebene  gerichtet  ist,  so 
werden  die  Grössen  cos?,  ....  cos  Yn  sämmtlich  Null,   und   zur 
Bestunmung  der  Richtung  irgend   einer  von   den  Kräften  ist  der 
Winkel,  den  sie  mit  der  X-Achse  einschliesst,   allein  schon  aus- 
reichend.    Wenn  die  Winkel   a,   .  .  .  an   immer   in  einerlei  Sinne 
?on  der  Richtung  A  X  als  Anfangsrichtung  aus  gemessen  werden, 
80  können  statt  der  Grössen  cos  ß ,   ...  cos  ß„  resp.  die  Grössen 
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Fig.  74. 


A    K{  cobol ! 


sin  a,  ...  sin  a„  gesetzt  werden  (s.  Fig 
und  die  Gleichgewichtsbedingungen  ne 
die  Formen  an : 

74)  l(Kcosz)  =  0, 

75)  v  (K  sin  «)  =  0. 

In   dem  speciellen  Falle  endlich, 
sämmtliche    Kraft  -  Richtungen  in   eine 
dieselbe  gerade  Linie  fallen,  reducirei 
die  Gleichgewichtsbedingungen  auf  die 

76)  2  (K)  =  0, 


welche  ausdrückt,   dass   nach  der  einen  Richtung  hin  gera 

viel  Kraft  wirken  muss,  als  nach  der  entgegengesetzten  Rieh 

Wenn  in  diesem  letzteren  Falle  zugleich  der  im  Gleichgewi 

zustande  befindliche  materielle  Punkt  nach  einer  von  den  b 

Richtungen    hin    in    gleichförmiger   Bewegung    begriffen    ist 

pflegt    man   wohl   die    der   Bewegungsrichtung    entgegenwirl 

Kraft -Summe   im  Gegensatze   zu  der  die  Bewegung  fordei 

Kraft-Summe  den  Widerstand  zu  nennen. 

Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  Bewe 

eine  gleichförmige  sein  soll,   lässt  sich  daher  auch   in  der  ] 

aussprechen : 

Kraft  =  Widerstand. 

Eine  unter  solchen  Umständen  erfolgende  gleichförmige  Bewegung 
durch  den  Sprachgebrauch  des  gewöhnlichen  Lebens  mitunter  in  einer 
bezeichnet,  welche  leicht  zu  Missverständnissen  führt.   Wenn  durch  die  m 
eines  Seiles  ausgeübte  Zugkraft   eine   Last  gleichförmig  gehoben,  od* 
Schiff,  ein  Wagen,  ein  Pflug  gleichförmig  vorwärts  getrieben  wird,  so 
man  den  Vorgang  wohl  mit  den  Worten  zu  bezeichnen :    „Die  Kraft 
windet  den  Widerstand**  und  ist  geneigt  mit  dem  Begriffe  des  „Ueberwk 
die  Vorstellung  zu  verbinden :    Die  überwindende  Kraft  müsse  grosse] 
als  der  überwundene  Widerstand.     Man  gelangt  zu  einer  solchen  fehler 
Auffassung,  indem  man  die  Bedingungen  der  Entstehung  einer  neuen 
gung  verwechselt  mit  den  Bedingungen  der  Fortsetzung  einer  schon  v< 
denen  Bewegung.     Um  zu  bewirken,  dass  der  Körper  aus  dem  Ruhezui 
in  Bewegung  übergehe,  dazu  ist  allerdings  eine  Kraft  erforderlich,   l 
grösser  ist  als  der  Widerstand,  weil  während  des  Ueberganges  die  Bew 
eine  beschleunigte  ist.    Wenn  aber  die  Bewegung  einmal  im  Gange  ist 
es  .nur  darauf  ankommt ,  die  Bewegung  gleichförmig  zu  erhalten ,  so  mu 
Kraft  weder  grösser  noch  kleiner,  vielmehr  genau  gleich  dem  zu  überwind 
Widerstände  sein. 
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§•  27. 

Widerstände  fester   Flächen,   Linien,   Punkte. 

Nur  durch  Kräfte  können  Bewegungen  hervorgebracht,  ver- 
nichtet oder  abgeändert  werden. 

Wenn  also  auf  einen  materiellen  Punkt  gewisse  Kräfte 
wirken,  deren  Mittelkraft  K  bekannt  ist,  und  es  findet  sich,  dass 
die  von  dem  Punkte  wirklich  ausgeführte  Bewegung  abweicht  von 
derjenigen  Bewegung,  welche  die  Kraft  K  für  sich  allein  hervor- 
gebracht, haben  würde,  so  muss  man  die  Ursache  dieser  Ab- 
weichung in  irgend  einer  Kraft  suchen,  welche  neben  der  Kraft  K 
noch  thätig  war.  Diese  unbekannte  Kraft  musste  genau  so  be- 
schaffen sein,  dass  sie  mit  jener  Kraft  K  zusammen  eine  Mittel- 
traft bildete,  welche  alle  zur  Erklärung  der  wirklich  ausge- 
führten Bewegung  erforderlichen  Eigenschaften  besass. 

Nach  diesem  Principe  sind  die  Einwirkungen  zu  beurtheilen, 
Welche  ein  in  seiner  freien  Bewegung  beschränkter  materieller 
Punkt  von  Seiten  der  beschränkenden  Hindernisse  erleidet.  Diese 
^genannten  Hindernisse  sind  immer  Kräfte.  Grösse  und  Rich- 
tung dieser  Kräfte  können  aus  der  wirklich  ausgeführten  Be- 
*egung  erschlossen  werden,  sobald  die  ausserdem  etwa  noch 
wirkenden  Kräfte  bekannt  sind. 

Wenn  an  der  Oberfläche   einer  ruhenden   festen  Wand  ein 
Naierieller  Punkt  sich  bewegt,  und  die  auf  denselben  wirkende 
Kraft  K  eine  solche  Richtung  hat,   dass  sie  für  sich  allein  wir- 
kend  den   Punkt    in   den    inneren   Raum   hinter   der   Oberfläche 
hineintreiben  würde,  so  schliesst  man  aus  dem  Verbleiben  des 
Pnnktes  an  der  Oberfläche,  dass  ausser  der  Kraft  K  noch  irgend 
öne  andere  Kraft  P  thätig  ist,   welche   von  Seiten   der   festen 
Wand  auf   den    materiellen   Punkt    ausgeübt    wird.     Wenn   die 
Wandoberfläche  eine  Ebene  ist,   so  muss  die  Mittelkraft  von  K 
nm!  P  in  diese   Ebene   hineinfallen,   weil   sonst   der   Punkt   die 
Ebene  verlassen  würde. 

Aus  dieser  Bedingung  allein  lässt  sich  indessen  die  Grösse 
t^d  Richtung  der  unbekannten   Kraft  P  noch   nicht  bestimmen. 
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Denn  es '  lässt  sich  auf  unendlich  viele  verschiedene  Artei 
Parallelogramm  construiren,  dessen  eine  Seite  K  ist,  und  d 
Diagonale  in  die  Ebene  hineinfällt  (Fig.  75). 

Welche  Richtung  auch  imm< 
Fig.  75.  unbekannte   Kraft   P  haben    ] 

f  p  immer  kann  man  dieselbe  als  M 

kraft  zweier  Seitenkräfte  N  ui 
^  ansehen,  von   denen  die  eine 

^^m^^  die    Richtung    d<*    Normalen, 

andere   W  in  die  Ebene  selbst 
einfällt.      Die   Seitenkraft  N 
r-  man  immer  aus  der  gegebenen  \ 

K  allein  bestimmen,  auch  ohn 
wirklich  ausgeführte  Bewegung  zu  kennen.  Denn  wenn  die  M 
kraft  aus  K  und  P  in  die  Ebene  hineinfallen  soll,  so  mjiss 
wendig  die  in  die  Richtung  AZ  bei  rechtwinkeliger  Zerlc 
hineinfallende  Seitenkraft  der  Mittelkraft  gleich  Null  sein, 
ergiebt  sich  also  aus  Fig.  76  die  Bedingungsgleichung 

K  cos  a  —  N  =  0,     oder    N  =  K  cos  a, 

d.  h.  der  normale  Gegendruck  der  ebenen  Wandfläche  hat  i 
allen   Umständen   entgegengesetzte    Richtung  und   gleiche  G: 

mit  der  normalen  Seitenkraft  de] 
Fig.  KL  wegenden  Kraft  K. 

P*        .  *-  Was  die  andere  Seitenkraft  M 

\         ^ 
\  trifft,   so  hängt  dieselbe  von  der 

X   •  stanz  der  Körper,  von  der  physicalit 

\ :  j  k  '  u    Beschaffenheit    ihrer    Oberflächen 

W<  vmm^^M'^MMjvwf,  +     Die    Principien    der    Mechanik    i 

!  reichen  nicht  aus,   um   Richtung 

1  v^v  Grösse  derselben  a  priori  zu  bestim 

^    vielmehr    können    die    Gesetze, 
Ä*w  a  welchen  sie  wirkt,  nur  aus  den  ^ 

'%  lieh  ausgeführten  Bewegungen  auf 

Wege  der  Beobachtung  ermittelt  werden.  Solche  Beobachtu 
haben  ergeben,  dass  diese  Kraft  W  allemal  derjenigen  Rieh 
entgegen  wirkt,  in  welcher  der  materielle  Punkt  entweder  wir 
sich  bewegt,  oder  ohne  dieselbe  sich  bewegen  würde;  das« 
zunimmt  mit  dem  Drucke  N  (welchem  sie  annäherungsweise 
portional   angenommen   werden   darf)    und   dass   sie   unter   i 
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gleichen  Umständen  um  so  kleiner  ist,  je  glatter  die  Oberflächen 
der  Körper  sind.  Man  nennt  diese  Kraft  W  den  Reibungswider- 
gtani  Die  Theorie  der  Reibungswiderstände  soll  weiter  unten 
in  einem  besonderen  Kapitel  ausführlicher  erörtert  werden.  Vor 
der  Hand  soll  angenommen  werden,  dass  die  Wandfläche  voll- 
kommen glatt  ist,  also : 

W  =  0. 
In  diesem  Falle   reducirt   sich   die   Wirkung   der  Wand  auf 
&  eine   Kraft  Ny    durch   welche   die   normale    Seitenkraft   der 
Iiaft  K  aufgehoben   wird.     Der   materielle  Punkt   bewregt   sich 
daher  wie  ein   freier  Punkt,   auf  den   die   Kraft    K sin a   allein 
wirkt.    Wenn   man   sich   den    materiellen    Punkt   zwischen   zwei 
wichen    glatten    parallelen    Wandflächen    eingeschlossen     denkt, 
wiche  sowohl  nach   der  einen   als   nach   der  anderen  Seite   hin 
jede  normal  zu  ihnen  gerichtete  Bewegung  verhindern,  so  gelaugt 
man  auf  diese  Weise  zu  der  Vorstellung  von  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes,  dem  statt  des  unendlichen  Raumes  nur  eine 
Ebene  als  Bewegungsgebiet  offen   steht.     Diese   Ebene   hat   man 
sich  ausgestattet  zn  denken  mit  Normalkräften,   welche   allemal 
dann  zur  Wirkung  kommen,   wenn   ohne   dieselben   ein  Heraus- 
treten aus  der  Ebene   erfolgen  würde ,   und  immer  gerade   gross 
genug  —   auch    nicht   grösser   —   sind,    als   nöthig,    um   dieses 
Heraustreten  zu  verhindern. 

Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  von  festen  Körpern 
in  der  Art  umgeben,  dass  statt  des  unendlichen  Raumes  nur  eine 
einzige  gerade  Linie  demselben  als  Bewegungsgebiet  offen  steht 
-  wie  etwa  eine  Kugel  in  einer  geradlinigen  Röhre  —  so  ge- 
langt man  auf  ähnliche  Weise  zu  der  Vorstellung  von  einer 
festen  geraden  mathematischen  Linie ,  ausgestattet  mit  normalen 
Widerstandskräften,  welche  jede  rechtwinkelig  zu  derselben 
wirkende  Kraft  aufheben,  jede  längs  derselben  wirkende  Kraft 
dagegen  ungehindert  zur  Wirkung,  kommen  lassen  (Fig.  77). 

r».     jY  Endlich    kann    man    sich    auch    einen 

AjV         "       "  materiellen  Punkt  auf  die  Art  von  festen 

Körpern  eingeschlossen  denken,  dass  n^ch 

jeder   Richtung    des    unendlichen    Raumes 

^^^^SSmmm     hin  seine  Bewegung  verhindert  wird,   und 

\i  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Vorstellung 

^v^  von  einem  festen  mathematischen  Punkte, 

ausgestattet  mit  Widerstandskräften,  welche 
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allemal  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  ohne  dieselben  ein« 
Bewegung  des  materiellen  Punktes  eintreten  würde  und  gerad« 
gross  genug  —  auch  nicht  grösser  —  sind,  als  nöthig  ist,  un 
jede  Bewegung  überhaupt  zu  verhindern. 

8-  28. 

Bewegung  auf  geradliniger  Bahn. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  unter  Einwirkung  der  constantei 
Kraft  K  auf  geradlinig  vorgeschriebener   Bahn  von  A  nach   E 

sich  bewegt,  so  besteht  die  Wirkung  dei 
Fig.  78.  festen    Bahnlinie    darin,    dass    zu    dei 

K  Kraft  Ä'  bestandig  so  viel  (rechtwinkelig 

\  zur  Bahnlinie  gerichteter)  Gegendruck  Ä 

hinzutritt,  als  nöthig  ist,  um  die  Mittel- 
kraft in  die  Richtung  A  B  hineinzubringen 
(Fig.  78).    Die  Kraft  N  verrichtet  während 
der  Bewegung  keine  mechanische  Arbeit, 
weil    sie    zur   Bewegungsrichtung    recht- 
winkelig gerichtet  ist,  knnn  also  bei  An- 
wendung des  Princips  der  lebendigen  Kraft 
stets   unberücksichtigt   bleiben.      Die   Arbeit   der   Mittelkraft  is 
daher  in  diesem  Falle  gleich  der  Arbeit,  welche  die  Kraft  K  fii 
sich  allein  verrichtet.     Nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kra 
ist  diese  Arbeit  gleich   zu   setzen   der  von   ihr  hervorgebracht! 
Zunahme  an  lebendiger  Kraft.    Man  erhält  also  nach  Fig.  78  i 
Gleichung : 


mv1  vic2 


2  2 


—  Ks. 


Setzt  man  für  K  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  mg,  and  f 
die  in  verticaler  Richtung  durchlaufene  Höhe  A,   so  erhält  man  wieder 
schon  früher  (in  Bezug  auf  die  in  Fig.  48  dargestellte  Bewegung)  gefiw 
Gleichung : 

77)     — 2-      =  mgh,     oder    r  =  V C*  +  2^ 

ans  welcher  hervorgeht,  dass  die  Endgeschwindigkeit  v  unabhängig  j 
der  Richtung  der  Bahnlinie,  vielmehr  nur  abhängt  von  der  Anfangsge 
digkeit  c  und  der  Höhendifferenz  h  der  beiden  Punkte  A   und  B  (I 
Die  Vergleichung  der  Fig.  70  mit  Fig  48  (im  §.  21)  zeigt,  dass  für 
rechnung  der  Endgeschwindigkeit  in  beiden  Fällen  dieselben  Regelt? 
Wenn  also  wie  bei  dem  im  §.  21  berechneten  Zahlenbeispiele  die 
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Fig.  79.  geschwindigkeit  c  =  15m  und  die  Höhe 

h  =  lö™  angenommen  wird ,  so  ergiebt 
sich  auch  für  die  Endgeschwindigkeit 
wiederum  der  früher  gefundene  Werth : 

v  =  Kl52  +  2  '.  9,81  7l0 "=  20,m5. 
Die  Mittelkraft  der  beiden 
Kräfte  K  und  N  ist  K  sin  a 
(s.  Fig.  80).  Denn  von  den  beiden 
Seitenkriiften  der  Kraft  K,  näm- 
lich K  sin  i  und  Ä'  cos  ot,  wird  die 
letztere  durch  den  Gegendruck  N  aufgehoben,  und  die  erstere 
teiregt  deo  materiellen  Punkt  längs  der  Bahnlinie  gerade  so,  als 

ob  derselbe  vollkommen  frei 
wäre,  ertheilt  demselben  also 
eine  Beschleunigung : 

K  sin  ol 

r  m 

Die  Bewegung  ist  eine  gleich- 
förmig beschleunigte,  und  kön- 
nen daher  nach  Substitution  des 
so  eben  für  p  gefundenen  Wer- 
thes  die  Gleichungen  2)  ...  6) 
des  §.  7  unmittelbar  angewendet 

werden,  um  jede  hinsichtlich  des  weitern  Verlaufes  der  Bewegung 

ro  stellende  Frage  zu  beantworten. 

Setzt  man  wiederum  K  =  mg,  so  erhält  man  als   Beschleunigung   der 
Schwere  auf  einer  um  den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigten  Bahn : 


Fig.  80. 


W 


78)    P=~ 


mg  sin  a 


m 


g  sin  ct. 


Hiernach  würde  sich  z.  B.  für  die  Beschleunigung  eines  Eisenbahnwagens 
wf  einer  im  Verhältnis  1  :  100  geneigten  Bahnstrecke  die  Grösse  ergeben : 

p  =  9,81  .  ^  =  0,m0981, 

d-  k  seine  Geschwindigkeit  würde  —  wenn  Luft-  und  Reibungs  -  Widerstände 
■wt  entgegenwirkten  —  um  etwa  98  Millimeter  in  jeder  Secunde  zunehmen, 
j  Bieter  Bahn  müsste  der  Wagen  eine  Strecke  von  1000  Metern  zurtick- 
*&**  um  an  eine  Stelle  zu  gelangen,  welche  um  10  Meter  tiefer  liegt.  Wenn 
11,0  "ie  Anfangsgeschwindigkeit  —  wie  beim  vorigen  Zahlenbeispiel  mit  Bezug 

*""  ''8-  79  angenommen  wurde  —  15m  betrug,  so   würde  der   Wagen  nach 

Zaröcklegong  einer  Strecke  von   lOOO"1  eine  Geschwindigkeit  von  20,,n5  pro 
*****  erreichen. 

***>  Mechanik.  8 
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Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  =  0  gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich  — 
nach  §.  7  Gleichung  6),  wenn  darin  p  =  g  sin  a  substituirt  wird  —  für  die  in  t 
Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  /  die  Gleichung: 

/  =  g  s\n  a  -  , 

welche  für  t  aufgelöst,  die  Form  annimmt: 

79)    l  =  l/X  p  T 
f     g    \sina/ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Bewegungsdauer  nur  von  der  Grösse  des 
Quotienten    — —  abhängt,  dass  also   Bahnstrecken   von  verschiedenen  Nei. 

8MOL 

gungswinkeln  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen  werden,  wenn  die  Quotienten: 

l      Bahnlange 

sin  a         Sinus  des  Neigungswinkels 

bei   diesen   Bahnen   übereinstimmende  Werthe  haben.    Die  vier  Seiten  ein« 


beliebigen  mit  AC  als  verticaler  Diagonale  co:s 
struirten  Rechtecks  ABCB  (Fig.  81)  genügen  dk- 
»er  Bedingung,  denn  es  ist: 


l 


=  -iL  =  AC. 


sin  ol         sin  a] 

Hieraus  folgt,  dass  alle  durch  einen  Endpmm 
des  verticalen  Durchmessers  gelegten  Sehnen  eüm 
verticalen   Kreises   in  gleichen  Zeiten  durchlauft 
werden   von   einem  durch  die  Schwere  getriebea  * 
materiellen  Punkte. 


Die  Bewegung  eines  materiellen  Punkte 
auf  geradliniger  vorgeschriebener  Bahn  2.; 
gleichförmig,  wenn  die  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  der  treibende 
Kräfte  in  die  Bahnrichtung  hineinfallenden  Seitenkräfte  einand« 
im  Gleichgewicht  halten.  Die  Mittelkraft  der  treibenden  Kräfl 
ist  alsdann  rechtwinkelig  zur  Bahn  gerichtet  und  wird  durch  d«2 
Gegendruck  derselben  aufgehoben. 


Flg.  82. 


iQcosa 


Um  z.  B.  eine  Last  vom  Gewichte 
gleichförmig  bergan  zu  ziehen  auf  ein* 
unter  dem  Winkel  a  ansteigenden  Bat 
(Fig.  82),  dazu  bedarf  es  —  abgeseb« 
von  Reibungswiderstanden  —  einer  berg* 
ziehenden  Kraft: 

80)    K=Q  sin  o 

und  der  Gegendruck  jder  Bahn  hat 
die  Grösse: 

N  =  Q  cos  a. 
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\Qoo*a 


Q 


Wenn  dagegen  —  wie  iu  Fig.  83  —  die 
Zugkraft  K  in  horizontaler  Richtung  wirkt, 
so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

81)  K  cos  a  =  Q  sin  a  oder  K  =  Qtg  a. 

Für  den  Gegendruck  der  Bahn  ergiebt 
sich  in  letzterem  Falle  die  Gleichung: 

N  =  Q  cos  a  +  K  sin  a 

•  

oder  nach  Substitution  des   für  K  gefun- 
denen Werthes: 

H  —  Q  (cos  a  +  *ßa  sin  a)  =  -     ■    . 

COS  a 


Es  macht  hierbei  durchaus  keinen  Un- 
ter-schied,  ob  die  gleichförmige  Bewegung  der  Last  aufwärts  oder  abwärts  ge- 
richtet ist.  Dieselben  Gleichungen  gelten  daher  auch  für  den  Fall ,  wenn  die 
lAst  in  abwärts  gerichteter  Bewegung  begriffen  ist ,  und  die  Kraft  K  gerade 
«>  gross  (auch  nicht  grösser)  sein  soll,  als  nöthig  ist,  um  eine  Beschleunigung 
ier  Bewegung  zu  verhindern. 


§.  29. 
Gleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 

Der  normale  Widerstand  einer  geradlinigen  Bahn  tritt  immer 
ftUr  dann  in  Wirksamkeit,  wenn  eine  von  der  Bahnrichtung  ab- 
deichende Kraft  denselben  als  Gegendruck  hervorruft.  Wenn 
keine  solche  Kraft  wirkt,  so  ist  auch  kein  Druck  vorhanden. 

Bei  der  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn  dagegen  ist  ein 
solcher  Druck  auch  dann  thätig,  wenn  gar  keine  sonstige  Kraft 
*uf  den  materiellen  Punkt  wirkt.  Denn  um  die  Bewegungsrich- 
t-utig  eines  Körpers  beständig  abzuändern ,  dazu  ist  fortwährend 
Kraft  erforderlich;  ohne  eine  solche  Kraft  würde  der  Körper  dem 
Gesetze  der  Trägheit  folgend  immer  geradeaus  sicli  bewegen.  Wenn 
—  wie  vorausgesetzt  werden  soll  —  keine  Reibung  stattfindet,  so  wirkt 
anch  hier  der  Druck  beständig  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrich- 
^g,  hat  also  gerade  diejenigen  Eigenschaften,  welche  in  §.  21 
Stunden  wurden  für  eine  Kraft,  welche  nicht  die  Grösse,  sondern 
Dur  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  verändern  soll. 

Der  materielle  Punkt  wird  daher,  wenn  keine  sonstigen  Kräfte 
^  treiben,  die  vorgeschriebene  krummlinige  Bahn  in  gleichför- 
^^Ufer  Bewegung  durchlaufen. 

Man  bestimmt  für  diesen  Fall  die  Grösse  und  Richtung  des 
°**tnaldrucks ,  indem  man  untersucht,   welche    Kraft  auf  einen 

8* 
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freien  materiellen  Punkt  wirken  müsste,  um  die  gleiche  Bewegung 
hervorzubringen,  d.  h.  um  auf  eben  dieselbe  Weise  seine  Bewegung 
beständig  von  der  geradlinigen  abzulenken,  wie  die  vorgeschriebene 
Bahnlinie  es  erfordert.  Eine  solche  ablenkende  Kraft  müsste 
immer  nach  derjenigen  Seite  hin  wirken,  nach  welcher  die  Ab- 
lenkung erfolgen  soll,  also  an  jeder  Stelle  in  der  Richtung  nach 
dem   Krümmungsmittelpunkte   der  Bahnlinie  hin.     Denn  während 

der  materielle  Punkt  den  unendlich 
Fig.  84.  kleinen  Bogen  mn  durchläuft  (Fig.  84), 

befindet  er  sich  genau  in  derselben 
Situation,  wie  wenn  er  auf  einem 
Kreisbogen  von  gleicher  Krümmung 
sich  bewegte.  Für  diesen  Fall  aber 
wäre  es  die  nach  dem  Mittelpunkte 
des  Kreises  wirkende  Centripetal- 
kraft,  welche  die  verlangte  Eigen- 
schaft besässe.  Nach  §.  24  Glei- 
chung 58)  hat  also  an  derjenigen 
Stelle  der  Bahnlinie,  wo  p  der  Krüm — 
mungshalbmesser  derselben  ist,  der  von  aussen  nach  innen  gerich — 
tete  Gegendruck  der  Bahn  die  Grösse: 

82)     N=™-v--. 

P 

Da  die   Masse   m  und  die  Geschwindigkeit  v  des  materielle 
Punktes  während  der  Bewegung  immer  dieselbe  Grösse  behalten 
so  ändert  sich  der  Druck   mit  dem  Krümmungshalbmesser,   wir 
grösser    an    Stellen    von    stärkerer    Krümmung    und    kleiner    ii 
schwächer  gekrümmten  Theilen  der  Bahnlinie. 

Wenn  der  materielle  Punkt  z.  B.  eine  Spirale  von  aussen  nach  innei 
durchläuft,  so  ist  der  Druck  in  beständigem  Wachsen  begriffen;  wenn  dagegei 
die  Bahnlinie  an  allen  Stellen  gleiche  Krümmung  hat,  wie  z.  B.  eine  Schrai 
benlinie  oder  eine  Kreislinie,  so  behält  der  Druck  beständig  dieselbe  Gröss^^ 
Wenn  die  Bahnlinie  eine  Stelle  hätte,  für  welche  p  =  0  ist,  so  würde  an  diesem  - 
Stelle  N  =  oo ;  d.  b.  so  wenig  es  in  der  Natur  unendlich  grosse  Kräfte  gieb*^* 
eben  so  wenig  ist  es  möglich,  den  materiellen  Punkt  zu  zwingen,  eine  Bahi 
linie  mit  Ecken  in  gleichförmiger  Bewegung  zu  durchlaufen. 

Auch  dann  nocli  ist  die  Bewegung  eine  gleichförmige,   wea_ 
ausser  dem  Gegendruck  der  Bahn  auf  den  materiellen  Punkt  n< 
eine  Kraft  K  wirkt,  welche  beständig  rechtwinkelig  zur  Bahn  g< 
richtet  ist.     Der    Gegendruck   der   Bahn   aber   wird   alsdann  ei  * 
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inderer:  denn  die  Kraft   K  ruft  für  sich  allein  schon  einen  ihr 
gleichen  Gegendruck  hervor,  und  dazu  kommt  dann  der  zur  Rieh- 

tongsänderung  der  Bewegung  erforderliche  Druck  .       Der 

P 
totale  Gegendruck   wird  also  die  Mittelkraft   von  diesen  beiden 

Drücken  bilden. 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  vorgeschriebene  Bahnlinie 

eise  ebene  Curve   ist   und  die  Kraft  K  in  der  Ebene  derselben 

wirkt,  ist: 

83)     N+K=  mv* 


P 
i  h.  je  nachdem  die  Kraft  K  nach  innen  oder  nach  aussen  wirkt, 
schwächt  oder  verstärkt  sie  den  Gregendruck  N.  Wenn  die  Kraft  K 
nach  aussen  wirkt,  so  ist  es  der  Ueberschuss  des  Drucks  N  über 
die  Kraft  K;  wenn  sie  nach  innen  wirkt,  so  ist  es  die  Summe  der 
beiden  Kräfte,  welche  die  Centripetalkraft  bildet. 

Immer  ist  bei  gleichförmiger  Bewegung  auf  krummliniger 
vorgeschriebener  Bahn  die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  den  ma- 
teriellen Punkt  einwirkender  Kräfte  die  Centripetalkraft. 

Hieraus  folgt ,  dass  N  =  0  wird ,  wenn  zufällig  die  Kraft  K 
ffir  sich  allein  schon  die  Grösse  und  Richtung  der  Centripetal- 
kraft hat.  In  diesem  Falle  könnten  die  Wände  der  Bahn  hinweg- 
genommen  werden,  der  (alsdann  völlig  freie)  materielle  Punkt 
*ürde  trotzdem  die  Bewegung  läugs  der  vorgeschriebenen  Bahn- 
linie ausfuhren. 

* 

§.  30. 
Ungleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 

Wenn  die  treibende  Kraft  nicht  rechtwinkelig  zur  Bahn  ge- 
ltet ist,   so   ändert  sie   die    Geschwindigkeit   des   materiellen 
Paktes.     Man  kann   die  Grösse  der  hervorgebrachten  Geschwin- 
^gkeitsänderung  auch   hier  mittelst  des  Princips  der  lebendigen 
^raft  bestimmen,  indem  man  die  von  der  treibenden  Kraft  allein 
^richtete  mechanische  Arbeit  der  Zunahme  an  lebendiger  Kraft 
Skich  setzt.     Denn    welche    Richtung    auch    immer    diese   Kraft 
•^hen  möge,  der  normale  Gegendruck  der  Bahn  ist  immer  recht- 
****kelig  zur  Bewegung  gerichtet  und  verrichtet  niemals  mecha- 
üsche  Arbeit. 
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Wenn  also  die  treibende  Kraft  constanti 
so  gilt  für  die  Bewegung  des  materiellen  Punkt 
dieselbe  Gleichung  (s.  Fig.  85): 

mv2  mc%  -- 

"2 ~2~  =  K* 

*  » 

welche  in  §.  28  für  die  Bewegung  auf  gen 
liniger  Bahn  gefunden  wurde.  Es  zeigt  si 
also,  dass  die  Zunahme  der  Geschwindigk 
nur  von  der  Grösse  des  Produktes  Ks  abhäi 
iK  und  im  Uebrigen  vollkommen  unabhängig 
von  der  Form  der  vorgeschriebenen  Bahnlin 

Hiernach  erhält  man  z.  B.  für  die  Bewegung  einer  Kugel,  welche  von  < 
Schwere  getrieben  ein  vollkommen  glattes  gekrümmtes  Rohr  durchläuft,  diese 
Gleichung  77): 


mv 


2 


.2 


«> 


—  =  tngh     oder     v  =  ]/c*  +  %9K 


welche  schon   in  §.  28  für  die  Bewegung  auf  geradliniger  Bahn  und«  in  §. 

für  die  freie  Bewegung  eines  von  < 
Schwere  getriebenen  materiel 
Punktes  gefunden  wurde.    Setzt  n 

beispielsweise   (wie   dort)   h  =  I 

und  c  =  löm,  so  erhält  man  ai 
hier  wieder: 

v  =  y  152  +  2."  9,81".  10  =  20" 

Wenn  man  die  Bedeutungen 
beiden  Buchstaben  v  und  c  mit  « 
ander  vertauscht,  also  die  Anfall 
gesch windigkeit  mit  v  und  die  E 
geschwindigkeit  mit  c  bezeichnet, 
gilt  die  obige  Gleichung  77)  für 
umgekehrte  Bewegungsrichtung,  d 
für  die  ansteigende  Bewegung  längs  der  Curve.  Denn  die  unmittelbare  Anw 
dang  des  Princips  der  kündigen  Kraft  führt  in  diesem  Falle  zu  der  Gleicht! 

mc2  mv% 


v=V&+2gh 


mg 


v=Vc*+2gl 


84) 


=  —  mgh, 


2  2 

welche   genau  mit  der  obigen  übereinstimmt, 
oberen  Endpunkte  c  =  0  ist,  so  wird: 


tnv2  , 

— 2— =  mgh, 


o 


der      h  = 


*<7' 


Wenn  die  Geschwindigkeit 


oder    v  =  ]/2gh. 


Eine  mit  10     Anfangsgeschwindigkeit  am  untern  Ende  in  das  Rohr 
tretende  Kugel  steigt  also  in  demselben  hinan  bis  zu  der  Höhe : 

n  —     2  .  9,81    ~~  Ö'   l 
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und  würde  bei  der  Rückkehr  mit  der  Geschwindigkeit  von  10m   unten   wieder 
an  kommen. 

Um  einen  Körper  von  der  Masse  m  gleichförmig  vertical  aufwärts  zu  be- 
w^ja^en,  dazu  bedarf  es  einer  Kraft  =  mg.  und  diese  Kraft  verrichtet,  während 
si^  den  Körper  bis  zu  der  Höhe  h  erhebt,  die  mechanische  Arbeit  mgh. 
W^nu  man  statt  dessen  eine  gleich  grosse  mechanische  Arbeit  darauf  verwen- 
dete, dem    Körper    in   horizontaler   Richtung   eine   gewisse    Geschwindigkeit 

r  =  \'2gh  zu  ertheilen,  und  demselben  alsdann  eine  krummlinig  ansteigende 
RstLu  vorschriebe ,  so  würde  die  gleiche  Wirkung  erzielt  werden ,  insofern  der 
Körper  auf  dieser  Bahn  ebenfalls  bis  zu  der  Höhe  h  sich  erheben  würde. 

Um  für  irgend  einen  Zeitpunkt  die  Beschleunigung  längs  der 
BaLnricIitung  (die  Tangentialbeschleunigung)   zu   bestimmen,   hat 

man   die  treibende  Kraft  K  in  zwei  Sei- 
iy*  tenkräfte  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine 

tangential,  die  andere  rechtwinkelig  zur 
Bahnlinie  gerichtet  ist  (Fig.  87).  Die 
i^n  tangentiale  Seitenkraft  K  cos  a  ertheilt 
dem  materiellen  Punkte  die  Tangential- 
beschleunigung: 

0.v                Arcosa 
80)     p  = . 

Die  normale  Seitenkraft  Ä*sina  hat  weiter  keine  Wirkung, 
ak  dass  sie  ausser  dem  sonst  schon  wirkenden  noch  einen  neuen 
Gegendruck  hervorruft ,  welcher  entgegengesetzte  Richtung  und 
gliche  Grösse  mit  ihr  hat.  Die  Mittelkraft  dieser  beiden  Gegen- 
drücke bildet  dann  diejenige  Kraft,  welche  die  Centripetalbe- 
Mhleunigung  hervorbringt,  nämlich  die  Ceutripetalkraft. 

Wenn  die  vorgeschriebene  Bahnlinie  eine  ebene  Curve  ist  und 
^  Kraft  K  in  der  Ebene  derselben  wirkt,  so  wird  diese  Mittel- 
kraft gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  beiden  einzelnen 
Drücke,  je  nachdem  die  Seitenkraft  Ärsina  in  der  Richtung  von 
aussen  nach  innen  oder  von  innen  nach  aussen  wirkt  (vergl.  §.  29 
Gleichung  83).  Der  totale  Gegendruck  N  ist  also,  wenn  die 
Krstft  Ä'sina  in  der  Richtung  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte 
"Hu    wirkt,  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


mv2 


86)      N4-Ksin*  = 

P 
Wenn  dagegen  die  Seitenkraft  K  sin  a   in  die  Richtung  nach 

aussen  fällt,  so  ist: 


87)      N—K  sina  = 


mv2 


§•    Ol. 


Bewegung  in  verticalem  Kreise. 

(Centrifugalbahn.    Mathematisches  PendeL) 


Die   Geschwindigkeit  v,    mit   welcher   der  materielle   Punkt 
irgend  eine  Stelle  P  der  Kreislinie  erreicht,  kann  wie  früher  nach 

dem  Princip  der  lebendigen  Kraft 
berechnet  werden,  wenn  der  Anfangs- 
punkt 3/  und  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit c  gegeben  sind.  Man  erhält 
nach  Fig.  88  die  Gleichung: 


Fig.  88. 


J. 


mv 


.2 


mc 


2 


2 


=  —  mg  z. 


Die  Anfangsgeschwindigkeit  c  kana 
man  sich  auch  dadurch  entstander 
I  denken ,  dass  der  materielle  Punlc 
m9  auf  irgend  einer  anderen  Bahn  herat 
gleitend  bei  dem  Punkte  M  tangential  in  die  Kreislinie  eingetreten 
ist.  Betrachtet  man  den  Punkt  A  dieser  Bahn  als  AusgangspunMi 
der  dort  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfangenden  Bewegun 
so  ergiebt  sich  für  die  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  P  naoc 
Fig.  88  die  Gleichung: 


mv 


,a 


2 


—  0  =  mg  (h  -\-  x) 


oder  wenn  darin  x  =  r  (1  —  sin  a)  substituirt,  und  die  Gleichu 

für  vl  aufgelöst  wird: 


Fig.  89. 


/WUfCOtU 


88)  v%=2g[h  +  r(l  —  sin« 

Der    nach    innen    wirke 
Gegendruck   N  der    Bahn7 
an  dieser  Stelle  ist  nach  ' 
(hang  86)  zu  bestimmen, 
che   für  diesen  Fall  die 
annimmt  (s.  Fig.  89): 


m 


AT-(-  mg  sin  a  =  — 


Bewegung  in  verticalem  Kreise. 
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oder,  wenn  darin  für  t?a  der  gefundene  Werth  substituirt,  und 
die    Gleichung  für  N  aufgelöst  wird : 

89)     N=2mgf^  +  l—^8inay 

Ob  der  Druck  N  nach  innen  oder  nach  aussen  hin  auf  den  materiellen 
Punkt  wirkt,  d.  h.  ob  es  die  äussere  oder  die  innere  Wand  der  Bahn  ist, 
welcbe  den  Gegendruck  leistet,  das  wird  davon  abhängen,  ob  aus  der  Glei- 
chung 89)  ein  positiver  oder  negativer  Werth  für  N  sich  ergiebt.  Der  nach 
gerichtete  Gegendruck  wird  um  so  kleiner,  je  grösser  sina,  also  am 

isten  in  dem  höchsten  Punkte  der  Kreislinie,  wo  sin  <x  =  1  wird,  nämlich : 


N  vmin)  =  2mg  [— ^-Y 


Soll  auch  an  dieser  Stelle  noch  die  äussere  Wand  diejenige  sein,  welche 
den    Gegendruck  leistet,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 


90)     h  > 


~2 


"Wenn  es  an  allen  Stellen  der  Bahnlinie  nur  die  äussere  Wand  ist,  welche 
den    Gegendruck  leistet,  so  ist  die  innere  Wand  ganz  überflüssig  und  kann 

daher       hinweggenommen 
Fig.  90.  werden,    ohne   dass   hier- 

durch  Etwas   in   der   Be- 
wegung   geändert    würde. 
Auf   diesem   Principe   be- 
ruht die   Einrichtung  der 
sogenannten     Centrifugal- 
bahn  (Fig.  90),  bei  welcher 
ein  Wagen  von  der  Schwere 
getrieben  längs   eines  ge- 
bogenen      Schienenweges 
A  USB,  und  zwar  an  der 
concaven    Seite   desselben 
*l^"°*    fortbewegt,  ohne  durch   die  Schwere  von  demselben  entfernt  zu  werden. 
lef£t  der  Anfangspunkt  A  hoch  genug,  so  wird  der  Wagen  auch  an  der  hoch- 
e**  Stelle  S  des  Kreises  noch  einen  Druck  gegen  die  Schiene  ausüben ,   also 
^di  oben  hin,  obwohl  hier  die  Schwere  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkt. 

Wenn  die  Bedingung  90)  nicht  erfüllt  ist,  wenn  statt  dessen  h  <  —  ist, 

®^  ^wird  es  in  dem  oberen  Theile  der  Kreislinie  die  innere,  in  dem  unteren 
***«  äussere  Wand  sein,  welche  den  Gegendruck  leistet.  Die  Stelle,  wo  weder 
^^  innere  noch  die  äussere  Wand  einen  Gegendruck  leistet,  findet  man,  indem 
in  Gleichung  89)  2V=0  setzt,  und  die  Gleichung  für  sina  auflöst: 


91)  *  sin 


— fo+f> 


•eist 


unterhalb   dieser  Stelle   P  müsste   die   äussere   Wand  den  Gegendruck 
eö,  um  den  (von  oben  herab  kommenden)   materiellen  Punkt  zu  zwingen, 
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Fig.  91. 


in  der  Kreislinie  zu  bleiben  (Fig.  91). 
Wenn  also  die  äussere  Wand  ganz 
fehlte,  so  wurde  der  materielle  Punkt 
an  dieser  Stelle  die  Kreislinie  ver- 
lassen und  von  hieran  wie  ein  freier 
materieller  Punkt  sich  weiter  be- 
wegen. Seine  Bewegung  würde  als- 
dann in  eine  Wurfbewegung  über- 
gehen, und  die  an  der  Stelle  P  er- 
langte Geschwindigkeit  v  die  An- 
fangsgeschwindigkeit dieser  Wurfbe- 
wegung bilden. 


Mathematisches  Pendel. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  an  der  tiefsten  Stelle  des  Kreises 
sehr  klein  ist,  so  wird  schon  nach  geringem  Ansteigen  eine  Um- 
kehr erfolgen.  Der  materielle  Punkt  wird  zu  der  tiefsten  Stelle 
zurückkehren,  an  der  anderen  Seite  hinansteigen,  dann  wieder 
umkehren  und  in  dieser  Weise  fortfahren,  um  den  tiefsten  Punkt 
des  Kreises  herum  Schwingungen  auszuführen.  Eine  solche 
schwingende  Bewegung  wird  z.  B.  eine  Kugel  ausführen,  wenn 
dieselbe,  durch  einen  Faden  oder  eine  Stange  mit  einem  festen 
Punkte  verbunden,  ein  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt 
und  dann  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird.  Je  mehr 
der  Faden  oder  die  Stange  wie  eine  gewichtlose  Linie,  und  die 
Kugel  ihrer  Kleinheit  wegen  als  ein  materieller  Punkt  betrachtet 
werden  darf,  um  so  mehr  wird  eine  solche  Vorrichtung  dem  Be- 
griffe des  „einfachen"  oder  „mathematischen  Pendels*  entsprechen. 

In   dem    Augenblicke,    wo   der 
Elougationswinkel   —   d.    h.    der 
Winkel,  den  das  Pendel  mit  der 
verticalen  Gleichgewichtslage  ein- 
schliesst  —  gleich  <p  ist,  beträgt  «. 
die  Tangentialbeschleunigung  des^ 
materiellen    Punktes    (nach  Fig-   ^ 
92): 

m  q  sin  <p  q 

*  -      T  =  q  sin  ©  =    ,-  x. 
m  *     .  r  l 


Fij.  92. 

o. 


ymg 


Diese     Beschleunigung    änd 
sich  also  proportional  der  Ha 
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zontal- Entfernung  x  von  der  Gleichgewichtslage  und   nimmt  für 
i  =  l  den  Werth  an : 

92)    9  =  -f- 

Denkt  man   sich   einen   anderen   materiellen   Punkt  statt  des 

Bogens    A  B    die    Horizontalpro- 

Fig.  93.  portion  desselben  AiBi  (s.  Fig.  93) 

lr  durchlaufend    und    zwar    in    der 

«A-Ä^t -,Ä      Weise,  dass  seine  Beschleunigung 

stets   der   Entfernung   x   propor- 

\b      tional    sich    ändert    und    in    der 

lg  Entfernung    Eins    den    Werth    q 

annimmt,  so  würde  derselbe  zum 
Durchlaufen  des  Weges  A ,ß,  nach  Gleichung  70)  die  Zeit  ge- 
brauchen: 

Vq  f  g 

Der  den  Bogen  durchlaufende  Punkt  hat  zwar  einen  etwas  längeren 
Weg  zurückzulegen  und  wird  deshalb  etwas  mehr  Zeit  gebrauchen, 
doch  wird  der  Unterschied  um  so  kleiner  sein,  je  geringer  die 
Abweichung  der  Bogenbahn  von  der  Horizontal  bahn,  d.  h.  je  kleiner 
der  ganze  Schwingungswinkel  ist.  Bei  sehr  kleinem  Schwingungs- 
winkel kann  daher  die  Gleichung: 


= « V-1 


93)     t 

'    9 

als  annähernd  auch  für  die  Schwingungsdauer  des  mathematischen 

Pendels  gültig  angesehen  werden,  und  zeigt,  dass  annähernd  auch 

fitf  Pendelschwingungen  der  Satz  gilt:   die   Schwingungsdauer  ist 

unabhängig  von  der  Schwingungsweite. 

Die  Gleichung  93)  kann  benutzt  werden ,  um  irgend  eine  von  den  drei 
10  ihr  Torkommenden  Grössen  zu  bestimmen,  sobald  die  beiden  anderen  schon 
"Mterweitig  bekannt  sind.    Sie  kann  z.  B.  für  g  aufgelöst: 

znr  Berechnung  der  Fallbeschleunigung  dienen,  wenn  die  beiden  Grössen  t  und  / 
durch  Beobachtungen  direct  gefunden  wurden.  So  giebt  dieselbe  ferner,  für  / 
««gelöst: 

TT* 

<ne  Llnge  an,  welche  das  Pendel  haben  muss ,  wenn  die  Schwingungsdauer  t 


124  Zweiter  Abschnitt.    Cap.  VII. 

Secunden  betragen  soll    Setzt  man  z.  B.  in  der  letzteren  Gleichung  t  =  1,  so 
erhält  man  die  Länge  des  Secunden-Pendels : 

==  q  142  =:       »^95. 


§.  32. 

Anwendung  auf  die  Bestimmung  von  Krümmungs- 
halbmessern. 

Zerlegt  man  die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  einen  materiellen 
Punkt  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Seitenkräfte,  von  denen  die  eine 
in  der  Richtung  der  Bahnlinie,  die  andere  rechtwinkelig  zu  der- 
selben nach  dem  Krümniungsmittelpunkte  hin  wirkt,  so  bildet  die 
letztere  die  Centripetalkraft ,  und  kann  für  dieselbe  stets  der  in 
den  Gleichungen  86)  und  87)  des  §.  30  gefundene  Werth: 

mv2 


gesetzt    werden.     Die    Centripetalbeschleuniguug    ist    gleich    der 
Centripetalkraft  dividirt  durch  die  Masse,  also: 

94)     p  =  — . 

P 

Wie  man  aus  dieser  Gleichung  die  Centripetalbeschleunigung  p 
bestimmen  kann,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  und  der  Krüm- 
mungshalbmesser p  gegeben  sind,  so  kann  dieselbe  auch  umge- 
kehrt zur  Berechnung  der  Grösse  p  dienen,  sobald  die  Grösse  p 
aus  anderweitig  bekannten  Eigenschaften  der  Bewegung  sich  be- 
stimmen lässt. 

In  vielen  Fällen  kann  man  für  die  Untersuchung  einer 
krummlinigen  Bewegung  durch  Zerlegung  derselben  in  ihre  Seiten- 
bewegungen vereinfachende  Gesichtspunkte  gewinnen,  wie  schon 
die  Theorie  der  parabolischen  Bewegung  als  Beispiel  zeigte. 
Wenn  man  die  Beschleunigung  p  dann  das  eine  Mal  aus  den  Sei- 
tenbewegungen,  das  andere  Mal  mittelst  der  Gleichung  94)  aus 
der  resultirenden  Bewegung  bestimmt,  so  erhält  man  durch 
Gleichsetzung  beider  Werthe  eine  Gleichung  für  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Bahnlinie. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  Kreislinie  vom  Halbmesser  r 
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in   gleichförmiger  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  u  durchläuft, 
so   ist  die  Centripetalbeschleunigung : 


u 


95)    p  = 

Wenn  gleichzeitig  die  Ebene  des  Kreises  eine  geradlinig  fort- 
schreitende gleichförmige  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  c 
ausfuhrt,  so  kommt  durch  diese  zweite  Bewegung  keine  neue 
Beschleunigung  zu  der  vorigen  hinzu.     Folglich  hat  auch  die  re- 

u1 
saltirende  Bewegung  noch  die  Beschleunigung — . 

r 

Schraubenlinie. 

Die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung  wird  eine  Schrau- 
benlinie, wenn  die  Geschwindigkeit  c 
rechtwinkelig  zur  Ebene  des  Kreises 
gerichtet  ist.  Für  die  resultirende  Ge- 
schwindigkeit erhält  man  nach  (Fig.  94) 
die  Gleichung: 


Fig.  94. 


_. !~ :;\ 


v% = u1  +ca =(—^—y \ 

V  cos  a  J 


cosa 

Da  u  und  c  constant  sind,  so  ist  auch  v 
constant;  der  Punkt  durchläuft  also  die 
Schraubenlinie  in  gleichförmiger  Bewe- 
gung. Die  Centripetalbeschleunigung  der 
Schraubenlinien  -  Bewegung  muss  gleich 
der  Centripetalbeschleunigung  der.  Kreis- 
bewegung sein.  Weün  also  mit  p  der  Krümmungshalbmesser  der 
^hi'aubenlinie  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


t; 


u 


w^lche  nach  Substitution  des  für  v1  gefundenen   Werthes  für  p 
aufgelÖ8t  die  Form  annimmt: 


96)    p  = 


cosa 


2' 


Cycloide. 

Die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung  wird  eine  Cycloide, 

eHt*  die   Richtungslinie   der   fortschreitenden   Bewegung   in   die 

^bene  der   Kreislinie  hineinfällt;    eine  gemeine  Cycloide,   wenn 
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zugleich   die   beiden   Geschwindigkeiten  n  und  c  gleiche   Grössen 
haben.     Die   Richtung  der  Beschleunigung  geht   stets   durch 

T 

den  Mittelpunkt  M  der  Kreislinie,  fällt  also  in  dem  Augenblicke, 

wo  die  beidenGeschwindigkeiten 
u  und  c  gleiche  Richtung  haben, 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
zusammen  mit  der  Centripetal- 
beschleunigung  der  Cycloiden- 
Bewegung  (s.  Fig.  95).  Die 
Gleichsetzung  der  beiden  Cen- 
tripetalbeschleunigungen : 


\2r 


06 


P 


r 


ergiebt  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Cycloide  im   Scheitel 
punkte  die  Gleichung: 

97)     (TE  =  p  =  r.^tf^, 


welche  für  die  gemeine  Cycloide  die  Form  annimmt: 

P  = 


(2nY 
r  -----     =  4r. 


v 


Um   für  eine  beliebige  andere  Stelle    P  tlen    Krümmungshalbmesser  <L 
gemeinen  Cycloide  zu  bestimmen,  würde  man   die  nach  dem  Punkte  M 


w 


gerichtete  resultirende  Beschleunigung  —  in  zwei  Seitenbeschleunigungen      — 

zerlegen   haben ,   von  denen   die  eine  mit  der  Richtung  der  resultirenden  C-Sr 
schwindigkeit  r,  die  andere  mit  der  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  F  -" 

zusammenfallt,  und  die  ler  -• 


Fig.  .%'. 


tere  dann  der  Centriper 

beschleunigung  der  CycJL 

den  -  Bewegung      gleich. 

setzen  haben.   Aus  Fig. 

findet  man  für  die  Seit« 

beschleunigung  in  der  Ri 

tung  PO  den  Werth: 

u2  a 

sin  --- 

r  2 

und  für  die  CentripetaB» 
Bchleunigung  der  Cyc^ 
denbewegung  den  Werfc- 
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Durch  Gleieh8etzung  dieser  beiden  Werthe  erhält  man  für  den   Krüm- 
mungshalbmesser p  die  Gleichung: 

98)    ÖP  =  p  =  4r  sin  -|-. 


Parabel. 

Die  gegebene  Parabel  kann  augeseben  werden  als  eine  nacb 
dem  Gesetze  der  parabolischen  Bewegung  beschriebene  Bahnlinie 
(vergl.  55.  14  und  §.  23).  Die  Anfangsgeschwindigkeit  c  (im  Schei- 
telpunkte S)  und  die  constante  Beschleunigung  p  dieser  parabo- 
lischen Bewegung  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  die  Gleichung 
ihrer  Bahnlinie  (vergl.  §.  14  Gleichung  29): 

99)  1/1  =  —  --  x. 

Jöit  der  gegebenen  Gleichung  der  Parabel: 

100)  yt  =  Ax 

übereinstimmt;  d.  h.  die  Grössen  c  und  p  müssen  der  Bedingung 
ent  sprechen: 


101) 


2c1 
V 


-  =  A. 


Um    für    irgend    eine    Stelle   P   den   Krümmungshalbmesser 

OP  =  p  zu  bestimmen,  zer- 
legt man  die  Beschleunigung  p 
in  ihre  beiden  Seitenbeschleu- 
nigungen tangential  und  nor- 
mal zur  Bahnlinie  und  setzt 
die  letztere  gleich  der  Cen- 
tripetalbeschleunigung.  Nach 
Fig.  97  führt  dies  zunächst  zu 
der  Gleichung: 


102)     p  sin  ol  = 


v 


welche  nach  Substitution  des  Werthes  v  =  — -.•  -     für  p  aufgelöst 

sina  r 

"*e  Form  annimmt: 


103)     p  = 


p  sina 


3  ' 
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Um  den  Winkel  a  durch  eine  der  Coordinaten  auszudrücken, 
kann  man  die  Gleichung: 

.  c 

tga  = 

u 

benutzen,   indem  man   darin   für  die   Geschwindigkeit  t*  den  aus 
den  beiden  bekannten  Gleichungen   der  parabolischen  Bewegung: 

u  =  pt     und    y  -=  et 

durch  Elimination  der  Zeit  t  sich  ergebenden  Werth: 

«  =  JUL 

C 

substituirt.    Man  erhält  hiernach  für  a  die  Gleichung: 
104)     tg  a  = 

py 

Wenn  statt  dessen  der  Krümmungshalbmesser  unmittelbar  durch  eine  der 

Coordinaten  ausgedrückt  werden  soll,  so  kann  man  auch  in  Gleichung  102)  för 

t'1  und  sin  a  die  aus  der  Theorie  der  parabolischen  Bewegung  sich  ergebenden 

Werthe: 

c                  c 
v2  =  c2  +  2px    und     sin  a  =  —  =  -r-— =^ 

v  [/c*  +  2px 

substituiren,  worauf  die  Gleichung  für  p  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

m  9  =  v  +  *p*t'l. 

r  pc 
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Capilel  VIII 
Relative  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§•  33. 

Relative  Bewegung  im  gleichförmig  fortschreitenden 

Räume. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine 
geradlinige  gleichförmige  Bewegung  ausfuhrt,  und  der  Raum,  im 
welchem  diese  Bewegung  geschieht,  gleichzeitig  in  irgend  einer 
anderen  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  geradlinig  fortschreitet, 
so  ist  die  wirkliche  oder  absolute  Geschwindigkeit  w  des  materieller* 


Relative  Bewegung  im  gleichförmig  fortschreitenden  Baume.  129 

Punktes  die  Resultirende  jener  beiden  Geschwindigkeiten  und  wird 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch   die  Diagonale  AD  des 

aus  den  beiden  Geschwindigkeiten 
**'  v  und  c  construirten  Parallelogram- 

jk w/        mes  ABDC  dargestellt  (Fig.  98). 

/     \»        /  \  Im  Gegensatze  zu  dieser  absoluten 

yy         \   /        \  Geschwindigkeit  w  wird  jene  Ge- 

"^~~™ ~ * ^  schwindigkeit  v  die  relative  Ge- 
schwindigkeit in  Beziehung  auf  den 
fortschreitenden  Raum  genannt  —  auch  wohl  die  scheinbare 
Geschwindigkeit,  insofern  einem  mit  dem  Räume  sich  fortbewe- 
genden Beobachter,  der  von  seiner  eigenen  Bewegung  Nichts 
merkte,  jene  Geschwindigkeit  als  die  wirkliche  Geschwindigkeit 
des  materiellen  Punktes  erscheinen  würde. 

Um  aus  den  beiden  gegebenen  Geschwindigkeiten  w  und  c  die 
relative  Geschwindigkeit  v  zu  bestimmen,   müsste  man  also   die 
wahre  Geschwindigkeit  w  in  zwei  Seitengeschwindigkeiten  zerlegen 
und  zwar  auf  solche  Weise,   dass  eine  von  beiden  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  c  überein- 
stimmte; die  andere  Seitengeschwindigkeit  würde  dann  die  ge- 
suchte relative  Geschwindigkeit  sein.    Eine  solche  Zerlegung  lässt 
sich  indessen  auch  zurückfuhren  auf  eine  Zusammensetzung  zweier 
Geschwindigkeiten.    Wie    nämlich    die    Seite   AB   des   Parallelo- 
gramms ABDC  auch  betrachtet  werden  kann  als  Diagonale  eines 
anderen  Parallelogramms  AEBD,  dessen  eine  Seite  AE  entgegen- 
setzte Richtung  und  gleiche  Grösse  mit  der  Seite  AC  hat,  so 
^u  die  relative  Geschwindigkeit  v  auch  angesehen  werden  als 
Resultirende  von  folgenden  zwei  Geschwindigkeiten:   die  eine  ist 
7e  wahre   Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  die  andere 
^   die    entgegengesetzt    genommene    Geschwindigkeit    des    fort- 
reitenden Raumes.    Es  ergiebt  sich  hieraus  folgende  Regel  für 
le  Bestimmung  der  relativen  Geschwindigkeit: 

Man  füge  zu  der  wahren  Geschwindigkeit  noeji  die  entgegen- 
setzt genommene  Geschwindigkeit  des  fortschreitenden  Raumes 
^**2U  und  bestimme  dann  die  Resultirende  von  diesen  beiden 
^chwindigkeiten. 

BoU  z.  B.  in  einem  mit  der  Geschwindigkeit  c  fliessenden  Wasser  die 

*we  Bewegung  eines   Kahnes   oder  eines    Schwimmers    rechtwinkelig   zur 

feomrichtang  mit  der  Geschwindigkeit  w  geschehen,  so  muss  die  relative  Be- 

**gung  in  Bezug  auf  die  bewegte  Wasseroberflache  in  der  Richtung  der  Dia- 

fcit*r,  Mechanik.  9 
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Fig.  99. 
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> 


B 
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Fig.  100. 
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gonale  ^5  des  aus  den  Geschwindigkeiten  w  und  —  c  construirten  ParaU 

grammes  ABBE  geschehen  ( 
99),  und  zwar  mit  der  Geschi 
digkeit: 

v  =  J/w2  +  c2 
Die  Arbeit  des  Hinüber- Rudi 
oder  -Schwimmens  würde  gerad 
gross  sein,  wie  wenn  eine  Stri 
AF  in  stillstehendem  Wasser 
gleicher  Geschwindigkeit  zun 
gelegt  würde;  die  aufzuwendc 
Anstrengung  also  um  so  grö 
ausfallen,  je  grösser  die  Sti 
geschwindigkeit  ist. 

Wenn  statt  dessen  die  relative  Bewegung  rechtwinkelig  zur  Stromricht 

geschieht  (Fig.  100),  so  wird  z 
die  wirklich  zurückgelegte  Strc 
AG  um  so  länger  ausfallen,  je  g 
ser  die  Stromgeschwindigkeit  ist. 
aber  die  Arbeit  des  Ruderns  c 
des  Schwimmens  nur  von  der 
Bezug  auf  die  bewegte  Wasserfll 
ausgeführten  relativen  Beweg 
abhängt,  so  hat  in  diesem  Falle 
Stromgeschwindigkeit  gar  kei 
Einfluss  auf  die  Gesammt  -  Ansti 
gung.  Handelt  es  sich  also 
darum,  überhaupt  das  jenseitige  1 
zu  erreichen  —  wenn  auch  nicht  an  der  gerade  gegenüberliegenden  Stelle 

so  macht  es  hinsichtlich  der  erforderlichen 
strengung  durchaus  keinen  Unterschied,  ob 
stillstehendes  Wasser  oder  ein  reissender  St 
die  beiden  Ufer  trennt. 

Die  Richtung,  welche  einem  mit  der  ' 
schwindigkeit  c  fortschreitenden  Rohre  gc 
ben  werden  muss,  wenn  eine  in  der  Bi 
tung  AB  mit  der  Geschwindigkeit  w  sich 
wegende  Kugel  die  Achsenrichtung  des  Roh 
durchlaufen  soll,  ohne  die  innere  Wandfli« 
desselben  zu  berühren,  findet  man,  indem  n 
J)  die  Diagonale  AB  des  aus  den  Geschwindigkei 
w  und  —  c  gebildeten  Parallelogramms  ADl 
\  construirt  (Fig.  101).  Genau  auf  dieselbe  Wc 
kann  man  die  Richtung  bestimmen,  welche  d 
Fernrohre  eines  an  der  fortschreitenden  Bei 
gung  der  Erde  theilnehmenden  Beobachten 
geben   werden    muss,    damit   dasselbe   den  i 
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Fiq.  102.  einem  Fixsterne  S  ausgesendeten  Lichtstrahl  auffange 
(Fig.  102).  Das  Fernrohr  muss  mit  der  Verbindungslinie 
AS  zwischen  Erde  und  Fixstern  einen  Winkel  et  ein- 
schliessen,  welcher  für  den  Augenblick,  in  welchem  die 
Bewegungsrichtung  der  Erde  rechtwinkelig  zu  jener  Ver- 
bindungslinie steht,  zu  bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

tga  = 


w 

Die  Geschwindigkeit  w  des  Lichtstrahls  betragt  nicht 
ganz  42,000  Meilen  pro  Secunde  und  die  mittlere  Geschwin- 
digkeit c,  mit  welcher  die  Erde  auf  ihrer  Bahn  um  die 
Sonne  sich  bewegt,  beträgt  etwas  mehr  als  4  Meilen  pro 
Secunde.    Es  ist  also  ungefähr: 

tg  a  =  0,0001    oder    et  =  20  See 

Da  dem  Beobachter  diejenige  Stelle  des  Himmels,  nach 
welcher  das  Fernrohr  zeigt,  der  Ort  des  Fixsterns  zu  sein  scheint,  so  wird  für 
in  der  Stern  nicht  an  seinem  wirklichen  Orte  &,  sondern  an  der  Stelle  Sx  zu 
stehen  scheinen,  also  nach  derjenigen  Seite  hin  verschoben ,  nach  welcher  die 
Bewegung  der  Erde  gerichtet  ist.    Diese  von  der  fortschreitenden  Bewegung 
der  Erde  herrührende  Abweichung  des  scheinbaren  Ortes  von  dem  wahren 
F       Orte  eines  Fixsternes  wird  die  Aberration  des  Lichtes  genannt.    Da  die  Be- 
vegungsrichtung  der  Erde  während  ihres  Umlaufes  um  die  Sonne  beständig 
fleh  ändert,  so  ist  auch  die  Verschiebung  des  scheinbaren  Ortes  eines  Fixster- 
nes in  bestandiger  Änderung  begriffen.    In  Folge  dessen  beschreibt  der  schein- 
fore  Ort  eines  jeden  Fixsternes  im  Laufe  eines  Jahres  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  der  wahre  Ort  des  Sternes  ist;  für  Sterne,  welche  in  der  Ebene 
der  Erdbahn  liegen,  geht  diese  Ellipse  in  eine  gerade  Linie  über,  und  für 
einen  Stern,   welcher  in  der  Achse  der  Erdbahn  (im  Pole  der  Ekliptik)  sich 
befindet,  wird  die  Ellipse  eine  Kreislinie. 

Der  Satz  von  der  relativen  Geschwindigkeit  gilt  auch  für 
^gleichförmige  und  krummlinige  fortschreitende  Bewegungen ; 
denn  das  Wort  „Geschwindigkeit"  bezieht  sich  (wie  in  Cap.  II. 
**iiu  Cap.  HI.  erklärt  wurde)  allemal  auf  eine  gleichförmige  gerad- 
linige Bewegung,  und  zwar  diejenige,  mit  welcher  die  betreffende 
^gleichförmige  Bewegung  am  meisten  übereinstimmt  in  einem 
Stimmten  Zeitpunkte.  Wenn  also  für  diesen  bestimmten  Zeit- 
Punkt  die  relative  Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf  den  fort- 
zureitenden Raum  gesucht  wird,  so  findet  man  dieselbe,  indem 
****&  von  der  wahren  Geschwindigkeit  und  von  der  entgegengesetzt 
8«nommenen  Geschwindigkeit  des  fortschreitenden  Raumes  für 
diesen  Zeitpunkt  die  Resultirende  bildet. 

Ferner  bleibt  der  bewiesene  Satz  auch  dann  noch  gültig, 
We**n  das  Wort  „Geschwindigkeit"  mit  dem  Worte  „Bewegung" 
Vertauscht  wird.    Man  bestimmt  die  relative  Bewegung  und  den 

9* 
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relativen  Ort,  indem  man  die  Bahnstrecke,  um  welche  der  fort- 
schreitende Raum  inzwischen  vorgerückt  ist,  in  entgegengesetztem 
Sinne  genommen  von  dem  wahren  Orte  aus  abträgt. 

So  findet  man  z.  B.  die  Bahnlinie  der  relativen  Bewegung  eines  gewor- 
fenen Körpers  in  Beziehung  auf  einen  fortschreitenden  Raum,  (etwa  eines 
Steines,  der  in  das  eine  Fenster  eines  im  Fahren  begriffenen  Wagens  hinein 

und   aus    dem    anderen    wieder 


Fig.  103. 


hinausfliegt),  indem  man  die  den 
einzelnen    Zeitpunkten    entspre- 
chenden relativen  Orte  nach  und 
nach   auf  die    eben    angegebene 
Weise  aufsucht  (Fig.  103).    Man 
findet  den  nach  der  Zeit  f,  er- 
reichten relativen  Ort  Pu  indem 
man  von  dem  nach  dieser  Zeit 
erreichten  wirklichen  Orte  Ot  aus 
eine  Strecke  ÖnP,  abtragt,  welche 
entgegengesetzte    Richtung    und 
gleiche  Grösse  hat  mit  derjenigen 
Strecke,  um  welche  in  der  Zeit  tv 
der  Wagen  vorgerückt  ist    AuK 
gleiche  Weise  sind  die  nach  dexa 
Zeiten  t7 ,  1 3 . . .  erreichten  reit  - 
tiven  Orte  Pj,  P3 . . .  zu  bestmw. 
men;   die  Verbindungslinie  alle? 
dieser  Punkte   bildet  die  Bamr 
linie  der  relativen  Bewegung. 


§.  34. 

Relative  Bewegung  im  ungleichförmig  fortschreitende! 

Räume. 


Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Satz  von  der  rel 
ven  Geschwindigkeit  behält  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit,  v 
das   Wort   „Geschwindigkeit"   mit  dem   Worte   „Beschleunig? 
vertauscht  wird,   und  kann  in   dieser  Form  benutzt  werder 
Bestimmung  der  relativen  Bewegung  in  einem  mit  Beschleun 
(geradlinig  oder  krummlinig)  fortschreitenden  Räume. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  Bewegung  mit  der  Bes 
nigung  r  ausführt  in  einem  Räume,  welcher  selbst  wiederu 
der  Beschleunigung  p  fortschreitet,  so  ist  seine  wirkliche  Be 
nigung  *  die  Resultirende  von  r  und  p,   folglich   durch   d 
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gonale  des  aus  den  beideu  Beschleunigungen  r  und  p  construirten 

Parallelogramme8  ACDB  darzu- 

Fig.  104  stel,en  (Fi^-  104)-    Die  Seite  AB 

E       p        A        p        C  dieses  Parallelogrammes  bildet  zu- 

"**     gleich  die  Diagonale  des  Paral- 
\.fr    /  lelogramms  ADBE;  die   relative 

Beschleunigung  r  kann  daher  be- 
trachtet werden   als  die  Resulti- 
rende    von    folgenden    zwei    Be- 
schleunigungen: die  eine  k  ist  die  wahre  Beschleunigung  des  ma- 
teriellen Punktes,  die  andere  ist  die  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung genommene  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes. 
Wenn  k  die  wahre  (oder  absolute)  Beschleunigung  eines  ma- 
teriellen Punktes  von  der  Masse  m  ist,  so  hat  die  wahre  auf  den- 
selben wirkende  Totalkraft  jedenfalls  die  Grösse: 

mk  =  K. 

Auf  gleiche  Weise  sind  die  den  beiden  Seitenbeschleunigungen 
r  «ad  p  entsprechenden  Kräfte  ihrer  Grösse  nach  auszudrücken 
durch  die  Troducte: 

mr  =  R    und     mp  =  P, 

jährend  die  Richtungen  dieser  Kräfte  mit  den  Richtungen  der 
l^en  entsprechenden  Beschleunigungen  zusammenfallen. 

Was  insbesondere  die  Kraft  R  betrifft,  so  hat  dieselbe  fol- 
gende Bedeutung:  es  ist  diejenige  Kraft,  welche  in  einem  ruhen- 
^u  Räume  dem  materiellen  Punkte  eine  Bewegung  ertheilen 
^ürde,  die  genau  übereinstimmt  mit  seiner  relativen  Bewegung 
111  Bezug  auf  den  fortschreitenden  Raum.  Diese  Kraft  R  kann 
^eninach  die  relative  Kraft  genannt  werden,  oder  auch  die  schein- 
bare Kraft,  insofern  ein  an  der  Bewegung  des  fortschreitenden 
*^Umes  theilnehmender,  von  seiner  eigenen  Bewegung  Nichts  mer- 
*e*ider  Beobachter  statt  der  wahren  Kraft  K  die  Kraft  R  als  die 
a**f   den  materiellen  Punkt  wirkende  Totalkraft  ansehen  würde. 

Hiernach  lässt  sich  in  dem  Satze  von  der  relativen  Beschleu- 
nigung das  Wort  „Beschleunigung"  auch  durch  das  Wort  „Kraft" 
ersetzen,  und  ergiebt  sich  für  die  Bestimmung  der  relativen  Be- 
rgung im  ungleichförmig  fortschreitenden  Räume  die  folgende 
**egel: 

Man  betrachte  den  fortschreitenden  Raum  als  ruhend,  füge 
*ue  seiner  Beschleunigung  p  entsprechende  aber  entgegengesetzt 
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genommene  Kraft  mp  =  P  zn  der  wahren  anf  den  materiellen 
Punkt  wirkenden  Totalkraft  K  noch  hinzu  und  bestimme  nun- 
mehr von  diesen  beiden  Kräften  P 
Fig.  105.  ^  K  die  Mittelkraft  R.     Die 

<^^y -^  4-     von    dieser   Kraft  R  hervorge- 

brachte  Bewegung    ist   die   ge- 
\      *  suchte  relative  Bewegung  in  Be- 

ziehung auf  den  fortschreitenden 
Raum  (Fig.  105). 


>-. 


mr=R 


<K 


Die  relative  Bewegung  eines  freifallenden  Körpers  in  Bezug  auf  einen  mit 
der  Beschleunigung  p  fortschreitenden  Raum  geschieht  gerade  so ,  wie  wenn 
eine   dieser   Beschleunigung   entgegengerichtete   Kraft  mp   noch  ausser  dem 
Gewichte  mg  auf  den  Körper  wirkte.    Ist  die  Beschleunigung  p  vertical  ab 
wärts  gerichtet,  so  geschieht  die  relative  Fallbcwegung  gerade  so,  als  ob  (stat 
des  wirklichen  Gewichtes)  eine  Kraft: 

B  =  mg  —  mp, 

welche  das  relative  (oder  scheinbare)  Gewicht  genannt  werden  kann,  auf  dei 
Körper  wirkte.    Die  relative  Fallbeschleunigung  ist  daher  in  diesem  Falle: 

r  =  g—p. 

Wenn  hierbei  p  grösser  wäre  als  #,  so  würde  r  negativ,  d.  h.  die  relati 
Fallbewegung  würde  alsdann  von  unten  nach  oben  gerichtet  sein  und  in  dies« 
Richtung  mit  der  Beschleunigung  p  —  g  vor  sich  gehen.   Eine  an  dem  Punkte 

mittelst   eines   Fadens  aufgehängte  Kug 
würde  in  einem  so  beschleunigten  Raun 


Fig.  106. 
m(p-g) 


, — <*> 


l 


I 


60 


!* 


nach  oben  hin  hängen,  und  der  Faden  d 
bei  mit  der  Kraft  in  (p  —  g)  gespannt  se 
(Fig.  106).  Aus  dieser  relativen  Gleic 
gcwichtslage  ein  wenig  entfernt  and  d 
losgelassen,  würde  ein  solches  Pen 
Schwingungen  ausführen,  deren  Dauer  na~ 
Gleichung  93)  annähernd  die  Grösse: 


TP— 9 
haben  würde.  Ein  in  diesem  Räume  stehe? 
die    Schwingungen    Beobachtender 
den  Kopf  nach  unten  und  die  Füsse  n 
oben  wenden. 
Wenn   dagegen  die  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes 
unten  nach  oben  gerichtet  ist,  so  ergeben  sich  für  das  relative  Gewicht 
die  relative  Fallbeschleunigung  resp.  die  Werthe: 

R  =  m(g  +  p),       r  =  g+p. 

Hat    die    Beschleunigung    p    des    fortschreitenden    Raumes    eine   h» 
zontale    Richtung    z.   B.    von    links   nach   rechts,    so    ist    eine    Kraft 


d 
e 
h 


*T1- 
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in  der  Richtung  von  rechts  nach  links  hinzuzufügen,  man  erhält  daher  nach 

(Fig.  107)  für  relatives  Ge- 

Fig.  107. 


17!/).« — 


|    <~r**ß(mjf 


wicht  und  relative  Fall- 
beschleunigung resp.  die 
Werthe  : 


R  =  mVg*+p\ 

und  die  Richtungen  dersel- 
ben würden  zu  bestimmen 
sein  aus  der  Gleichung: 

tga  =  -2- 


mg 


9 
Die  Bahnlinie  der  rela- 
tiven Bewegung  eines  ge- 
worfenen   Körpers    würde 
in  einem  so  beschleunigten 
Räume  eine  Parabel  sein, 
Achse  den  Winkel  a  mit  der  Verticalen  einschliesst,  und  die  Gleichungen 
»er  relativen  Wurfbewegung  würden  sich  aus  den  in  §.  23  gefundenen  Glei- 

c*i trugen  ergeben,  wenn  man  darin  überall  \Zg*  -\-px  statt  g  substituirte. 

Ein  in  diesem  Räume  aufgehängtes  Pendel  würde  in  seiner  relativen 
Gleichgewichtslage  ebenfalls  den  Winkel  a  mit  der  Verticalen  einschliessen, 
****«!  um  die  Schwingungsdauer  desselben  zu  erhalten,  würde  man  in  Glei- 
^Huxig  93)  ebenfalls  statt  g  den  oben  für  die  relative  Fallbeschleunigung  r  ge- 
**üMlenen  Werth  zu  substituiren  haben: 


-ff- 


Die  relative  Kraft  ist  bedingt  durch  die  Beschleunigung  des 
fortschreitenden  Raumes;  sie  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig 
von  Richtung  und  Grösse  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der 
Raum  sich  zur  Zeit  bewegt.    Sobald  man  aus  der  wahren  An- 
fangsgeschwindigkeit des  materiellen  Punktes  und  aus  der  Anfangs- 
geschwindigkeit des  fortschreitenden  Raumes  —  nach  den  in  §.  33 
gefundenen   Regeln  —   die   relative   Anfangsgeschwindigkeit   be- 
stimmt hat,  kann  man,  wenn  nur  die  relative  Kraft  für  jeden 
Augenblick  bekannt  ist,   die   weitere   Fortsetzung   der   relativen 
Bewegung  genau  wie  eine  absolute  Bewegung   behandeln,  ohne 
au^  die    Geschwindigkeit    des    fortschreitenden    Raumes   irgend 
We*tere  Rücksicht  zu  nehmen;   d.  h.  man  kann  den  Raum  fortan 
a*8  inhend  ansehen. 

Welcher   Art  auch  immer  die   wahre   Bewegung   eines   von 
*äften  getriebenen  materiellen  Punktes  sein  möge:  derselbe  kann 
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stets    als    in  relativem  Ruheszutande    (mithin  auch  in  relativem 
Gleichgewichtszustande)   sich   befindend   angesehen  werden,   und 
zwar  in  Bezug  auf  einen  fortschreitenden  Raum,   welcher  genau 
dieselbe  Bewegung  ausführt.    Jeder  materielle  Punkt  befindet  sich 
in  relativem  Gleichgewichtszustände  in  Bezug  auf  seinen  eigenen 
Ort.    Wenn  einem  Körper  von  der  Masse  m  die  Beschleunigung  p 
ertheilt  wird   durcli   eine  mittelst  eines  Fadens  auf  ihn  übertra 
gene   Zugkraft   Z,    so   kann   man   diese   Bewegung  als   relativer 
Gleichgewichtszustand  auffassen,  bei  welchem  die  Zugkraft  Z  durch:, 
eine  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  mp  relativ  aufgehoben  wird 
Der  Faden  wird  dabei  gerade  so  gespannt,  wie  wenn   derselbe 
ruhte,  und  der  Zugkraft  Z  ein  Widerstand: 

W==  mp 

entgegenwirkte.     Da  diese  Kraft  der  trägen  Masse  des  Körpe 
proportional  ist  und  überhaupt  in  der  Eigenschaft  der  Träghe 
ihren  Ursprung  hat,   so  kann  man  dieselbe  den  Trägheitswide 
stand  des  Körpers  nennen.     In   gleichem  Sinne  ist  es   zulässL 
auch  bei  der  relativen  Bewegung  des  Körpers  in  Beziehung  a 
irgend  einen  anderen  beschleunigten  Raum  eine  der  Beschleu 
gung  p  dieses  Raumes  entsprechende,  aber  entgegengesetzt 
nommene   Kraft  mp  abkürzungsweise  mit  dem  Worte  Träghei 
widerstand  zu  bezeichnen,  wobei  jedoch  stets  in  Erinnerung  2 
behalten   ist,    dass  dieses   Wort   nicht  eine  wirklich  Vorhände 
Kraft  bezeichnet,  sondern  dass  dieser  Benennung  die  AuffassuKiß 
der  Bewegung  als  einer  relativen   Bewegung  zum  Grunde 

In   diesem  Sinne  darf  man   dem  oben  bewiesenen  Satze  v 
der  relativen  Kraft  auch  die  folgende  kürzere  Fassung  geben: 

Die  relative  Kraft  ist  die  Mittelkraft  aus  der  wahren  Kraft 
und  dem  Trägheitswiderstande. 

§.  35. 

Relatives  Gleichgewicht  im  gleichförmig  sich  drehend^*1 

Räume. 

Centrifugalkraft.      Schwungkugel-Regulator.      Veränderlichk.^  ** 

der  Fallbeschleunigung. 

Die  wahre  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  welcher  *B 
einem  gleichförmig  sich  drehenden  Räume  seinen  relativen  O** 
nicht  ändert,   also   in   relativem  Ruhezustande   sich  befindet,     i** 
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chfÖrmige  Kreisbewegung.  Wenn  ein  materieller  Punkt 
ihformige  Kreisbewegung  ausführt,  so  bildet  die  Mittel- 
ir  auf  denselben  einwirkenden  Kräfte  stets  die  nach  dem 
ikte  des  Kreises  gerichtete  Centripetalkraft  (§.  24).   Wenn 

also  m  die  Masse  des  materiellen 
Fia    108  Punktes,  r  die  Entfernung  dessel- 

*mrm  ^en  von  der  Dreh -Achse,  a>  die 
Drehgeschwindigkeit  des  Baumes 
ist  (Fig.  108),  so  hat  die  wahre  auf 
den  materiellen  Punkt  wirkende 
Totalkraft  nach  Gleichung  64)  die 
Grösse ! 

K  =  mrw* 

und  wirkt  in  der  Richtung  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Kreisbahn. 
Da  der  materielle  Punkt  zugleich 
in  Bezug  auf  den  bewegten  Kaum 
em  Gleichgewichtszustande  sich  befindet,  so  kann  man 
aft  K  als  durch  eine  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft 
;her  Grösse  mro)2  relativ  aufgehoben  ansehen.  Diese 
traft  ist  in  der  Richtung  des  Halbmessers  nach  aussen 
und  wird  Centrifugalkraft  genannt. 

materieller  Punkt,  welcher  im  gleichförmig  sich  drehen- 
ae  seinen  relativen  Ort  nicht  verlässt,  wird  also  von  de? 
altraft  und  der  Centrifugalkraft  im  relativen  Gleichge- 
ihalten. 

Centrifugalkraft  ist  die  der  Centripetalbeschleunigung 
tven  Ortes  entsprechende,  aber  in  entgegengesetzter  Rich- 
ommene  Kraft,  bildet  also  (nach  §.  34)  den  Trägheits- 
id  des  materiellen  Punktes  für  diesen  Fall.  Sie  ist  — 
laupt  die  Trägheits widerstände  —  nicht  als  eine  wirklich 
ne,  sondern  nur  als  eine  scheinbar  wirkende  Kraft  auf- 
in8ofern  ein  an  der  Bewegung  des  Raumes  theilnehmen- 
derselben  aber  Nichts  merkender  Beobachter  aus  der 
•en  Ruhe  des  materiellen  Punktes  den  Schluss  ziehen 
lass  ausser  der  wahren  nach  dem  Drehungsmittelpunkte 
n  Kraft  noch  eine  zweite  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft 
elben  wirkt,  welche  gerade  gross  genug  ist,  um  jene  auf- 
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Für  das  Auffinden  der  Bedingungen,  unter  welchen  ein  im 
gleichförmig  sich  drehenden  Räume  relativ  ruhender  materieller 
Punkt  seinen  relativen  Ort  nicht  verlässt,  ergiebt  sich  hiernach  die 
folgende  Regel: 

Man  betrachte  den  sich  drehenden  Raum  als  ruhend,  füge  zu 
der  wahren  auf  den  materiellen  Punkt  wirkenden  Kraft  noch  die 
Gentrifugalkraft  hinzu,  und  wende  alsdann  die  Bedingungsglei- 
chungen des  absoluten  Gleichgewichts  an. 

Die  Anwendung  dieser  Regel  auf  das  in  §.  24  erklärte  und  in  Fig.  63 
dargestellte  Centrifugalpendel  führt  zu  derselben  Bedingungsgleichung,  welche 
dort  bereits  für  den  Elongationswinkel  a  gefunden  wurde.    Die  am  Ende  des 

Fadens    hängende    Kugel    kann 
Fia    109.  angesehen  werden  als  im  relati- 

ven Gleichgewichtszustande  be- 
findlich in  Bezug  auf  einen  Raum, 
welcher  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit tu  =  —  um  die  Verti- 

cale  des  Aufhängepunktes  sic&t 
dreht  (Fig.  109).  Die  wahren 
auf  die  Kugel  wirkenden  Krä£%ji 
sind  das  Gewicht  der  Kugel  irm~ 
und  die  Spannung  des  Fadens  *£ 
r       "~T7>  .*;       Fügt  man  noch  die  Centrifuj 

kraft  mrco2  hinzu,  so  kann 
nunmehr  die  Kugel  als  unter  Em: 
Wirkung  der  drei  Kräfte  mg,  * 
m  r  co  ■  im  relativen  Gleichgewicht  "ä: 
'         m0  zustande  befindlich  ansehen. 

dingung  des   Gleichgewichts 
dass  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  mg  und  mrco2  durch  die  Spannung 
Fadens  aufgehoben  wird.    Man  erhält  also  für  den  Winkel  a,  den  der 
mit  der  Verticalen  einschliessen  muss,  die  Bedingungsgleichung: 

wrw2  reo2 

tga  = 


*tt*g«*«fc. 
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mg  g 

welche  mit  der  früher  gefundenen  Gleichung  59)  übereinstimmt,  sobald  in 
letzteren  riu  statt  v  substituirt  wird. 

Eben  so,  wenn  die  Kugel  in  einem  Rohre  AB  eingeschlossen  ist,  welcl* 
unter  dem  Winkel  *  gegen  die  Verticale  geneigt,  mit  der  Winkelgeschwim  ~ 
keit  co  um  die  verticale  Dreh-Achse  AG  sich  dreht,  so  befindet  sich  die  K 
in  derselben  Situation,  wie  wenn  sie  in  dem  ruhenden  Rohre  der  Einwirid*-3 
der  beiden  Kräfte  mg  und  myco2  ausgesetzt  wäre,  deren  Mittelkraft  von  3.^ 
Gegendruck  N  des  Rohres  aufgehoben  werden  muss,  wenn  keine  Verschieb*^ 
längs  des  Rohres  eintreten  soll  (Fig.  110).    Bedingung  des  Gleichgewichts    ^" 
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das8  diese  Mittelkraft  rechtwinkelig  zur 
Richtung  des  Rohres  gerichtet  ist;  man 
erhält  also  die  Gleichung: 

9 


106)     tga  =  -^  = 


ya> 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  in  dem 
Rohre  nur  eine  relative  Gleichgewichts- 
lage V  für  die  Kugel  giebt,  insofern 
ein  vorgeschriebener  Werth  für  a  einen 
bestimmten  Werth  y  für  die  Entfernung 
der  Kugel  von  der  Drehachse  erfordert. 
Sollte  jede  andere  Stelle  des  Rohres 
ebenfalls  eine  Gleichgewichtslage  sein, 
so  mü88te  entsprechend  den  verschie- 
denen Werthen  von  y  der  Neigungswinkel  a  des  Rohres  an  den  verschiedenen 
Stellen  verschiedene  Werthe  haben,  d.  h.  das  Rohr  müsstc  nach  einer  be- 
stimmten krummen  Linie  gekrümmt  sein,  deren  Form  auf  folgende  Weise  ge- 
funden werden  kann. 

Wenn  in  dem  ruhenden  Rohre  unter  Einwirkung  der  zwei  Kräfte  mg  und 
■!•'  die  Kugel  von  A  nach  P  sich  bewegte ,  so  würde  die  Summe  der  von 
det  beiden  Kräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten  die  Grösse  Null  haben 

müssen;  denn  die  Curve  soll  der  Voraus- 
setzung nach  so  beschaffen  sein,  dass  an 
jeder  Stelle  die  Mittelkraft  jener  beiden 
Kräfte  rechtwinkelig  zu  der  Richtung  der- 
selben gerichtet  ist  (Fig.  111).  Wenn  also 
mit  3$  und  $  resp.  die  von  der  verticalen 
und  von  der  horizontalen  Kraft  verrich- 
teten Arbeiten  bezeichnet  werden,  so  muss 
die  Bedingungsgleichung  erfüllt  sein: 

o  =  $  +  £. 

Die  von  der  constanten  Kraft  mg  ver- 
richtete mechanische  Arbeit  ist: 

33  =  —  mg  x. 

^,e  veränderliche  Kraft  mya>2  nimmt  proportional  dem  Horizontalwege  y 

zu;  die  von  ihr  verrichtete  Arbeit  lässt  sich  (nach 
der  in  §.  20  Fig.  38  erklärten  Methode)  durch  die 
Fläche  des  Dreiecks  abc  (Fig.  112)  graphisch  dar- 
stellen und  beträgt: 

,2  4, 


_my<n 

v  —  ä 


Fig.  111. 


Fig.  112. 


foch  Substitution  dieser  beiden  Werthe  nimmt  die   obige   Bedingungs- 
*■*■»«  die  Form  an: 


107)     y 


.      wya(ü2  , 

o  =  —  mg  x  -\ *ö ,    oder 

~ ~ *  n  SC* 


<ir 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Krümmungslinie  des  Rohres  eine  Pa 

2a 
muss,  deren  Parameter  — y-  von  der  Grösse  der  Drehgeschwindigkeit  cu 

In  einem  solchen  parabolisch  gekrümmten  Rohre  ist  demnach  j< 
eine  Gleichgewichtslage  für  die  Kugel,  sobald  die  Drehgeschwindigk 


Rohres  genau  diejenige  Grösse  hat,  bei  welcher  die  Grösse 


2ß 


mit 


ramcter  der  Parabel  übereinstimmt.  Wenn  statt  dessen  das  Rohr  : 
anderen  Winkelgeschwindigkeit  sich  drehte,  so  würde  nunmehr  ke: 
desselben  eine  Gleichgewichtslage  sein.  Wäre  die  Drehgeschwindigk 
zu  gross,  so  würde  die  Kugel  beständig  steigen,  wäre  die  Winkelges 
keit  etwas  zu  klein,  so  würde  die  Kugel  beständig  sinken. 

Schwungkugel-Regulator. 
Wenn  man  ein  auf  solche  Art  construirtes  Rohr  a 
verticalen  Welle  befestigte,  welche  von  einer  Kraft-Mascl 
trieben  wird,  und  wenn  man  zugleich  auf  irgend  eine  Weil 

telst    Hebel-   un< 


Fig.  113. 


genverbindungen) 
gel  mit  der  Kraf 
derartig  in  Ver 
setzte,  dass  die  s 
Bewegung  der  Ki 
Öffnen,  die  steige 
wegung  der  Ku 
Schliessen  der  Kra 
le  herbeiführte,  s< 
eine  solche  Vorrich 
zu  dienen  können, 
schwindigkeit  dei 
Maschine  zu  regu 
Da  für  solchen 
als  Bewegungsget 
Kugel  ein  kleines 
stück  der  ganzen 
schon  ausreicht,  so 
für  die  Praxis  hinr 
genau  —  statt  de 
belbogens  auch  eil 
bogen  genommen 
dessen  Mittelpun 
dem  Krümmung 
punkte  des  Parabe 
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menfällt,  und  anstatt  die  Kugel  in  ein  nach  diesem  Kreis- 
gekrümmtes Rohr  einzuschliessen,  kann  man  dieselbe  auch 
m  Endpunkte  einer  leichten  Stange   befestigen,  welche  in 
Krümmungsmittelpunkte  0  ihren  Drehpunkt  hat  (Fig.  113). 
die   Kugel  nach  beiden   Seiten   hin   nur   wenig  von   ihrer 
Ten  Stellung  P  sich  entfernen   kann,   so  wird  sie  alsdann 
in  in  derselben  Situation  sich  befinden,   wie  wenn  ein  para- 
jh  gekrümmtes  Rohr  ihre  relative  Bewegungsbahn  bildete. 
Bei  der  Construction  eines  solchen  Regulators  sind  als  gege- 
Grossen  zu  betrachten :  erstens,  die  Drehgeschwindigkeit  to, 
welcher  bei  normalem  Gange  der  Maschine  die  verticale  Welle 
dreht;  zweitens:   der  mittlere  Abstand   der  Kugel   von  der 
iealen  Drehachse,  für  welchen  je  nach  der  Dicke  der  Welle 
i  der  Kugel  ein   passend  scheinender  Werth  y  willkürlich  an- 
ommen  werden  darf.     Die  zu  berechnenden  Grössen  sind:   er- 
a»,  der  Krümmungshalbmesser  OP=p  für  die  betreffende  Stelle 

der  Parabel,  welcher  zugleich  die 
Länge  der  Kugelstange  bildet,  zwei- 
tens: die  Entfernung  ON=z,  in  wel- 
cher der  Drehpunkt  der  Kugelstange 
von  der  verticalen  Drehachse  sich  be- 
finden muss  (Fig.  114).  Zur  Berech- 
nung dieser  beiden  Grössen  kann  die 
Gleichung  107)  in  Verbindung  mit 
den  Gleichungen  99),  103),  104)  des 
§.  32  benutzt  werden,  in  welchen  letz- 
teren dreien  für  die  willkürlich  zu 
wählende  Beschleunigung  p  auch  die 
Fallbeschleunigung  g  gesetzt  werden 
darf. 

Die  Gleichung  der  zu  construiren- 
den  Parabel  ist  nach  Gleichung  107): 


Fig.  114. 


.-«-O0 


29 


x. 


CD 


Ws  Gleichung  der  Bahnlinie  einer  Wurfbewegung,  deren  Ho- 
to-lgeschwindigkeit  c  ist,  erhält  mau  nach  Gleichung  99): 


ya  = 


2c 


x. 


**Q  Gleichsetzung  dieser  beiden   Werthe  von  y1  ergiebt  für 
^ge  Grösse,  welche  die  Horizontalgeschwindigkeit  c  der  Wurf- 
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bewegung  haben  muss,  wenn  die  beiden  Parabeln  gleiche  Form 
haben  sollen,  die  Gleichung: 

2c1  2g  ,  q 

=  — y~     oder    c  =  -*-. 

g  u>*  u> 

Hiernach  kann  zur  Bestimmung  des  Neigungswinkels  et,  den 
an  der  betreffenden  Stelle  die  Parabel  mit  der  verticalen  Achse 
einschliesst,  die  Gleichung  104) 


c1 


tga  = 

gy 

benutzt  werden,  in  welcher  die  Werthe  von  c  und  y  nunmehr 
bekannt  sind;  worauf  dann  aus  Gleichung  103) 

c2 

P  = 


g  sin  a3 

der  Krümmungshalbmesser  oder  die  Länge  der  Kugelstange  zu 
bestimmen  ist.  Die  Grösse  e  ergiebt  sich  endlich  aus  der  Glei- 
chung: 

e  =  LP  —  MP  =  p  cos a  —  y. 

Wenn  z.  B.  bei  normalem  Gange  der  Maschine  die  verticale   Welle  35 
Umläufe  in  jeder  Minute  macht,  so  ist: 

«°  =  ^  =  3>6633  ™d  c  =  ^k  =  2"678- 

Wenn  ferner  der  mittlere  Abstand  der  Kugel  von  der  verticalen  Drehachse 

m 

y  =  o  ,4 

betragen  soll,  so  erhalt  man  für  den  Winkel  <x  die  Gleichung: 

*  «  =  Ä  =  1>8275' 
woraus  sich  für  oc,  sin  a  und  cos  a  die  Werthe  ergeben: 

a  =  151*19*,    sin  a  =  0,87725,    cos«  =  0,48. 
Hiernach  erhält  man  für  die  Länge  der  Kugelstange  den  Werth:  * 

2  6782  m 

p  ~  9,81 . 0,87723  ~  l  ,Uöd 

und  für  den  Abstand  ihres  Aufhängepunktes  von  der  verticalen  Drehachse  die 

Grösse 

e  =  1,083 . 0,48  —  0,4  =  0m,120. 

Abhängigkeit  der  Fallbeschleunigung  g  von  der  geographischen 

Breite. 

Da  die  Erde  mit  allen  ihr  angehörigen  Körpern  fortwäh- 
rend um  ihre  Achse  sich  dreht,  so  ist  der  Gleichgewichtszustand 
eines  an  der  Erdoberfläche  ruhenden  Körpers  nicht  als  ein  abso- 
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ädern  als  ein  relativer  Gleichgewichtszustand  aufzufassen, 
et  die  Bedingungen  dieses  relativen  Gleichgewichts,  indem 
r  oben  gefundenen  Regel  gemäss)  den  Körper  als  im  ab- 
Ruhezustande  befindlich  ansieht  und  dafür  zu  den  son- 
uf  ihn  einwirkenden  Kräften  noch  die  seiner  Kreisbe- 
entsprechende  Centrifugalkraft  hinzurechnet, 
einem  am  Äquator  ruhenden  Körper  ist  die  Centrifugal- 
r  Schwere  entgegengerichtet;  man  erhält  daher  die  Kraft, 
her  ein  Körper  daselbst  gegen  seine  Unterlage  gedrückt 

wird  (das  scheinbare  Gewicht  des 

Fig.  115.  Körpers),  indem  man  die  Centri- 

^J*L^  fugalkraft  von  dem  wahren  Ge- 

I      ^\  wichte    des    Körpers    subtrahirt 

i  \  (Fig.  115).     Die  Zeit,  in  welcher 

i  \  die    Erde   eine    Umdrehung    um 

..&r---mp^-^ — >!nru'    ihre  Achse  NS  ausfuhrt,  beträgt: 

j  I  23h  56'  4",1  oder  86164,1  See. 

I  /  Die      Winkelgeschwindigkeit, 

'  oder  der  Winkel,  um  welchen  die 

Erde  in  jeder  Secunde  sich  dreht, 
hat  demnach  die  Grösse: 

u>  =  -ggjgjj-  =  0,00007292. 

rächtet  man  die  Erde  als  eine  Kugel  vom  Halbmesser 

r  =  6366000™, 

i  man  für  die  Centrifugalkraft  einer  am  Äquator  befind- 
'asse  m  den  Werth: 

mrto1  =  m  .  6366000  .  0,00007292*  =  m  .  0,03385. 

an  also  mit  mp  das  wahre  Gewicht  der  Masse  bezeichnet 
h.   die   von   der  Erde   auf  den  Körper  ausgeübte   An- 
traft), und  mit  mg0  das  scheinbare  Gewicht  des  Körpers, 
bt  sich  für  letzteres  die  Gleichung: 

mg0  =  mp  —  wirto1  =  mp  —  m .  0,03385. 

raus  folgt,  dass  die  Beschleunigung   des  freien  Falles  am 

109)    g0  =  p  —  ra>2  =  p  —  0ra,03385 

•  34  Millimeter  weniger  beträgt  als  sie  betragen  würde, 
e  Erde  sich  nicht  um  ihre  Achse  drehte. 
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Ein   Ort,  dessen  geographische  Breite  =  <p  ist,    durchläuft 

während  einer  Umdrehung  der 


Fig.  116. 
mr  u/coecp9 


mr  cos  <f<o* 


mrco  cos  y  sincp 


Erde  den  Umfang  eines  Krei- 
ses vom  Halbmesser  r  cos  <p 
(Fig.  116).  Die  Centrifogal- 
kraft  einer  daselbst  befind- 
lichen Masse  m  wirkt  in  der 
Richtung  des  Drehungshalb- 
messers nach  aussen  und  hat 
die  Grösse  m  rcoscp  col.  Das 
scheinbare  Gewicht  mg,  oder 
diejenige  Kraft,  welche  im  ge- 
wöhnlichen Leben  das  Gewicht 
des  Körpers  genannt  wird,  ist 
die  Mittelkraft  aus  der  Centrifugalkraft  und  dem  wahren  Gewichte 
wip,  weicht  demnach  sowohl  der  Richtung  als  der  Grösse  nach 
von  dem  wahren  Gewichte  ab.  Zerlegt  man  die  Centrifugalkraft 
in  zwei  rechtwinkelig   zu   einander   gerichtete   Seitenkräfte ,    von 

denen  die  eine: 

m  r  cos  ip  w1  cos  cp 

in  der  Richtung  des  Erdhalbmessers  nach  aussen  (also  der  Schwere 

entgegen),  die  andere: 

m  r  cos  <p  co 2  sin  cp 

in  horizontaler  Richtung  nach  dem  Äquator  hin  wirkt,  und  fasst 
man  die  Wirkungen  dieser  beiden  Seitenkräfte  getrennt  auf,  so 
findet  man,  dass  die  erstere  für  sich  allein  nur  eine  Grossen- 
Abweichung  des  scheinbaren  Gewichts  bedingen  würde,  und  dass 
die  Richtungs-Abweichung  allein  durch  die  horizontale  Seitenkraft 
hervorgebracht  wird.  Da  diese  letztere  rechtwinkelig  zu  der 
Richtung  des  wahren  Gewichts  gerichtet  und  ausserdem  im  Ver- 
hältniss  zu  demselben  sehr  klein  ist,  so  wird  die  Grosse  des 
scheinbaren  Gewichts  durch  sie  so  gut  wie  gar  nicht  beeinflusst, 
und  darf  daher,  wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der  Grössen- 
Abweichung  handelt,  dieselbe  so  berechnet  werden,  wie  wenn  die 
horizontale  Seitenkraft  gar  nicht  vorhanden  wäre.  Hiernach  er- 
hält man  für  die  Grösse  des  scheinbaren  Gewichts  die  Gleichung: 

mg  =  mp  —  mrw1  coscp2  =  mp  —  mrm1  (1  —  sincp1), 

woraus  sich  für  die  Beschleunigung  des  freien  Falles   der  Werth 
ergiebt : 

g  =  p  —  reo2  -{-  reo*  sincp  =  g0  -f-  reo*  sincp2. 


I 
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Hierin  bedeutet  g0  denjenigen  Werth,  welchen  g  annimmt, 
wenn  rp  =  0  gesetzt  wird,  also  die  Fallbeschleunigung  am  Äqua- 
tor, für  welche  durch  directe  Beobachtungen  (mittelst  des  Pendels) 
der  Werth  gefunden  ist: 

9o  =  9m,7806. 
Wenn  man  ausserdem  für  rw*  den  in  Gleichung  108)  berech- 
neten Werth  substituirt,  so  erhält  man  für  die  Abhängigkeit  der 
Fallbeschleunigung  von  der  geographischen  Breite  die  allgemeine 
Gleichung: 

110)    g  =  9m,7806  -f  0,03385  sin  <p*. 
Eine   Vergtoichung  der  aus  directen  Pendel -Messungen   an 
Orten    von    verschiedenen    geographischen    Breiten    gefundenen 
Werthe  von  g  mit  den  nach  dieser  Gleichung  berechneten  Zahlen- 
werthen  zeigt,  dass  die  beobachteten  Werthe  mit  den  berechneten 
Werthen  nicht  übereinstimmen,  dass  vielmehr,  um  eine  solche  Über- 
einstimmung herbeizuführen,   dem  numerischen  Coefficienten  von 
sin  <pa  in  Gleichung  110)  noch  eine  Correction  ertheilt  werden  muss. 
Die  Ursache  dieser  Abweichung  ist  in  der  horizontalen  Sei- 
tenkraft  der   Centrifugalkraft   zu   suchen    —    zwar  nicht  in  dem 
directen,   sondern  vielmehr  in   dem  indirecten   Einflüsse    dieser 
Kraft.    Wenn  nämlich  die  Erde  eine  genaue  Kugelform  hätte,  so 
*ürde  ein  an  der  Oberfläche  dieser  Kugel  befindlicher  leicht  be- 
weglicher Körper  nicht  im  Gleichgewichte  sich  befinden,  vielmehr 
würde  derselbe  durch*  jene  horizontale  Seitenkraft  in  Bewegung 
^ersetzt  werden.     Dasselbe   gilt  von   einem   Wassertheilchen   an 
der  Oberfläche  des  Meeres.    In  Folge  dessen  hat  die  Meeresober- 
fläche —  und  abgesehen  von  localen  Erhebungen  oder  Senkungen 
auch  die  mittlere    Erdoberfläche    —    eine    von    der    Kugelfläche 
abweichende  Form  angenommen,  welche  so  beschaffen  ist,  dass 

an  jeder  Stelle  die  Richtung  der  Mittelkraft 
von  Schwere  und  Centrifugalkraft  rechtwin- 
kelig zu  dieser  Fläche  gerichtet  ist.  Die  Erde 
hat  die  Form  eines  an  den  Polen  abgeplatte- 
ten Rotations  -Ellipsoides,  und  der  Halb- 
messer des  Äquators  ist  um  etwa  20,000 
Meter  grösser  als  die  Entfernung  der  Pole 
vom  Erdmittelpunkte  (Fig.  117).  Danach 
dem  Gravitationsgesetze  die  Intensität  der 
Anziehungskraft  mit  zunehmender  Entfer- 
nung   vom  Anziehungscentrum   abnimmt, 


in 
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€ 


so  ist  auch  das  absolute  Gewicht  eines  Körpers  am  Äquator  kle 
ner  als  an  den  Polen.     Das  scheinbare  Gewicht  muss  daher  v 
Äquator  nach   den   Polen  hin  in  noch  rascherer  Progression 
nehmen  als  in  Gleichung  110)  ohne  Berücksichtigung  dieser  A 
weichung  von  der  Kugelgestalt  gefunden  wurde. 

In  der  That  haben  die  Pendel-Beobachtungen  ergeben,  d 
für  den  numerischen  Coefficienten  von  sin  <p*  anstatt  0,03385  4 
grössere  Werth  0,0506  gesetzt  werden  muss,  wenn  die  Gleicha 
mit  den  Beobachtungen  übereinstimmende  Werthe  liefern  solj^ 
dass  also  das  wahre  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Fallbeschl^^,. 
nigung  von  der  geographischen  Breite  des  Ortes  dargestellt  Mriar*<f 
durch  die  Gleichung: 

111)    g  =  9m,7806  -f  0,0506  sin  ?». 

Hiernach  hat  z.  B.  an  einem  Orte,  dessen  geographisolie 
Breite  <p  =  52°  23'  ist  (wie  die  der  Stadt  Hannover),  in  cl*r 
Höhe  der  Meeresfläche  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  im 
luftleeren  Räume  die  Grösse: 

g  =  9m,7806  +  0,0506.  0,792  P  =  9m,8123. 


* 
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DRITTER  ABSCHNITT. 
Statik  fester  Körper 

oder 

«ehre  vom  Gleichgewicht  eines  Systems  von 
unveränderlich  mit  einander  verbundenen 

materiellen  Punkten. 


Capilel  IX. 

ieitung  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 

für  einen  festen  Körper. 

§.  36. 

Begriff  des  Systems  unveränderlich  verbundener 

materieller  Punkte. 

Wenn  ein  ruhender  materieller  Punkt  A  von  der  auf  ihn 
wirkenden  Kraft  Kt  nicht  in  Bewegung  versetzt  werden  soll, 
Hauss  dieser  Kraft  das   Gleichgewicht  gehalten  werden  durch 

eine    andere    Kraft  Wx     von   gleicher 
Fig.  HS.  Grösse    und    entgegengesetzter    Rich- 

_4_W UL_g_-£*      tung  (Fig.  118).     Wenn  irgend  ein  in 

j  der    Kraftrichtung    liegender    zweiter 

-^fc)  (T)   fo       materieller    Punkt    B   den   Ausgangs- 

punkt dieser  Kraft  W}  bildet,  so  er- 
let  nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  (§.  19)  der  Punkt  B 
e  genau  eben  so  grosse  Gegenwirkung  W%  von  Seiten  des 
nktes  A.  Soll  dieser  zweite  materielle  Punkt  ebenfalls  im 
hezu stände  bleiben,  so  inuss  der  Kraft  W2  das  Gleichgewicht 
malten  werden  durch  eine  andere  Kraft  K2 ,  welche  der  Kraft  W% 
*d  folglich  auch  der  Kraft  Kx)  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

10* 
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Es  ist  denkbar,  dass  die  beiden  Kräfte   Wn   Wt  wie  Wider— 
stände   wirken,   d.   h.   dass   sie   zur  Kategorie  derjenigen   Kräfte 
gehören,  welche  —  wie  z.  B.  die  in  §.  27  erwähnten  Widerstand^ 
fester  Flächen,  Linien,  Punkte  —  nie  selbst  Bewegungen  nervo**- 
bringen,   sondern  nur  die  Wirkungen  anderer  Bewegungsursachen 
zu  vernichten  im  Stande  sind;  es  ist  denkbar,  dass  diese  beiden 
Kräfte  allemal  nur  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  sie  durch 
andere  Bewegungsursachen  hervorgerufen  werden,  welche  ohne  sie 
eine  Veränderung  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  herbeiführen 
würden;   und   dass  sie  alsdann   immer  mit  derjenigen   Intensität 
wirken,  welche  erforderlich  ist,   um  eine  solche  Veränderung  des 
Abstandes  AB  zu  verhindern. 

Wenn  das  der  Fall  ist,  wenn  die  beiden  materiellen  Punkte 
auf  eine  solche  Art  durch  Wechselwirkung  mit  einander  verbun- 
den sind,  so  werden  die  beiden  gleichen  entgegengesetzten  Kräfte 
JST,,  K2  unter  allen  Umständen  von  den  beiden  Widerständen  im 
Gleichgewicht   gehalten,   welche  Grösse   auch   immer  jene  Kräfte 
haben  mögen.     Obwohl   es  dann  in  der  That  die   beiden  Kräfte 
TP,,   Wt  sind,   durch  welche  die  Kräfte  Kt,  K%  aufgehoben  wer- 
den,  so  pflegt   man  doch  in  solchem  Falle  den  Gleichgewicht^»-— 
stand  so  aufzufassen,  als  ob  die  beiden  Kräfte  J5T,,  K2  unmittelbar *" 
einander   im   Gleichgewicht  hielten.     Man  sieht  die  beiden  mate- 
riellen Punkte  als  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  an,  und  denk:* 
sich  diese  geometrische  Linie  ausgestattet  mit  den  physicalische» 
Eigenschaften   der   Unausdehnbarkeit  und   Unzusammendrückbax"- 
keit  —   Eigenschaften,  welche  in  Wirklichkeit  auf  dem  Vorhan- 
densein  von   Widerstandskräften   beruhen.     Durch   diese   Verbin- 
dungslinie  denkt  man  sich  also  die  beiden  materiellen  Punkte  ii* 
ihrer   Beweglichkeit  derartig   beschränkt,   dass   nur  solche  Bewe- 
gungen, bei  denen  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ungeändert 
bleibt,  noch  als  ausführbar  zu  betrachten  sind.    Zur  Veranschau- 
lichung einer  solchen   Vorstellung  können  zwei   Kugeln  a  und  b 
dienen,  welche  durch  eine  sehr  leichte  und  sehr  feste  Stange  mit 
einander  verbunden  sind  (Fig.  118).    Je   leichter  und   fester  dfe 
Stange,  je  kleiner  die  Durchmesser  der  Kugeln  im  Verhältniss  zu 
ihrem   Abstände  sind,   um  so  nielir  werden  dieselben  angesehen 
werden   dürfen   als   zwei   materielle   Punkte,    welche    durch  eine 
starre  Linie  in  unveränderlichem  Abstände  gehalten  werden. 

Wenn   die   Kraft   K%    durch    eine   gleich    grosse   und  gleich 
gerichtete   Kraft   W3  ersetzt  wird,    deren   Ausgangspunkt  irgend 
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ein    dritter  materieller  Punkt  ist,  so  wird  dadurch  in  dem  Gleich- 
gewichtszustande   der    beiden 
Fig.  119.  Punkte  A  und  B  Nichts  geän- 

X, AB  C  K,     dert  (Fig.  119).    Der  Punkt  C 

Hf  W2  Wf  W*  erleidet  dann  eine  gleich  grosse 

Gegenwirkung  PP4,  und  um 
auch  diesen  Punkt  im  Gleichgewicht  zu  halten,  müsste  man  an 
demselben  eine  Kraft  Kt ,  welche  der  Kraft  WA  (und  folglich 
auch  der  Kraft  Kx)  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  anbringen. 
Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  eine  grössere  Zahl  von  mate- 
riellen Punkten  geradlinig  an  einander  gereiht,  und  zwischen  je 
zwei  benachbarten  Punkten  ein  solches  Paar  von  Widerständen 
vorhanden,  durch  welche  die  Abstände  derselben  stets  unverän- 
dert erhalten  werden,  so  erkennt  man,  dass  zwei  an  den  End- 
punkten A  und  Z  dieser  Reihe  in  der  Richtung  derselben  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirkende  gleich  grosse  Kräfte  ÜT,,  Kt 

unter  allen  Umstän- 

Fig.  120.  den     einander     im 

K,      A    B     C  W  Z      k     Gleichgewicht    hal- 

ten  (Fig.  120).  Vor- 
ausgesetzt also,  dass 
die  physicalischen 
Bedingungen  für  das 
Auftreten  derartiger  Wechselwirkungen  in  einer  solchen  Reihe 
von  materiellen  Punkten  vorhanden  sind,  darf  man  die  ganze 
Puuktenreihe  als  eine  starre  Linie  ansehen  und  darf  den  früher 
gefundenen  Satz:  „zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Kräfte  hal- 
ten einander  im  Gleichgewicht"  auch  für  den  Fall  noch  als  gültig 
^trachten,  wenn  die  beiden  Kräfte  keinen  gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt  haben,  wenn  vielmehr  ihre  Angriffspunkte  an  den 
entgegengesetzten  Endpunkten  einer  starren  Linie  liegen,  in  deren 
Ächtung  die  Kräfte  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken. 
Auch  erkennt  man  leicht,  dass  der  Gleichgewichtszustand  dieser 
^nkten-Reihe  nicht  aufhören  würde,  wenn  der  Angriffspunkt 
einer  der  beiden  Kräfte  K  von  dem  Endpunkte  nach  einem  der 
^ischenpunkte  -ß,  C . . .  verlegt  würde. 

Je  grosser  man  die  Zahl  der  Punkte,  und  je  kleiner  man  die 
Stande  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten  annimmt,  um  so  mehr 
n*hert  mau  sich  der  Vorstellung  einer  starren  materiellen  Linie, 
**•  h.  einer   geometrischen   Linie,   welche   man  sich  ausgestattet 


«  *       K 
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denkt  mit  den  physicalischen  Eigenschaften  einer  ihre  Länge  s1 
mit  Masse  bedeckenden  Reihe  von  unendlich  vielen  niateri« 
Punkten.  Die  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten  thätige  Wi 
standskraft  W,  durch  welche  der  Abstand  derselben  unverän 
erhalten  wird,  nennt  man  die  Spannung  der  materiellen  Linie, 
zwar  Zug-Spannung,  wenn  diese  Widerstandskraft  der  Vergri 
serung,  Druck-Spannung,  wenn  dieselbe  der  Verkleinerung 
Abstandes  entgegenwirkt.  Die  von  den  beiden  gleichen  Kräfte 
in  der  materiellen  Linie  erzeugte  Spannung  hat  an  allen  SU 
derselben  stets  gleiche  Grösse  mit  den  spannenden  Kräften. 

Wenn  nicht  nur  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten,  son< 
zwischen  je  zwei  Punkten  überhaupt  die  Bedingung  der  Unvej 
derlichkeit  des  Abstandes  besteht,  so  kann  eine  sehr  dünne 
sehr  feste  steife  Stange  az  (Fig.  120)  annäherungsweise  als  1 
sinnlichung  des  Begriffs  einer  solchen  materiellen   Linie  gel 
Wenn  dagegen  nur  je  zwei  Nachbarpunkte  als  durch  eine  sts 
Linie  verbunden  angesehen  werden  sollten ,  so  würde  damit 
Eigenschaft  der  Biegsamkeit  noch  nicht  ausgeschlossen,  und  wii 
daher  eine  vollkommen  biegsame  Kette  oder  ein  vollkommen  b 
samer  Faden  von  unveränderlicher  Länge  dieser  Vorstellung 
meisten  entsprechen. 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  jener  geradlinigen  Punkten-R< 
kann  man  sich  auch  bei  einer  beliebigen  Gruppirung  von  m 
Hellen  Punkten  je  zwei  derselben  durch  eine  starre  Linie  in 
veränderlichem  Abstände  gehalten  denken.  Wenn  drei  nich 
einer  geraden  Linie  liegende  materielle  Punkte  A,  2?,  C  ui 
einander  durch  starre  Linien  verbunden  sind,  und   zwei  an< 

materielle  Punkte  O,  P  mit  je 
Fig.  12  L  dreien     ebenfalls     durch     sta 

Linien  verbunden  sind,  so  ist  a 
der  Abstand  zwischen  den  bei 
Punkten  0  und  P  unveränder 
(Fig.  121).  Wenn  ausser  die 
beiden  noch  mehrere  andere 
terielle  Punkte  mit  jenen  dr< 
auf  gleiche  Weise  verbunden  s; 
so  haben  alle  diese  Punkte  a 
gegen  einander  unveränderli 
Lage,  und  es  ist  so  gut,  als  wären  alle  diese  Punkte  unter  c 
ander  ebenfalls  durch  starre  Linien  verbunden. 


Begriff  des  Systems  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte.     151 

Je  grösser  man  sich  die  Zahl  dieser  materiellen  Punkte,  und 
je  kleiner  man  sich  die  Abstände  der  benachbarten  Punkte  denkt, 
um    so  mehr  nähert  man  sich  dem  Begriff  eines  absolut  festen 
Körpers ,  oder  eines  geometrischen  Körpers ,   welchen  man  sich 
ausgestattet  zu  denken  hat  mit  den  physicalischen  Eigenschaften 
eines  seinen  Raum  stetig  erfüllenden  Systems  von  unendlich  vielen 
unveränderlich    mit   einander   verbundenen   materiellen   Punkten. 
Je    zwei  Punkte  eines  solchen  Systems  sind  als  durch  eine  gerade 
starre  materielle  Linie  verbunden  anzusehen;  zwei  auf  diese  bei- 
den. Punkte  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen  der  Verbin- 
dungslinie wirkende  gleich  grosse  Kräfte  halten  daher  stets  ein- 
ander im  Gleichgewicht,  und  dieser  Gleichgewichtszustand  bleibt 
aixoh  dann  noch  bestehend,   wenn   der  Angriffspunkt   einer  der 
Kräfte  an  eine  andere  Stelle  der  materiellen  Linie  verlegt  wird. 
Annäherungsweise   findet   der  Begriff  des  Systems  unverän- 
derlich verbundener  materieller  Punkte  seine  Verwirklichung  in 
denjenigen  Körpern,  welche  man  im  gewöhnlichen  Leben   „feste 
Körper*  nennt.    Zwischen  den  materiellen  Punkten  eines  solchen 
Körpers    sind    in    der   That    gewisse    Widerstandskräfte    —    die 
Elasticitäts  -  Widerstände  —  thätig,  durch  welche  die  Abstände 
derselben  nahezu  unverändert  erhalten  werden.     Versucht  man, 
zwei  Punkte  eines  sehr  harten  festen  Körpers  durch  Druck-  oder 
Zugkräfte  einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen, 
80  findet  man,  dass  diesen  Verschiebungen  Widerstände  entgegen- 
wirken, durch  welche  die  aufgewendeten  Kräfte  —  falls  dieselben 
rieht  eine  übermässige  Grösse  hatten  —  allemal  im  Gleichgewicht 
gehalten  werden.    Streng  genommen  zwar  stellt  sich  dieser  Gleich- 
gewichtszustand  zwischen  Kräften  und   Widerständen   erst  dann 
her,    wenn  eine  kleine  Verschiebung  bereits  wirklich  eingetreten 
Jst      Doch  sind  dergleichen  Formänderungen   einerseits  nur  vor- 
übergehende,   insofern   sofort  nach  dem  Aufhören  der  Kraftwir- 
hu^g  die  ursprünglichen  Abstände  zwischen  den  materiellen  Punk- 
ten sich  wiederherstellen,  andrerseits  sind  dieselben  so  klein,  dass 
in   einer  grossen  Zahl  von  Fällen  es  durchaus  nicht  erforderlich 
ist,  auf  dieselben  Rücksicht  zu  nehmen  —  ihre  Berücksichtigung 
wenigstens  in  der  gestellten  Aufgabe  nicht  verlangt  wird. 

Es  erscheint  hiernach  zulässig  und  rathsam,  die  Gesammt- 
heit  derjenigen  Aufgaben,  welche  die  sogenannten  festen  Körper 
treffen  —  jenachdem  darin  die  Mitberücksichtigung  jener  Form- 
änderungen  und   der    Veränderlichkeit   jener   Elasticitätswider- 


152  Dritter  Abschnitt.    Cap.  IX.    §.  3& 

• 

stände  verlangt  oder  nicht  verlangt  wird  —  in  zwei  gesonderte 
Gruppen  zu  zerlegen,  und  demgeinäss  die  „Mechanik  fester  Kör- 
per" in  die  beiden  Haupt -Abtheilungen  einzutheilen :  „Mechanik 
absolut  fester  Körper"  und  „Mechanik  elastischer  fester  Körper. fc 
In  der  letzteren  Abtheilung,  welche  wohl  auch  die  „Lehre  voi 
der  Elasticität  und  Festigkeit  der  Körper"  genannt  wird,  findet 
alle  diejenigen  Fälle  ihre  Erledigung,  in  welchen  die  Form 
Aenderungen  der  Körper  in  Betracht  kommen,  so  wie  die  Gross 
der  Elasticitätswiderstände  und  die  Gesetze,  nach  welchen  diese] 
ben  mit  der  Form  des  Körpers  und  mit  den  auf  ihn  einwirkende 
Kräften  sich  ändern.  Die  erstere  Abtheilung  dagegen  nmfimt 
ausschliesslich  alle  diejenigen  vergleichsweise  einfacheren  FälL 
in  denen  alle  Formänderungen  gänzlich  unberücksichtigt  bleibe 
und  die  Körper  demnach  als  absolut  unveränderliche  Systeme  v«* 
materiellen  Punkten  angesehen  werden  dürfen. 

Ein  System  von  unveränderlich  verbundenen  materiell-« 
Punkten  befindet  sich  im  Gleichgewichtszustande,  wenn  jeäL 
einzelne  Punkt  desselben  im  Gleichgewichtszustande  sich  befind« 
d.  h.  wenn  jeder  einzelne  Punkt  eine  geradlinige  gleichförmig 
Bewegung  ausführt  (deren  Geschwindigkeit  auch  Null  sein  kam: 
Wegen  der  Unveränderlichkeit  der  Abstände  stimmen  alsdaii 
mit  der  Bewegung  eines  Punktes  die  Bewegungen  aller  übrig« 
Punkte  genau  überein,  und  ist  folglich  das  ganze  System 
diesem  Falle  entweder  in  fortschreitender  geradliniger  und  gleic 
förmiger  Bewegung  begriffen,  oder  auch  —  insofern  die  Geschwi: 
digkeit  Null  als  specieller  Fall  einer  solchen  Bewegung  zu  b« 
trachten  ist  —  im  Ruhezustände  befindlich. 

Wenn  dagegen  ein  einziger  Punkt  des  Systems  ungleichförm~ 
oder  krummlinig  sich  bewegt,  so  sind  mit  den  Aenderungen  J 
dem  Bewegungszustande  dieses  einen  Punktes  immer  Bewegung 
änderungen  anderer  Punkte  des  Systems  verbunden,  und  ma 
kann  in  diesem  Falle  das  ganze  System  als  im  Nichtgleichgewicl 
befindlich  ansehen.  Dieser  letztere  Fall,  bei  welchem  auf  A 
Aenderungen  der  Stellung  des  Systems  gegen  die  Richtungen  d-« 
wirkenden  Kräfte,  sowie  auf  die  Art  der  Massenvertheilung  * 
Inneren  des  Systems  Rücksicht  genommen  werden  muss,  ist  offe 
bar  verwickelter  als  der  Fall  des  Gleichgewichts,  bei  welche 
die  Verbindungslinien  der  einzelnen  Punkte  stets  dieselben  Rio 
tungen  behalten,  auch  von  den  unendlich  vielen  materiellen  PuXi 
ten  des  Systems  nur  diejenigen  in  Betracht  kommen,  welche    c 
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Angriffspunkte  der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  bilden. 
Ueberdies  lässt  sich  —  wie  später  gezeigt  wird  —  der  Fall  des 
Nichtgleichgewichts  mittelst  der  Principien  der  Lehre  von  der 
relativen  Bewegung  zurückfuhren  auf  den  des  Gleichgewichts. 
Aus  diesem  Grunde  ist  es  zweckmässig,  die  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht oder  die  „Statik  fester  Körper"  der  Lehre  vom  Nicht- 
gleichgewicht  (Dynamik  fester  Körper)  voranzustellen. 

Im  §.  26  ist  nachgewiesen,  dass  hinsichtlich  der  Gleichge- 
wichtsbedingungen für  die  auf  einen  einzelnen  materiellen  Punkt 
wirkenden  Kräfte  es  durchaus  keinen  Unterschied  macht,  ob  der 
Punkt  im  Ruhezustande  oder  in  geradliniger  gleichförmiger  Be- 
wegung begriffen  ist.  Hieraus  folgt,  dass  auch  für  die  auf  ein 
ganzes  System  wirkenden  Kräfte  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts genau  übereinstimmen  mit  denen  der  Ruhe.  Es  kann 
daher  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen  das  System  als  im 
absoluten  Ruhezustande  befindlich  angenommen  werden,  ohne  dass 
die  Allgemeinheit  der  Untersuchungen  dadurch  beeinträchtigt 
würde. 

§.  37. 

Mittelkraft  zweier  in  derselben  Ebene  wirkender  Kräfte 

mit  verschiedenen  Angriffspunkten. 

In  einem  von  mehreren  Kräften  im  Gleichgewicht  gehaltenen 
Systeme  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte  kann  der 
Angriffspunkt  jeder  einzelnen  Kraft  an  irgend  eine  andere  Stelle 
ihrer  Richtungslinie  verlegt  werden,  ohne  dass  der  Gleichgewichts- 
zustand dadurch  gestört  würde  —  vorausgesetzt,  dass  der  neue 
Angriffspunkt   dem   Systeme   ebenfalls   angehört,    also    mit    dem 
früheren  als  durch  eine  Starre  Linie  verbunden  angesehen  werden 
^ann.    Denn  ohne  dass  dadurch  Etwas   geändert  würde,   können 

an  irgend  einem  Punkte  Pin  der 
Richtungslinie  der  Kraft  K  zwei 
ihr  gleiche  einander  entgegenge- 
setzte Kräfte  Kx  und  Kt  ange- 
bracht werden  (Fig.  122).  Die 
beiden  Kräfte  K  und  K%  werden 
alsdann  (nach  §.  36)  durch  den 
Widerstand   der  starren  Verbin- 
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duiigslinie  OP  aufgehoben,  und  die  übrig  bleibende  Kraft  Kt  h 
daher  auf  den  Gleichgewichtszustand  genau  denselben  Einfluf 
welcher  vorher  von  der  Kraft  K  ausgeübt  wurde. 

Hieraus  folgt,  dass  für  drei  an  gemeinschaftlichem  Angrifl 
punkte  einander  im  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  sta 
des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0  auch  die  in  ihren  Ric 
tungsliuien   liegenden   zu   demselben   Systeme    gehörigen    Punk 

L,  M,  N  als   Angrifl 
Fig.  123.  punkte    gewählt    werdt 

können,  ohne  dass  in  d 
Wirkung  der  Kräfte  E 
was  geändert  würde  (P 
123).  Eben  so  wea 
würde  eine  Störung  «: 
Gleichgewichtszustand 
dann  eintreten,  wenn  sta 
der  beiden  Kräfte  «P, 
ihre  Mittelkraft  R  eing 
führt  würde,  und  wei 
als  Angriffspunkt  dieser  letzteren  statt  des  Punktes  0  irgend  e 
anderer  in  ihrer  Riehtungslinie  liegender  Punkt  J  gewählt  würJ 
Die  in  den  Punkten  M,  N  wirkenden  Kräfte  P,  Q  haben  dah« 
genau  dieselbe  Wirkung,  wie  die  in  dem  Punkte  J  wirkend 
Kraft  R.  Es  kann  folglich  von  der  Mittelkraft  zweier  Kräfl 
unter  Umständen  auch  dann  noch  die  Rede  sein,  wenn  die  beide 
Kräfte  an  verschiedenen  Angriffspunkten  wirken. 

Zugleich  ist  der  in  diesem  Falle  zum  Auffinden  der  Mitte 
kraft  einzuschlagende  Weg  in  Fig.  123  indirect  schon  angedeute 
Wie  nämlich  die  beiden  am  gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  * 
wirkenden  Kräfte  P,  Q  ersetzt  werden  konnten  durch  die  resi 
in  den  Punkten  M,  N  wirkenden  Kräfte  P,  Q:  so  könne 
auch  umgekehrt  diese  letzteren  —  falls  sie  die  unmittelbar  gi 
gebeneu  sind  —  ersetzt  werden  durch  die  ersteren;  und  ergiel 
sich  hieraus  für  die  Bestimmung  der  Mittelkraft  zweier  Kräf5 
die  Regel: 

Man  verlege  die  Angriffspunkte  der  beiden  gegebenen  Kräf 
an  den  Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungslinien  und  wende  a3 
dann  die  für  Kräfte  mit  gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  g« 
tenden  Regeln  an. 

Für  die   beiden  rechtwinklig  zu  einander  gerichteten  Seite 


Fig.  124. 
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iräfte  der  Mittelkraft  von  zwei  am  gemeinschaftlichen  Angriffs- 
punkte 0  wirkenden  Kräfte 
Kx  und  K2  würden  nach 
Fig.  124  die  Gleichungen 
gelten : 

112)  Bcosol  =  Ki  cos«, 

-f-ÜTa  cosaa 

113)  R  sina^if,  sina, 

-\-K%  sina2. 

Diese  beiden  Gleichun- 
gen     geben     vollständige 
Auskunft  über  Grösse  und 
Richtung  der  Mittelkraft  R 
und  würden  in  der  Mecha- 
nik   des    einfachen    mate- 
riellen   Punktes    vollkom- 
men   ausreichen,    um    die 
Mittelkraft  selbst  zu  bestimmen,   insofern  dort  selbstverständlich 
der  Ort  des  materiellen   Punktes  als  Angriffspunkt   sämmtlicher 
Kräfte,  folglich  auch  der  Mittelkraft  anzusehen  wäre.     Wenn  da- 
gegen statt  des   gemeinschaftlichen   Angriffspunktes  0  die  beiden 
Punkte  O,  und  Ü%   als   Angriffspunkte   resp.   der   beiden    Kräfte 
^i   und  K%    gegeben   sind,   so    zeigt  es   sich,    dass  jene  beiden 
Gleichungen  zur  vollständigen   Bestimmung  der  Mittelkraft  noch 
nicht  ausreichen.     Es  bedarf  vielmehr  in  dem  vorliegenden  Falle 
n°ch  einer   dritten   Gleichung,    durch   welche   ausgedrückt   wird, 
"ass   von   allen   den   unendlich   vielen   Kräften ,    welche    die   von 
°"1gen  beiden  Gleichungen  vorgeschriebene  Grösse   und  Richtung 
besitzen,  speciell  diejenige  gemeint  ist,  deren  Richtungslinie  durch 

dei*  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  gegebenen  Kräfte  hindurch- 
geht. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  das  Gesetz   der  statischen  Momente 

'*•  22,  Gleichung  53)  benutzt  werden;   denn   von   allen  Kräften, 

We*che  den  obigen  beiden  Gleichungen  genügen,   ist  es   nur  eine 

e***2ige,  deren  Abstand  von  dem  festen  Punkte  P  der  Kraft-Ebene 

fu6leich  die  bestimmte  Grösse  l  hat.     Wenn  also  zu  den  beiden 

f *i   * 

^eichungen  112)  und  113)  noch  die  Gleichung: 

114)  Rl  =  Ktlt  +  Ktl% 

^^ugefügt  wird,  so  sind  durch  diese  drei  Gleichungen  nunmehr 

^össe,  Richtung  und  Lage  der  Mittelkraft  R  völlig  bestimmt. 
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Die  obige  Beweisführung  gründete  sich  auf  die  Voraussetzung» 
dass  die  Richtungslinien  der  beiden  gegebenen  Kräfte  in  einend 
bestimmten    Punkte    zusammentreffen.      Wenn    aber    die    beide] 
Kräfte   parallel   sind,   so   existirt   ein  solcher  Durchschnittspunkl 
nicht.     Es  bleibt  also  noch  übrig,   zu   untersuchen,  ob  jene  dre*  -^ 
Gleichungen  auch  für  diesen  Fall  noch  gültig  sind. 

Die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  kann  in  di< 
sem    Falle    als    rechtwinkelig    zur   Richtung   der    beiden    Kraft 
stehend  angenommen  werden;   denn  wäre  dies  nicht  der  Fall, 
würde   durch   Verschiebung   eines   der   Angriffspunkte   längs   d« 
betreffenden  Kraftrichtung  dieser  Fall   sofort  hergestellt  werd« 
können. 

Wenn   man   an   den   Angriffspunkten   A  und  B  der   beicL^^u 
gegebeneu   Kräfte   noch  zwei  in  der  Verbindungslinie  AB  m%^üi 
entgegengesetzten   Richtungen   wirkende   gleich   grosse  Kräfte»  ^^, 
und  Q2  hinzufügt,  so  wird  dadurch  in  der  Wirkung  der  gegeben*  ^^n 

Kräfte  Kx  und  Kt  Nicl^* 


* 


n 


i    »^ 


Q,~ 


Fig.  125.  geändert,  denn  die  t>^i- 

R  den  Kräfte  Q,  und    £2t 

werden  durch  die  ^/Wi- 
derstände   der    starrten 
Ki  Ks       p        Verbindungslinie      A   -^ 

aufgehoben    (Fig.  12&> 
Die   Wirkung   der 
— >q3      Kräfte  Kn  K2,  QM 

ist  also  genau  dieselfc^0 
wie  die  der  zwei  Kräf*6 
KX,K%.  Jene  vier Kräf*6 
können  aber  paarweise 


U  D\ bL 


A  X  u 


zu  den  Mittelkräften  I\  und  Pt  vereinigt  werden.  Folglich  hab«» 
diese  letzteren  beiden  Kräfte  ebenfalls  genau  dieselbe  Wirku^*(S 
wie  die  Kräfte  K%  und  K2 ;  geben  auch  für  jede  beliebige  A<**" 
senrichtung  dieselbe  Seitenkraft -Summe  und  in  Bezug  auf  jed^n 
beliebigen  festen  Punkt  der  Ebene  dieselbe  Momenten  -  Sum**e 
wie  jene  Kräfte;  denn  jede  von  den  beiden  Kräften  P  vertritt  m 
dieser  Beziehung  ihre  beiden  Seitenkräfte,  und  die  Beiträge  <**r 
Kräfte  Q  heben  bei  der  Summation'  einander  auf.  Da  nun  *3ie 
Gültigkeit  der  drei  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Mittelkraft  # 
von  den  beiden  Kräften  Px ,  P2  schon  als  bewiesen  vorausgeso  *it 
werden   darf,  insofern  deren  Richtungslinien  in  dem  Punkte 
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inander  schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass  jene  drei  Gleichungen 
ich  zur  Bestimmung  der  Mittelkraft  von  den  beiden  gegebenen 
ruften  ÜT,  und  Kt  unmittelbar  benutzt  werden  dürfen;  denn 
le  Mittelkraft  R  ist  zugleich  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte 
i    und  Kt. 

Aus  den  Gleichungen  112)  und  113)  ergeben  sich,  wenn  darin 
=  a,  =  90°  substituirt  wird,  die  Werthe: 

115)  J2  =  JT,  +  AT,     und    a  =  90°,  d.  h.: 

>  Hittelkraft  von  zwei  parallelen  Kräften  ist  gleich  deren 
mme  und  hat  dieselbe  Richtung. 

Die  Gleichung  114)  kann  benutzt  werden,   um  den  Punkt  D 

bestimmen,   in  welchem  die  Verbindungslinie  der  beiden  An- 

iffspunkte   von   der   Richtungslinie   der  Mittelkraft  geschnitten 

rd.    Wenn  dieser  Punkt  als  Drehpunkt  für  die  statischen  Mo- 

>nte  gewählt  wird,  so  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

116)  o  =  Kllx—  K2  lt<    oder   ^  =  h-. 

Die  beiden  Theile  also,  in  welche  die  Länge  AB  durch  die 
cfatungslinie  der  Mittelkraft  zerlegt  wird,  verhalten  sich  umge- 
hrt  wie  die  an  den  Endpunkten  wirkenden  Kräfte. 

Wenn  man  durch  eine  Wiederholung  des  eben  angewendeten 

Tfahrens  die  Mittelkraft  zweier  Parallelkräfte  mit  einer  dritten 

einer  Mittelkraft  vereinigt,   diese  letztere  wiederum  mit  einer 

rten,  und  auf  gleiche  Weise  sich  das  Verfahren  weiter  fortge- 

tt  denkt,   so  findet  man,   dass  auch  für  beliebig  viele  in  der- 

ten  Ebene  wirkende  Parallelkräfte  die  Sätze  gelten: 

Die  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  ist  gleich  deren  Summe 

hat  dieselbe  Richtung. 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  in  Bezug  auf  irgend 
Punkt  der  Kraft-Ebene  ist  gleich  der  Summe  der  statischen 
tte  aller  einzelnen  Kräfte  in  Bezug  auf  diesen  Punkt, 
tiese   beiden  Sätze  lassen   sich  in  abgekürzter   Form  auch 
die  beiden  Gleichungen  ausdrücken: 

117)  R  =  1(K),       118)    Rl  =  Z(Kt). 

§.  38. 
Kräftepaare  oder  Drehkräfte. 

h  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Parallelkräfte  von  un- 
Grösse  können    immer    durch    eine    Mittelkraft    ersetzt 
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werden,  für  welche  die  drei  Gleichungen  112),  113),  114)  gültig 
sind.  Um  den  Beweis  dieses  Satzes  auf  den  vorigen  zurückzu- 
führen, ist  es  nur  erforderlich,  nachzuweisen,  dass  durch  Hinzu 
fugen  der  beiden  gleich  grossen  entgegengesetzten  Kräfte  Q,,  Q 

auch  in  diesem  FalL 
Fig.  126. 
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lelogrammen  die  Gleichungen: 


zwei  Mittelkräfte  enl 
stehen ,  deren  Rick 
tungslinien  irgend?* 
zusammentreffen  (Fi 
126).  Für  die  beidL« 
spitzen  Winkel  s ,  a  m 
s2,  welche  die  beicl* 
Mittelkräfte  P,  o.i 
P2  mit  der  Verbi 
dungslinie  der  beide 
Angriffspunkte  eii 
schliessen ,  ergebe 
sich  aus  den  betre 
fenden  Kräfte-Parat- 


*t 


K> 


tgs.  =q-     und     tgsa  =  Q  . 

Wenn  ÜT,  >  K%,  so  ist  auch  s,  >  ss,  denn  die  beiden  Nennet 
Q,  und  Qa  sind  einander  gleich.  Sobald  also  die  beiden  gege^ 
benen  Kräfte  Kx  und  K%  verschiedene  Grösse  haben,  sind  aucJ 
die  beiden  Kräfte  P,  und  P%  verschieden  gerichtet,  treffen  also 
in  irgend  einem  Punkte  C  zusammen,  wo  ihre  Mittelkraft  R  aar 
die  gewöhnliche  Weise  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  be- 
stimmt werden  kann.  Da  im  Uebrigen  das  ganze  Beweisverfahren: 
des  vorigen  Paragraphen  auch  auf  diesen  Fall  Anwendung  findet 
so  können  die  Gleichungen  112),  113),  114)  unmittelbar  zur  Be- 
stimmung der  Mittelkraft  benutzt  werden.  Aus  den  ersten  beider 
Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  et,  =  90°  und  a,  =  270°  ge- 
setzt wird,  die  Werthe: 

119)    R  =  Kx  —  K%  und  aa  =  90°,  d.  h. 

Die  Mittelkraft  zweier  Parallelkräfte  von  ungleicher  Gros» 
und  entgegengesetzter  Richtung  ist  gleich  deren  Differenz  mm 
hat  die  Richtung  der  grösseren. 

Den  Durchschnittspunkt  D,  in  welchem  die  Verlängerung  d-- 
Verbindungslinie  AB  von  der  Richtungslinie  der  Mittelkraft 
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schnitten  wird,  findet  man  aus  der  Gleichung  der  statischen 
Momente,  welche,  wenn  eben  dieser  Punkt  als  Drehpunkt  gewählt 
wird,  diö  Form  annimmt: 

o  =  -  Kx  x  +  Kx  (x  -f  AB). 

Hieraus   ergiebt   sich  für  den  Abstand   der  Mittelkraft  von 
der   grösseren  Kraft  Kl  der  Werth: 

*»  *  -  £;-_?!■ 

Setzt  man  Kx  =Ä%,  so  erhält  man  für  die  Grössen  R  und  x 
aus  den  Gleichungen  119)  und  120)  die  Werthe: 

R  =  o    und     x  =  oo , 

d.  h.  wenn  die  Wirkung  von  zwei  gleich  grossen,  entgegengesetz- 
ten Parallelkräften  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden  sollte, 
so  müsste  diese  Kraft  die  Grösse  Null  haben  und  zugleich  in 
unendlicher  Entfernung  angebracht  werden.  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Von  zwei  gleich  grossen  entgegengesetzt  gerichteten  Paral- 
lelkräften giebt  es  keine  Mittelkraft. 

Ein  solches  Paar  von  gleich  grossen  entgegengesetzten  Paral- 
lelkräften wird  ein  Kräftepaar  oder  auch  —  insofern  die  Wirkung 
desselben  im  Hervorbringen  einer  Drehbewegung  bestehen  würde 
—    eine  Drehkraft  genannt. 

Der  Umstand,  dass  zwei  solche  Kräfte  sich  nicht  durch  eine 
einzige  Kraft  ersetzen  lassen,  bedingt  hinsichtlich  des  Aufsuchens 
der  Gleichgewichtsbedingungen  eine  wesentliche  Abweichung  von 
dem  bisher  verfolgten  Wege.  * 

In  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes,  d.  h.  in 
solchen   Fällen,   wo  die   Kräfte  an  gemeinschaftlichem   Angriffs- 
punkte wirkten,   konnte   die  Wirkung  beliebig   vieler  gegebener 
Kräfte  stets  durch  eine  einzige  Mittelkraft  ersetzt  werden.     Um 
die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  zu  finden,  war  es  daher 
nur  nöthig,    den  allgemeinen  mathematischen   Ausdruck  für  die 
Mittelkraft  abzuleiten  und  diesen  Ausdruck  alsdann  gleich  Null 
z&  setzen. 

In  der  Mechanik  des  Systems  von  unveränderlich  verbundenen 

^teriellen   Punkten  kann  dagegen  ein   solches   Verfahren   nicht 

f11^  Ziele  fuhren.    Denn,  wie  das  vorliegende  Beispiel  zeigt,  kann 

^  Kräften  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  —  specielle  Fälle 

geschlossen  —  von  einer  Mittelkraft  derselben  im  Allgemeinen 


1G0 
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gar  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Es  müssen  daher  ähnliche  V or- 
theile, wie  sie  bisher  durch  Einführung  der  Mittelkraft  erreicht 
wurden,  hier  auf  anderem  Wege  erstrebt  werden. 

Bei  Kräften  mit  gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  wurde 
mit  dem  Aufsuchen  der  Mittelkraft  lediglich  die  thunlichste  Ver- 
einfachung des  gegebenen  Falles  bezweckt,  und  als  grösstmögliche 
Vereinfachung  erwies  sich  die  Reduction  des  ganzen  gegebenen 
Kräfte -Systems  auf  eine  einzige  Mittelkraft  Da  es  sich  nun 
herausgestellt  hat,  dass  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Pa- 
rallelkräfte für  sich  allein  ein  Kräfte -System  bilden,  dessen  Form 
einer  weiteren  Vereinfachung  nicht  mehr  fähig  ist,  so  müssen 
solche  Kräftepaare  einstweilen  als  einfache  Wirkungselemente  auf- 
gefasst  werden,  und  ist  deren  Wirkungsweise  deshalb  als  Gegen- 
stand einer  speciellen  Untersuchung  zu  behandeln,  in  derselben 
Weise  wie  früher  die  Wirkungsweise  einzelner  Kräfte  mit  gemeir*- 
schaftlichem  Angriffspunkte  untersucht  worden  ist. 

Als   Resultat   dieser  Untersuchung  wird   sich   herausstellen.  : 
dass  die  Wirkung  beliebig  vieler  Kräftepaare  auf  einen  Körp^* 
genau   in   derselben   Weise    auf   geometrischem  Wege    bestimm»,  t 
werden  kann,  wie  die  von  Einzelkräften  mit  gemeinschaftlichem» 
Angriffspunkte,  sobald  man  nur  auf  eine  bestimmte  sogleich  näh»* 
zu  erklärende  Weise  jedes  Kräftepaar  durch  eine  einzige  geracie 
Linie   von  bestimmter  Richtung  und  Länge  geometrisch  darstellt 
(an  willkürlich  zu  wählender  Stelle) ,   und  diese   Linien  alsdarm  ** 
wie  Repräsentanten  von  Einzelkräften  behandelt,  von  denen  die 
Mittelkraft  gefunden  werden  soll. 

Die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  der  Kräfte 
eines  Kräftepaars  kann  stets  als  rechtwinkelig  zur  Kraftrichtut~^£ 
stehend  angenommen  werden;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall, 

würde  durch  Verlegung  des  einen  A: 
griff spunktes  dieser  Fall  sofort  he? 
gestellt  werden  können.  Der  Abstai^*- 
AB=l  zwischen  den  Richtungslini^»* 
der  beiden  Kräfte  wird  der  HebelaC"^* 
des  Kräftepaares  genannt,  und 
Product 

Kl  =  Kraft  mal  Hebelarm  =  3Jt 
wird  das  Moment  des  Kräftepaa 
genannt  (Fig.  127).    Irgend  eine 
rade  Linie  wn,  welche  rechtwink*^l*£ 


Fig.  127. 


TC 
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zur  Ebene  des  Kräftepaares  gerichtet  ist  und  so  viele  Längen- 
Einheiten  enthält  als  die  Momenten -Zahl  3H  angiebt,  wird  die 
Afihse  des  Kräftepaares  genannt. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass   durch  die  Grösse  und  Rich- 
tung der  Achse  die  Wirkung  des  Kräftepaares  völlig  bestimmt 
ist,  und  dass  daher  diese  Achsen  als  geometrische  Repräsentanten 
der  Kräftepaare  betrachtet  werden  dürfen ,   gerade  so  wie  bisher 
schon  immer  durch  gerade  Linien  von  bestimmter  Richtung  und 
Lange  die  einfachen  Kräfte  geometrisch  dargestellt  wurden.  Wenn 
man  ?on  willkürlich   zu  wäldendem  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punkte aus  die  Achsen  sämmtlicher  gegebenen   Kräftepaare  ab- 
trägt und  mit  diesen  Achsen  so  verfährt,  als  wären  sie  Reprä- 
sentanten von  einfachen  Kräften,  deren  Mittelkraft  gefunden  wer- 
den soll,  so  erhält  man  als  Resultirende  die  Achse  desjenigen 
Kräftepaares,  durch  welches  die  sämmtlichen  gegebenen  Kräfte- 
paare ersetzt  werden  können,  d.  h.  die  Achse  des  resultirenden 
Kftepaares. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  allgemein  zu  beweisen,  genügt 
es  zu  zeigen,  dass  derselbe  in  Bezug  auf  zwei  beliebig  gegebene 
foaftepaare  richtig  ist,  dass  also  das  Parallelogramm-Gesetz  auch 
för  Kräftepaare  oder  Drehkräfte  gilt  —  vorausgesetzt,  dass  die- 
nten auf  die  eben  angegebene  Weise  durch  einfache  Linien 
dargestellt  werden. 

§.  39. 
Parallelogramm  der  Drehkräfte. 

A)    Kräftepaare  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Zwei  in  derselben  Ebene  wirkende  Kräftepaare  von  gleichen 
Momenten  und  entgegengesetzten  Drehungsrichtungen  halten  ein- 
*^der  im  Gleichgewicht. 

Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  nach  der  in  8.  37  ge- 
***ndenen  Regel  die  vier  gegebenen  Kräfte  K,  P  und  Kx ,  P,  paar- 
weise durch  ihre  Mittelkräfte  ersetzt  und  zeigt,  dass  diese  beiden 
Mittelkräfte  R  und  Ä,  einander  aufheben  (Fig.  128).   Das  statische 
Moment  der  Mittelkraft  R  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  ist  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  statischen  Momente  ihrer  Seitenkräfte : 

Kl  -  Pr 
folglich  gleich  Null ,  weil  nach  der  Voraussetzung  Kl  =  Pr  sein 
sollte.  Die  Richtungslinie  der  Kraft  R  geht  also  durch  den  Punkt  B 

**«■,  Mechanik.  11 
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tungslinie  hindurch,  und  aus  gleichem  Grunde  muss  die  Richtung 

der  anderen  Mittelkraft  i£,  durcl 
den  Punkt  A  hindurch  gehen.  Di< 
beiden  Kräfte  R  und  Rv  habei 
ausserdem  gleiche  Grösse  und  wir- 
ken nach  entgegengesetzten  Rieh 
tungen,  denn  die  betreffendei 
Kräfteparallelogramme  bei  dei 
Punkten  A  und  B  unterscheidei 
/  sich  nur  durch  die  entgegengesetz- 

^  \       /  ten  Richtungen  der  gleichliegendei 

*         ~~~^-Ovk  Seiten  von  einander.  Es  halten  da- 

/  \  ~7'x  her  die  beiden  Mittelkräfte  —  unc 

*     \„  folglich  auch  ihre  vier  Seitenkräfa 

—  einander  im  Gleichgewicht. 
Wären  die  Richtungslinien  sämmtlicher  vier  gegebenen  Kräfte 
parallel  gewesen,  so  würde  man  je  zwei  gleich  gerichtete  durcl 
ihre  Mittelkraft  ersetzen  und  als  Drehpunkt  für  das  statische 
Moment  der  einen  Mittelkraft  irgend  einen-  Punkt  in  der  Rieh- 
tungslinie  der  andern  wählen  können.  Da  nach  §.  37  auch  fui 
die  Mittelkraft  von  zwei  gleichgerichteten  Kräften  das  Gesetz  der 
statischen  Momente  gilt,  so  würde  das  im  Uebrigen  mit  dem 
Vorigen  übereinstimmende  Beweisverfahren  ergeben,  dass  auch  in 
diesem  Falle  die  beiden  Mittelkräfte,  folglich  auch  die  beiden 
Kräftepaare,  einander  im  Gleichgewicht  halten. 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dass  die  Wirkungen  von  zwe= 
in  derselben  Ebene  liegenden  Kräftepaaren  übereinstimmen,  wen* 
sie  gleiche  Momente  und  gleiche  Drehungsrichtungen  haben;  dass 
also  in  solchem  Falle  das  eine  durch  das  andere  ersetzt  werde- 

«.      19Q  kann,  ohne  dass  dadurch  Etw» 

^'  K  geändert  würde.    Denn  durc= 

das  Hinzufügen  der  vier  einar~ 
der  gleichen  und  paarweise  ein 
ander  aufhebenden  Paralle 
Kräfte  P1?  Pa,  P„  P4  wird  5 
der  Wirkung  des  gegebene 
Kräftepaares  Kx ,  K%  Niclr* 
geändert  (Fig.  129).  Wer» 
die  Kräfte  P  so  gewählt  we^ 
den,  dass  die  Producte: 


Parallelogramm  der  Drehkräfte. 


Pr    und    Kl 
einander  gleich  sind,  bo  heben  nach  dem  vorigen  Satze  die  beiden 
üraftepaare: 

Pt,  P4  und  Ktr  K, 
einander  auf,   können   daher   auch   fortgelassen  werden,  und  das 
noch  übrig  bleibende   Kräftepaar   P,,  P,    hat   demnach  dieselbe 
Wirkung  wie  das  ursprünglich  gegebene  Kräftepaar  K„  Kt. 

Hieraus  folgt  ferner,  dass  beliebig  viele  in  einer  und  dersel- 
ben Ebene  wirkende  Kräftepaare  sämwtlich  ersetzt  werden  kön- 
nen doich  Kräftepaare ,  welche  gleich  grosse  Momente  und  eine 
und  dieselbe  gerade  Linie  als  gemeinschaftlichen  Hebelarm  haben ; 
mid  alle  diese  wiederum  durch  ein  einziges  Kräftepaar,  dessen 
Krtft  gleich  der  algebraischen  Summe  der  an  einem  der  End- 
punkte des  Hebelarms  wirkenden  Kräfte,  dessen  Moment  folglich 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente  der  ursprünglich 
gegebenen  Kräftepaare  sein  mues. 

B)    Kräftepaaro.  in  parallelen  Ebenen. 
Um  nachzuweisen ,   dass  die   vorigen  Sätze  auch  für  Kräfte- 
PWe  in  parallelen   Ebenen   gelten,   genügt   es   zu   zeigen,   dass 
man,  ohne  die  Wirkung  eines 
Kräftepaares  zu  ändern,  das- 
selbe aus  seiner  Ebene  I  in 
die    ihr   parallele    Ebene   II 
hinein   versetzen   kann   (Fig. 
130).    Wenn  zu  den  Kräften 
Kx,  Ki  des  gegebenen  Kräf- 
tepaares  noch  die  vier  ihnen 
gleichen  und  parallelen,  paar- 
weise  einander    aufhebenden 
Kräfte  K%,  Kt,  Kt,  K.   an 
den   Endpunkten   der  gegen- 
überliegenden Seite  des  Recht- 
ecks vlBüChinzugefügt  wer- 
den, so  wird  dadurch  keinerlei 
Aenderung      hervorgebracht. 
Le    beiden    Kräfte   K„  K^   können  alsdann  durch  ihre  Mittel- 
"*ft  Ä,,   ebenso  die  beiden   Kräfte  Ä", ,   Kt   durch  ihre  Mittel- 
:aft  Rt  ersetzt  werden.     Den   gemeinschaftlichen   Angriffspunkt 
'«»er  beiden  Mittelkräfte  bildet  der  Durchschnittspunkt  der  bei- 
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den  Diagonalen  des  Rechtecks  ABDC,  weil  nach  Gleich 
die  Verbindungslinie  der  Angriffspunkte  von  zwei  gleici 
gleichgerichteten  Kräften  durch  die  Richtungslinie  ihn 
kraft  halbirt  wird.  Es  halten  daher  die  beiden  Mittelkraft 
folglich  auch  die  vier  Kräfte  Kt,  ÜT5,  K%,  ÜT4,  welche 
ersetzt  wurden,  einander  im  Gleichgewicht,  und  könne 
lassen  werden,  ohne  dass  dadurch  Etwas  geändert  wti 
noch  übrig  bleibenden  beiden  Kräfte  2TS,  K%  bilden  nu 
der  Ebene  II  ein  Kräftepaar,  welches  genau  dieselbe 
hat,  wie  das  ursprünglich  gegebene  Kräftepaar  in  der  £ 
Da  innerhalb  jeder  von  diesen  beiden  Ebenen  ein  K 
ersetzt  werden  kann  durch  irgend  ein  anderes  Kräfte 
gleichem  Momente  und  gleicher  Drehungsrichtung,  so  is 
der  Satz  allgemein  bewiesen:  dass  die  Wirkungen  zweie 
paare  übereinstimmen,  wenn  ihre  Drehungs-Ebenen  pars 
Momente  und  Drehungsrichtungen  gleich  sind.    Aus  dei 

düng  dieses  Satzes  mit  de 


Fig.  131. 


^ 


/ 


schon  bewiesenen  ergiebt 
mehr  der  Satz: 

Kräftepaare  mit  ] 
Drehungs  -  Ebenen  könne] 
werden  durch  ein  resi 
Kräftepaar,  dessen  Mome 
der  algebraischen  Summe 
mente  sämmtlicher  gegebe 
tepaare  sn  setzen  ist,  tun 
sen  Drehungs  -  Ebene  irg 
den  gegebenen  parallel 
gewählt  werden  kann. 

C)  Kräftepaare  in  nicht  p 

Ebenen. 

Zwei  Kräftepaare,  de 
hungsebenen  einander  s 
können  immer  dargestell 
als  zwei  Kräftepaare  K 
P,  P, ,  welche  an  irgend  ei 
kürlich  gewählten  Stücke 
der  Durchschnittslinie  als 
schaftlichem  Hebelarm  wir 
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innerhalb  seiner  Drehungsebene   kann   (nach   früher  bewiesenem 
Satze)  jedes  Kräftepaar  beliebig  verschoben   werden  und  durch 
ein   anderes    Kräftepaar    von    gleichem    Momente    und    gleicher 
Drehungsrichtung  ersetzt  werden  (Fig.  131).     Die  an  dem  End- 
punkte A  wirkenden  beiden  Kräfte  ÜT,  P  können  alsdann  nach 
dem  Parallegramm  der  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  R  vereinigt 
werden;  ebenso  die  am  anderen  Endpunkte  B  wirkenden  beiden 
Kräfte  JPn  Px  zur  Mittelkraft  i?,.     Da  die   betreffenden  beiden 
Kräfteparallelogramme  sich  nur  durch  die  entgegengesetzten  Rich- 
tungen der  gleichliegenden  Seiten  von  einander  unterscheiden,  so 
haben  diese  beiden  Mittelkräfte  R,  Rx  gleiche  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung,  bilden  also  ein  Kräftepaar.    Das  Moment 
dieses  resultirenden  Kräftepaares  ist  R .  2,  und  die  Drehungsebene 
desselben  bildet  mit  der  Ebene  1  denselben  Winkel  <p,  welchen 
die   beiden  Kräfte  R  und  K  mit  einander  einschliessen.     Es  soll 
nachgewiesen  werden,  dass  die  Diagonale  OL  des  aus  den  Achsen 
0  Jkl  ugd   ON  der  beiden  gegebenen  Kräftepaare  an  willkürlich 
ge^wählter  Stelle  gebildeten  Parallelogramms    OMLN  diejenigen 
Eigenschaften  besitzt,  welche  der  Achse  des  resultirenden  Kräfte- 
paAres  zukommen. 

Die  Linie   OM  soll  die  Achse  des  Kräftepaares  ÜT,  Kt  dar- 
stellen, steht  also  rechtwinkelig  zur  Ebene  I  und  hat  die  Länge 
JT.  I;   die    Linie    ON  soll  auf  gleiche   Weise*)   die   Achse   des 
Kiräftepaares    P,    P,    darstellen,    steht    also    rechtwinkelig    zur 
Ebene  II  und  hat  die  Länge  P.Z.     Die  beiden  Parallelogramme 
ACDE  und  OMLN  sind  einander  ähnlich;  denn  erstens  ist  der 
Winkel  a  zwischen  den  beiden  Achsen  OM  und  ON  gleich  dem 
Winkel  zwischen  den  beiden  Ebenen  I  und  II,  folglich  auch  gleich 
dem  Winkel  zwischen  den  beiden  Kräften  K  und  P;  und  zweitens 
sind  die  Seiten  des  Parallelogramms  OMLN  sämmtlich  l  mal  so 
gross  als  die  gleich  liegenden  Seiten  des  anderen.    Die  Diagonale 
^£  ist  daher  ebenfalls  l  mal  so«gross  als  die  gleichliegende  Diago- 
nale R  des  anderen,  hat  demnach  die  Grösse  R .  Z,  und  die  Winkel, 
deiche  die   Diagonale   OL  mit  den  Seiten  OM  und  ON  bildet, 
sind  gleich  den  Winkeln,   welche  die  Diagonale  R  resp.  mit  den 
^iten  K  und  P,  folglich  gleich  den  Winkeln ,   welche   die   Ebene 
tfes   resultirenden  Kräftepaares  resp.  mit  den   Ebenen  I  und  II 


*)  Hinsichtlich  der  Richtungen ,  in  welchen  die  Achsen  abzutragen  sind, 
f°lgt  weiter  unten  eine  ausführliche  Erklärung. 
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einschliesst.  Hieraus  folgt,  dass  die  Linie  OL  rechtwinkelig 
Ebene  des  resultirenden  Paares  steht,  dass  also  die  Diagonale 
Achsenparallelogrammes  nicht  nur  der  Grösse,  sondern  auch 
Richtung  nach  die  Achse  des  resultirenden  Paares  darsl 
Irgend  ein  Kräftepaar,  dessen  Ebene  rechtwinkelig  zu  dj 
Achse  steht,  und  dessen  Momenteuzahl  mit  der  Längenzahl  di 
Achse  übereinstimmt,  kann  als  das  Resultirende  der  beiden  g 
benen  Kräftepaare  betrachtet  werden  —  vorausgesetzt, 
zwischen  der  Drehungsrichtung  dieses  Kräftepaares  und  de 
Achsenrichtung  dieselben  Beziehungen  stattfinden,  wie  zwis« 
den  Drehungsrichtungen  der  gegebenen  Kräftepaare  und  d 
Achsenrichtungen. 

Es  ist  nämlich,  wenn  die  Construction  jenes  Achsen -Par 
logrammes  unter  allen  Umständen  zu  dem  richtigen  Resu] 
führen  soll,  erforderlich,  bei  dem  Abtragen  der  Achsen  conseq 
nach  einer  und  derselben  Methode  zu  verfaliren,  um  dadurch 
wisse  Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  welche  sonst  überall 
sich  einstellen,  wo  von  der  Richtung  einer  geraden  Linie  und 
der  Richtung  einer  Drehbewegung  die  Rede  ist.  In  der  Noi 
len  einer  Ebene  giebt  es  —  wie  überhaupt  in  jeder  gen 
Linie  —  zwei  entgegengesetzte  Richtungen,  und  muse  daher 
für  alle  Male  festgestellt  werden,  nach  welcher  von  beiden  Sc 
hin  die  Achse  eines  gegebenen  Kräftepaares  allemal  abgetn 
werden  soll. 

Die  Drehungsebene  jedes  Kräftepaares  theilt  den  unendli 
Raum  in  zwei  Hälften,  welche  —  zwar  an  sich  unterschied 
—  doch  insofern  unterschieden  werden  können,  als  die  Beziel 
gen  der  Drehungsrichtung  des  Kräftepaares  zu  diesen  be 
Raum-Hälften  verschieden  sind.  Diejenige  Raumhälfte  sol 
Bezug  auf  das  Kräftepaar  als  die  „positive"  bezeichnet  wer 
von  deren  Punkten  aus  betrachtet  die  demselben  entsprecht 
Drehbewegung  als  eine  von  links  i»ch  rechts  gerichtete  ersehe 
würde,  d.  h.  übereinstimmend  mit  der  Drehungsrichtung 
Zeiger  einer  gewöhnlichen  Uhr,  wie  sie  einem  von  der  Vor 
seite  aus  gegen  das  Zifferblatt  sehenden  Beobachter  ersch 
die  andere  als  die  negative.  Dem  entsprechend  soll  als  die 
sitive  Richtung  der  Normalen  jener  Drehungsebene  dieje 
bezeichnet  werden,  welche  aus  der  negativen  in  die  positive  Ra 
Hälfte  hineinfuhrt. 

Wenn  von  irgend   einem    Punkte    O   aus    die    Achse   e 
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gegebenen  Kräftepaares  abgetragen  werden  soll,  so  ist  es  an  sich 
gJeichgültig,  nach  welcher  von   beiden  Seiten  hin  —  ob  in  der 

Richtung  von  0  nach  M 


Fig.  132. 


m 


Ar 


oder  von  O  nach  N — 
die  Länge  SW  (gleich 
dem  Momente  des  Kräf- 
tepaares) abgetragen 
wird  (Fig.  132).  Da  es 
indessen ,  wo  mehrere 
Kräftepaare  gleichzei- 
tig vorkommen,  erfor- 
derlich ist,  alle  diese 
Kräftepaare  in  über- 
einstimmender Weise 
zu  behandeln,  so  em- 
pfiehlt es  sich,  von 
vornherein  für  eine  dieser  beiden  Methoden  sich  zu  entscheiden, 
un(l  soll  aus  diesem  Grunde  hier  festgesetzt  werden,  dass  allemal 
<"e  positiven  Richtungen  der  betreffenden  Normalen  als  Rich- 
tigen der  Achsen  gewählt  werden  sollen.  Für  das  in  Fig.  132 
"^gestellte  Kräftepaar  würde  demnach  das  Stück  OM=$Jl  als 
geometrische  Darstellung  der  Achse  zu  wählen  sein.  Die  Achse 
em^8  entgegengesetzt  drehenden  Kräftepaares  derselben  Ebene 
"U^cle  in  der  Richtung  von  O  nach  N  hin  abzutragen  sein. 

Nachdem  hiermit  in  Bezug  auf  zwei  beliebig  gegebene  Kräf- 
kp«tare  der  allgemeine  Beweis  geführt  worden   ist:  dass  das  re- 
sultierende   Kräftepaar    mittelst    genau    derselben    geometrischen 
Methode  bestimmt  werden  kann,  welche  bei  zwei  einfachen  Kräf- 
ko.    mit  gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  zur  Bestimmung  der 
Mittelkraft  benutzt  wurde,  so  können  nunmehr  auch  zur  Bestim- 
toUxig  des  Resultirenden  von  mehr  als  zwei  beliebig  gegebenen 
^Uftepaaren  ohne  Weiteres  alle  diejenigen  Sätze  und  Regeln  an- 
gewendet werden,  welche  in  §.  18  für  die  Bestimmung  der  Mittel- 
kraft von  mehr  als  zwei  beliebig  gegebenen  einfachen   Kräften 
^^    gemeinschaftlichem    Angriffspunkte    gefunden    wurden.     Die 
Aufgabe,    von    beliebig  vielen   beliebig  gegebenen   Kräftepaaren 
**b  Resultirende  zu  finden,  ist  damit  zurückgeführt  auf  die  Auf- 
gabe:  von  mehreren   einfachen   Kräften   mit   gemeinschaftlichem 
^MJriffspunkte  die  Mittelkraft  zu  finden. 

Wenn  also  mit  SKt  3ßa  . . .  3ßn  die  Momente  der  gegebenen 
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Kräftepaare,  mit  X,  (x,  v,  . .  .  XD[xuvn  die  Winkel  bezeichnet  wer- 
den, welche  deren  Achsenrichtungen  mit  drei  rechtwinkelig  zu 
einander  stehenden  Coordinaten-Achsen  einschliessen,  und  wiederum 
abkürzungsweise  die  Bezeiclinungen  eingeführt  werden: 

3»x  =  att.cosX,  -f  üJ^cosX,  +  ...  3ßncosXn 
STOy  =  ÜK,  cosfA,  +  3Ka  cosfjLa  +  . . .  ÜRn  cosfi* 

so  gelten  mit  Bezug 


Fig.  133. 
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auf  Fig.  133  für  das 
Moment  3)i  und  die 
Achsenrichtung  des 
resultirenden  Kräf- 
tepaares die  den 
Gleichungen  42 ...  45 
des  §.  18  analog  g( 
bildeten  Gleichun- 
gen: 

121) 


122)    cosX=       J 


123)  cos  ja  = 

124)  cosv  = 


9»9 


c 


2»^  r5, 


§.  40. 

Allgemeine  Gleichgewichtsbedingungen  eines  Systems 
unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten. 


Es  sollen  die  Bedingungen  festgestellt  werden,  welche  erfu  ^Mlt 
sein  müssen,  wenn  die  an  den  Angriffspunkten  Pn  Pt  .  .  .  Pu  a.  «f 
ein  System  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte  wir- 
kenden Kräfte  Kx ,  K2  .  .  .  Kn  einander  im  Gleichgewicht  halt^3ß 
sollen. 

Ohne  in  der  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  Etwas  zu  änderr*»-» 
kann  man  an  irgend  einem  beliebig  gewählten  Punkte  A  d^e 
Systems  in  einer  Richtungslinie  parallel  der  Kraft  Kl  zwei  «r-^-t- 
gegengesetzte  Kräfte  hinzufügen,   deren  jede  gleich  Kx  ist. 


Allgemeine  Gleichgewichtsbedingungen.  169 

tn  Stelle  A  kann  man  ferner,  ohne  etwas  zu  ändern,  in  einer 
gslinie  parallel  der  Kraft  K2  zwei  entgegengesetzte  Kräfte 

hinzufügen,    deren   jede 
Fig.  134.  gleich  K%  ist.  Auf  gleiche 

K2  4Ki      Weise  kann  man  in  Bezug 

/  auf  alle   übrigen  Kräfte 

/  verfahren  (Fig.  134).  Statt 

/  jeder  einzelnen  von  den  n 

P*  K    ?   *'*       p  gegebenen  Kräften  erhält 

f   /  *  man  alsdann  drei  Kräfte : 

„  \  /  die     eine      von      diesen 

"  *^\J;  drei  Kräften  hat  in  dem 

/;  "^ -- ^  Punkte  A  ihren  Angriffs- 

/  j  *  punkt  und  gleiche  Rich- 

/   y  tunff  mit  der  unmittelbar 

K+    A*  gegebenen  Kraft;  die  bei- 

'  den  anderen  Kräfte  bil- 

mal  ein  Kräftepaar,  bestehend  aus  der  unmittelbar  ge- 
Kraft und  der  gleich  grossen  parallel  entgegengesetzten 
dem  Punkte  A.  Man  erhält  also  im  Ganzen  n  einfache 
on  bekannter  Richtung  und  Grösse  an  dem  gemeinschaft- 
ngriffspunkte  A,  und  ausserdem  n  JKräftepaare ,  deren 
i  und  Achsen  -  Richtungen  aus  der  Lage  des  willkürlich 
n  Punktes  A  und  aus  den  gegebenen  Kräften  zu  bestim- 
I. 

n  einfachen  Kräfte  am  gemeinschaftlichen  AngrifFs- 
4  können  durch  ihre  Mittelkraft  R  ersetzt  werden,  und 
Kräftepaare  können  nach  den  im  vorigen  Paragraphen 
en  Regeln  zu  einem  resultirenden  Kräftepaare  vom  Mo- 
t  zusammengesetzt  werden.  Da  nach  §.  38  ein  Kräfte- 
tnals  durch  eine  einzelne  Kraft  aufgehoben  werden  kann, 
leichgewicht  nur  dann  vorhanden,  wenn  jene  Mittelkraft 

allein  gleich  Null  ist,  und  zugleich  das  Moment  jenes 
aden  Kräftepaares  für  sich  allein  gleich  Null  ist.  Die  all- 
i  Gleichgewichtsbedingungen  lassen  sich  also  durch  die 
rleichungen  ausdrücken: 

125)    R  =  0,        126)     äß  =  0. 

j  von   diesen   beiden   Gleichungen   enthält  indessen  drei 
rleichungen.    Denn  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Mit- 
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telkraft  von  n  einfachen  Kräften  mit  gemeinschaftlichem  Angri 
punkte  ist  nach  Gleichung  42): 

R  =  VrI  +  rI  +  rI 

und  der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Moment  des  Resultirenc 
von  n  gegebenen  Kräftepaaren  ist  nach  Gleichung  121): 

Die   unter  den  Wurzelzeichen   stehenden  Glieder  können 
Quadratzahlen   nie  negativ   sein;   dass   also   die   beiden   Grösi 
R  und  9Ä  gleich  Null  werden,  ist  nur  dadurch  möglich,  dass  je 
dieser  Glieder  für  sich  gleich  Null  wird.     Die  Gleichungen  1! 
und  126)  enthalten  daher  folgende  sechs  Bedingungsgleichung« 

127)  £x  =  0,    128)   Äy  =  0,     129)   R%  =  0 
130)  2K*  =  0,    131)  ÜRy  =  0,    132)  ÜÄ,  =  0. 

Die  vollständige  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  erford 
nur  noch,  dass  die  in  diesen  sechs  Gleichungen  vorkommenc 
Grössen  ausgedrückt  werden  durch  die  unmittelbar  gegebei 
Grössen.    Als  solche  sind  zu  betrachten:  erstens,  die  Grössen« 

einzelnen  Kräfte  K% . . .  j 
Fig.  135.  zweitens ,      die       Win 

«4  ßiTf'OnpBTBi   weit 

die   einzelnen   Kräfte  i 

den  drei  Coordinaten-A« 

/  i        !/  sen  einschliessen ,  dritti 

die  Coordinaten  ihrer  / 
griffspunkte      x\])\z\  « 

XnJ/nZn    (Fig.    135). 

Kjws*t         Die  in  den  ersten  d 
Gleichungen     vorkomm 
den   Grössen    Rx,  Ry, 
\p         -         i.L_.__y_  a  bedeuten    nichts    Ande 

fc  als    die   drei  Seitenkri 

xx  derjenigen  Mittelkraft,  v 

che  die  gegebenen  Kri 
in  dem  Falle  bilden  w 
den,  wenn  sie  alle  an  d 
gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  A  wirkten  —  eine  jede  para 
ihrer  ursprünglich  gegebenen  Richtung.  Die  Grössen  ü?x,  R79 
haben  daher  für  den  vorliegenden  Fall  genau  dieselbe  Bedeute 
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welche  bereits  in  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes 
diesen  Grössen  beigelegt  wurde,  nämlich: 

133)  Rx  =  l(Kcosa),  134)  Äy  =  2(#cosß),  135)  Rz  =  l(Kco^). 
Die  in  den  anderen  drei  Gleichungen  vorkommenden  drei 
Grossen  3KX,  9Äy,  9K«  bedeuten  die  Achsen  oder  Momente  von 
drei  Kräftepaaren,  deren  Achsenrichtungen  resp.  mit  den  drei 
Coordinaten- Achsen  zusammenfallen,  und  durch  deren  Zusammen- 
setzung das  resultirende  Kräftepaar  entsteht.  Man  bestimmt 
diese  drei  Grössen,  indem  man  die  Achse  jedes  der  n  Kräftepaare 
nach  den  drei  Coordinaten-Richtungen  zerlegt  wie  eine  einfache 
Kraft,  und  alsdann  die  für  jede  der  drei  Richtungen  von  den 
einzelnen  Kräftepaaren  gelieferten  Beiträge  zu  einer  algebraischen 
Summe  zusammenfasst. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  jede  der  drei  Grössen  9KX,  9ßy  9Rz 
nichts  Anderes  bedeutet,   als  die  algebraische  Summe  der  stati- 
schen Momente  der  ursprünglich  gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  betreffende  Coordinaten-Achse  genommen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  genügt  es  zu  zeigen,  dass  der- 
selbe in  Bezug  auf  eine  der  drei  Grössen  richtig  ist,  z.  B.  in 
Bezug  auf  die  Grösse  SWX;  und  hierzu  wiederum  wird  es  ausrei- 
chen, wenu  gezeigt  wird ,,  dass  der  von  einem  der  n  Kräftepaare 
herrührende  Beitrag  zu  der  Summe  2Jix  das  statische  Moment  der 
betreffenden  Kraft  in  Bezug  auf  die  X-Achse  bildet.  Es  soll 
Zl*  diesem  Zwecke  nachgewiesen  werden,  dass  der  bei  Zerlegung 
der  Achse  des  Kräftepaares  Kt  Kx  in  die  Richtung  A  X  fallende 
*teitrag  zu  der  Grösse  ÜRX  das  statische  Moment  bildet  von  der  in  dem 

Punkte     P,     wirkenden 


Fig.  136. 


iCcoSa. 


Kraft  Kx  in  Bezug  auf 
die  Achse  AX. 

Wenn  man  an  jedem 
der  beiden  Angriffs- 
punkte A  und  Pl  die 
Kraft  Kx  in  ihre  drei  Sei- 
tenkräfte zerlegt,  so  er- 
hält man  statt  des  einen 
Kräftepaares  KlKl  drei 
andereKräftepaare  beste- 
hend resp.  aus  den  Kräf- 
ten Kx  cos  at ,  K ,  cos  ß , , 
Kx  cos  y,  (Fig.  136).   Die 
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Achse  des  Kräftepaares  Klcosal  steht  rechtwinkelig  zur  Achs 
AX,  weil  die  letztere  in  der  Drehungsebene  ABPX  dieses  Kräfte 
paares  liegt;  die  Achse  dieses  Kräftepaares  kann  daher  bei  de 
Zerlegung  keinen  Beitrag  zu  der  Summe  3RX  liefern,  und  dai 
also  bei  der  Bestimmung  dieses  Beitrages  unberücksichtigt  bleibei 
Ohne  in  der  Wirkung  der  Kräfte  Etwas  zu  ändern,  kan 
man  zu  den  noch  übrig  bleibenden  beiden  Kräftepaaren  die  beide 
an  den  Endpunkten  der  Linie  BD  einander  aufhebenden  Kraft 

A^cosß,   und  die  beide 
Fig.  137.  an    den   Endpunkten   d€ 

Linie  BE  einander  au] 
hebenden  Kräfte  ÜT,  cos  7 
hinzufügen,  wodurch  au 
jenen  zwei  Kräftepaare 
nunmehr  vier  Kräftepaar 
entstehen  (Fig.  137).  Di 
in  den  Punkten  A  und  1 
wirkenden  beiden  Kraft 
Kx  cos(it  bilden  zusamme 
ein  Kräftepaar,  in  desse 
Drehungsebene  die  Acte 
AX  liegt;  ebenso  auch  d: 
in  den  Punkten  A  und  . 
wirkenden  beiden  Kraft 
üft  cos  Tft.  Die  Achsen  di_< 
ser  letzteren  beiden  Kräftepaare   sind  demnach  rechtwinkelig  a 

AX  gerichtet   und   könne 


Fig.  138. 
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bei  der  Zerlegung  kein« 
Beitrag  zu  der  Summe  SC 
liefern. 

Es  bleiben  daher  nur  mm 
die  beiden  in  Fig.  138  alle 
angegebenen  Kräftepaa* 
übrig,  deren  Drehungseben« 
beide  rechtwinkelig  zur  Rfc 
tung  A  X  stehen,  deren  Ac 
sen  also  mit  dieser  Richtui 
zusammenfallen,  deren  AI 
mente  /ft  cos  fi  .  yt  uj 
K  cosßt-Zp  daher    unm: 
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tetbar  die  Beiträge  darstellen ,  welche  daB  Kräftepaar  K,  K,  zu 
der  Summe  3B»  liefert.  Nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Pa- 
ragraphen gegebenen  Erklärung  hat  die  Achse  des  erateren  die 
Riebtang  von  A  nach  X,  die  des  letzteren  die  Richtung  von 
X  nach  A.  Die  erstere  liefert  daher  einen  positiven,  die  letztere 
einen  negativen  Beitrag  zu  der  in  der  Richtung  von  A  nach  X 
hin  abzutragenden  Grosse  SQ}X ,  Der  ganze  von  dem  Kräftepaare 
K,  ff,  herrührende  Beitrag  zu  der  Summe  3R,  hat  demnach  die 
Grösse: 

136)    Wl  =  Jf,cos-flSl  —  Jf.cosß,*,. 

Nach  dem   Gesetze   der   statischen  Momente   (§.  22)  ist  das 

statische  Moment   der  Kraft  Kx  gleich  der  algebraischen  Summe 

"er  statischen    Momente    ihrer   drei   Seitenkräfte   in   Bezug   auf 

irgend   eine  Achse.     Die 


Fig.  139. 


statischen   Momente  die- 
ser  drei   Seitenkräfte   in 
Bezug  auf  die  Achse  A  X 
sind  nach  Fig.  139: 
+  Ä\cosY,y„ 
—  JTt  cosßt  2(,  und  Null. 
Die  algebraische  Sum- 
me dieser  drei   Grössen 
kfosa,       jgj.  i,jentj8Ch  mit  dem  in 
Gleichung  136)  gefunde- 
nen Werthe  von  STO^,  folg- 
lich ist  der  von  dem  Kräf- 
tepaare    IC,  K,    zu    der 
/  "*  Summe     2Rx      gelieferte 

Beitrag  nichts  Anderes 
™  ^as  statische  Moment  der  an  dem  Angriffspunkte  P,  wirken- 
*n  Ursprünglich  gegebenen  Kraft  Ä",  in  Bezug  auf  die  Achse  A  X. 
^e  Cirösse  SD?!  selbst  bedeutet  also  die  algebraische  Summe  der 
Rüschen  Momente  sämmtlicher  gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf 
eae  Achse  und  kann  in  abgekürzter  Form  ausgedrückt  werden 
*"*%  die  Gleichung: 

137)     3»,  =  2(ifcosf  y  —  Kcospz). 
Die  obige  Beweisführung  würde  ihre  Gültigkeit  nicht  verlie- 
'**»   wenn  mit  A  X  diejenige  Achse  bezeichnet  würde,  welche  hier 
*    genannt  wurde,  und  die  Grosse  SD?»  demzufolge  diejenige 
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Bedeutung  erhielte,  welche  vorher  die  Grösse  2ßy  hatte.  Dassel 
gilt  von  derjenigen  Veränderung  in  der  ßezeichnungsweise,  l 
welcher  die  Grössen  9Ä8  und  9ftx  ihre  Bedeutungen  mit  einand 
vertauschen  würden.  Hieraus  folgt,  dass  die  drei  Grössen  JB 
SWy,  9R*  resp.  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten- Achsen  d 
gleichen  Bedeutungen  haben.  Jede  dieser  drei  Grössen  bedeut 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  gegeben« 
Kräfte  auf  die  betreffende  Coordinaten  -  Achse  bezogen.  Für  2 
und  9KE  ergeben  sich  hiernach  die  Werthe: 

138)  ü»y  =  2 (ff cos a  z  —  ff  cos  T  x) 

139)  ÜH,  =  2(ffcosß  x  —  Jifcosa  y). 

Wenn  man  die  in  den  Gleichungen  133),  134),  135)  ui 
137),  138),  139)  gefundenen  Werthe  für  die  in  den  Gleichung« 
127)  .  .  .  132)  vorkommenden  Grössen  substituirt,  so  erhalten  d 
sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  nik 
mehr  die  Form: 

140)  2(ffcosa)=0 

141)  2  (ff  cos  ß)  =0 

142)  2(ffcosT)=0 

143)  2  (ff  cos  y  y  —  ff  cos  ß  z)  =  0 

144)  2  (ff  cos  et  z  —  ff  cos  y  x)  =  0 

145)  2  (ff  cos  ß  x  —  ff  cos  a  y)  =  0. 

Die  Bedeutung  dieser  sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichv 
gen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  in  Worten  ausdrücken: 

Wenn  die  auf  ein  System  von  unveränderlich  mit  einand 
verbundenen  materiellen  Punkten  wirkenden  Kräfte  einander  i 
Gleichgewicht  halten,  so  ist  für  jede  von  drei  rechtwinkelig  * 
einander  stehenden  Coordinaten  -  Achsen : 

erstens,  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwinkelige 
Zerlegung  in  diese  Richtung  fallenden  Seitenkräfte  gleich  Null 

zweitens,  die  algebraische  Summe  der  statischen  Moment 
8ämmtlicher  Kräfte  in  Bezug  auf  diese  Achse  gleich  Null. 

Umgekehrt:  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  befinde 
sich  das  System  im  Gleichgewichtszustande. 

Da  ferner  die  Lage  jenes  Coordinaten-Systems  eine  willkü* 
lieh  zu  bestimmende  war,  so  ist  der  obige  Satz  auch  für  jed< 
andere  Achsenrichtung  als  gültig  zu  betrachten  und  kann  dahe 
auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

Bei  einem  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  feste 
Körper  ist  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwinkeliger 
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legung  in  eine  und  dieselbe  —  übrigens  beliebig  zu  wählende  — 
Richtung  hineinfallenden  Seitenkräfte  der  auf  ihn  wirkenden 
Kräfte  gleich  Null,  und  zugleich  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  sammtlicher  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  in 
Bezug  auf  irgend  eine  beliebig  gewählte  Achse  gleich  Null. 


Gapilel  1 
Wirkungen  der  Schwerkräfte. 

§.  41. 
Mittelkraft  gleichgerichteter  Parallel -Kräfte. 

Dass  nicht  in  allen  Fällen  mehrere  auf  einen   festen  Körper 

wirkende  Kräfte  durch  eine  einzige  Kraft  von  gleicher  Wirkung 

ersetzt  werden  können:   das  zeigte  beispielsweise  schon  der  eine 

m  fc-  38  näher  untersuchte  Fall,  bei  welchem  die  Zahl  der  Kräfte 

z*ei  betrug,  und  die  beiden  Kräfte  ein  Kräftepaar  bildeten. 

Obschon  also  ton  einer  Mittelkraft  der  gegebenen  Kräfte  im 
^gemeinen  gar  nicht  die  Rede  sein  darf  in  der  Mechanik  des 
Systems  materieller  Punkte,  so  kann  doch  das  Princip  der  Mit- 
telkraft auch  hier  noch  mit  Vortheil  benutzt  werden,  besonders 
10  denjenigen  Fällen,  wo  die  Anzahl  der  Kräfte,  deren  Wirkung 
(stimmt  werden  soll,  eine  sehr  grosse  ist.  Wenn  man  nämlich 
111  solchem  Falle  das  unmittelbar  gegebene  Kräfte-System  in  ein- 
2elne  Gruppen  zerlegt  auf  solche  Art,  dass  jede  dieser  Gruppen 
durch  eine  einzelne  Kraft  ersetzt  werden  kann,  so  lässt  sich  durch 
f^ffilirung  dieser  Mittelkräfte  die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte 
^er  —  wenn  auch  nicht  auf  eine  einzige,  so  doch  —  auf  ein- 
übe wenige  Kräfte  zurückführen ,  und  auf  diese  Weise  für  die 
Mittelbar  gegebene  Aufgabe  eine  einfachere  übersichtlichere 
Form  gewinnen. 

Beim  Aufsuchen  dieser  Mittelkräfte  können  die  im  vorigen 
"aragraphen  gefundenen  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 
flitzt  werden.  Denn  die  Mittelkraft  einer  Gruppe  von  Kräften 
lst  immer  so  beschaffen ,  dass  sie  in  entgegengesetzter  Richtung 
frommen  zu   diesen   Kräften  hinzugefügt,  mit  ihnen  zusammen 
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ein  Kräfte-System  bildet,  welches  den  allgemeinen  Gleichgewicl 
Bedingungen  entspricht.  Es  können  daher  die  Bestimmungsstii 
dieser  unbekannten  Kraft  durch  Einführung  derselben  in  die 
gemeinen  Bedingungsgleichungen  und  nachherige  Auflösung  c 
selben  allemal  hestimmt  werden ,  und  kann  auf  diese  Weise  j 
Aufgabe,  welche  das  Auffinden  einer  Mittelkraft  betrifft,  in  € 
Aufgabe  der  Gleichgewichtslehre  verwandelt  werden. 

Unter  denjenigen  lallen,  in  welchen  es  überhaupt  mög] 
ist,  eine  gegebene  Kräfte -Gruppe  durch  eine  einzige  Mittelki 
zu  ersetzen,  sind  als  die  bemerkenswcrthesten  diejenigen  bei< 
Fälle  hervorzuheben,  welche  im  Laufe  der  bisherigen  Uni 
suchung  schon  als  solche  sich  herausgestellt  haben,  näml 
erstens:  der  in  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punk 
bereits  erledigte  Fall,  wenn  sämmtliche  Kräfte  an  gemeinsch* 
lichem  Angriffspunkte  wirken ;  zweitens :  der  in  §.  37  nur  € 
oberflächlich  behandelte  Fall,  wenn  sämmtliche  Kräfte  glei 
Richtung  haben.  Dieser  letztere  Fall  verdient  schon  aus  d 
Grunde  eine  ausführlichere  Untersuchung,  weil  jedes  belie 
gegebene  Kräfte -System  durch  Zerlegung  der  einzelnen  Krii 
nach  den  Achsenrichtungen  eines  Coordinaten-Systems  —  wie 
vorigen  Capitel  bereits  gezeigt  wurde  —  in  einzelne  Grup] 
von  gleichgerichteten  Parallel -Kräften  sich  zerlegen  lässt.  .' 
Bestimmung  der  Mittelkraft  einer  solchen  Gruppe  von  Paral 
kräften  soll  deshalb  als  eine  vorbereitende  Aufgabe  den  weite 
Anwendungen  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  l 
vorangestellt  werden,  und  soll  im  folgenden  gezeigt  werden, 
auch  diese  Aufgabe  mit  Hülfe  jener  allgemeinen  Bedingun 
gleichungen  unmittelbar  gelöst  werden  kann. 

Wenn  mit  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  bezeichnet  werc 
welche  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  gegebenen  Kri 
Kx  . .  .  üfn  mit  den  drei  Achsen  eines  rechtwinkeligen  Coordinal 
Systems  einschliesst,  und  mit  a0,  ß0,  Yo  die  Richtungswinkel  c 
jenigen  Kraft  K0 ,  welche  diesen  Kräften  das  Gleichgewicht  1 
(Fig.  140),  so  nehmen  von  den  sechs  allgemeinen  Gleict 
wichtsbedingungen  (140 .  .  .  145)  die  drei  ersten  folgende  1 
men  an: 

cosa  2(üf)  +  &o  cosa0  =0i  /cos  a  2  (ÜT)  =  —  K0  cosat 

cosß2(ff)  +  /f0cosß0=o[  oder  jcos ß  2 (K)  =  —  K0  cos ^ 
cosy2(/0  +  #ocos7o=0'  vcos  y  2 (K)  —  —  K0  cos x 
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Fig.  140. 


Wenn  man  die  Quadrate   dieser   letzteren  drei  Gleichungen 
addirt,   so  erhält  man  die  Gleichung: 

(wsa^  +  cosß^  +  cosT^LSWl'^^Ccos^+cosßJ  +  cos^), 

oderK0=2(2r), 

und  wenn  man  diesen  Werth 
für  K0  in  den  obigen  drei 
Gleichungen  substituirt,  so 
ergeben  sich  für  die  Rich- 
tungswinkel der  Kraft  K0 
die    Gleichungen : 

cos  cc0  =  —  cos  a, 
cos  ß0  =  —  cos  ß, 

cos  Yö  =  — •  cos  Y- 
Hieraus  folgt,  dass  die 
Kraft  K0  ihrer  Grösse  nach 
gleich  der  Summe  der  ge- 
gebenen  Kräfte   und    ihrer 
Richtung    nach   ihnen    ent- 
gegengesetzt ist.  Die  Mittel- 
kraft selbst  hat  also  gleiche 
Sichtung  mit  den  gegebenen  Kräften  und  ist  ebenfalls  gleich  ihrer 
Summe  —  dasselbe  Resultat,  welches  bereits  in  §.  37  auf  anderem 
Wege  gefunden  wurde. 

Um  die  Lage  der  Mittelkraft  zu  finden,   genügt  es  nunmehr, 
irgend  einen  Punkt  zu  bestimmen,  welcher  in  der  Richtungslinie 
<kr  Kraft  K0  liegt.     Nach  §.  36  wird  der  Gleichgewichtszustand 
<fes  Systems  nicht  gestört,   wenn  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K0 
m  der  Richtungslinie  derselben  beliebig  verschoben  wird.     Wenn 
^also  die  Grössen  a?0,  i/0,  z^  als  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
anfuhrt ,  an  welchem  die  Kraft  K0  angreifen  muss,  um  den  ge- 
sehenen Kräften  das  Gleichgewicht  zu  halten,  so  ist  hierbei  wohl 
211  beachten,   dass  diese  drei  Coordinaten  keinesweges  einen  fest 
^stimmten  Punkt  bezeichnen,  sondern  nur  irgend  einen  von  den 
^endlich  vielen  in  einer  geraden  Linie  liegenden  Punkten,  welche 
8ax&mtlich  die  Eigenschaft  besitzen,   als  Angriffspunkte  der  Kraft 
^o  gewählt  werden  zu  dürfen. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  x0,  y0,  z0  können  die  anderen 
**r©i  Gleichgewichtsbedingungen  143),  144),  145)  in  folgender  Weise 
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benutzt  werden.     Nach  Einführung  der  Bestimmungssti 

Kraft  K0  erscheinen  diese  drei  Gleichungen  zunächst  in  i 

Form: 

[cos  T  2  (Ky)  +  cos  To  K0  y0]  —  [cos  ß  2  (Kz)  -f  cos  ß0  üfc 

[cos  a  2  (Kz)  -f-  cos  a0  K0  z0]  —  [cos  7  2  (ißc)  -f-  cos  f0  £*<, 

[cos  ß  2  (/fa?)  4-  cos  ßo  *o  xo]  —  [cos  a  ^  (%)  +  cos  ao  Kt 
und  wenn  man  hierin  die  bereits  gefundenen  Werthe  c< 
—  cos  a,  cos  ßo  =  —  cos  ß,  cos  Y0  = —  cos  y  substituirt, 
man  die  Gleichlingen: 

/  cos  T  [2  (Ky)  -  Ko  y0\  -  cos  ß  [2  (Kz)  -  K0  z, 
146)    J  cos  a  [2  [Kz)  —  K0  z0]  —  cos  y  [2  (Kx)  —  K$  xt 

\  cos  ß  [2  (Kx)  —  K0  x0]  —  cos  a  [2  (Ky)  —  Kq  yQ 
Für  die  drei  Grössen  x0,  #0,  z^  sollen  solche  Werthe 
werden,  welche  diesen  drei  Gleichungen  entsprechen, 
die  eingeklammerten  Glieder  ein  jedes  für  sich  gleich  ', 
würden  offenbar  unter  allen  Umständen  die  obigen  Bed 
gleichungen  erfüllt  sein.  Jede  der  eingeklammerten 
kommt  zweimal  in  den  Gleichungen  vor,  die  Zahl  dieser 
beträgt  also  drei ;  mithin  würde  das  Null-Setzen  derselbei 
so  vielen  Bedingungsgleichungen  führen,  als  unbekannte 
vorhanden  sind,  und  ist  es  daher  möglich,  für  die  Grc 
y0,  z0  solche  Werthe  zu  finden,  durch  welche  jedes  de 
klammerten  Glieder  für  sich  gleich  Null  wird.  Da  es 
hier  nur  darum  handelt,  irgend  einen  Punkt  in  der  Richtung: 
Kraft  K0  zu  finden,  oder  für  die  Grössen  a?0,  y0,  z0  ir; 
Werthen-System,  welches  den  Gleichungen  146)  entspi 
können  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  die  drei  Gle 
benutzt  werden: 

,  [2(Kx)-K0x0]  =  0 
147)      [2  (Ky)  -  K.  y0]  =  0 
I  [2(Kz)-K0z0]  =  0 
aus  denen  sieb  nach  Substitution  des  bereits  gefundenen 
K0  =  2  (K)  folgende  Werthe  für  die  gesuchten  Grössen  ■ 


*0 


148)  /  y0  = 


zo 


2  (JE) 

sfjfy) 

2(20 
2jÄz) 
"2(Ä)~ 
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Die  Gleichungen  146)  werden,  da  die  Coefficienten  der  Grös- 
sen cos  a,  cos  ß,  cos  y  ein  jeder  gleich  Null  gesetzt  sind ,  auch 
dann  noch  erfüllt  bleiben,  wenn  den  Winkeln  a,  ß,  y  beliebige 
andere  Grössen  gegeben  werden,  d.  h.  wenn  für  das  Kräfte-System 
eine  beliebige  andere  Richtung  gewählt  wird.  Der  hier  gefundene 
Punkt  P0  zeichnet  sich  daher  vor  allen  übrigen  in  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  K0  liegenden  Punkten  durch  die  Eigenschaft  aus, 
dass  er  auch  dann  noch  fortfährt,  der  Richtungslinie  der  Mittel- 
kraft  anzugehören,    wenn    bei    unverändert    bleibender    Grösse 

der  gegebenen  Kräfte  ihre 
Fig.  141.  gemeinschaftliche    Richtung 

eine  andere  wird  (Fig.  141). 
Es  ist  derjenige  Punkt, 
welcher  den  Richtungslinien 
aller  der  alsdann  sich  er- 
gebenden Mittelkräfte  ge- 
meinschaftlich angehört.  Aus 
diesem  Grunde  wird  der 
durch  die  Gleichungen  148) 
bestimmte  Punkt  schlecht- 
weg der  Angriffspunkt  der 
Mittelkraft  jener  Parallel- 
*r&fte  genannt,  obwohl  natürlich  streng  genommen  die  Zahl  der 
^Jcte,  welche  als  solche  gelten  können,   unendlich  gross  ist. 


§.  42. 

allgemeine  Gleichungen  des  Schwerpunktes  eines  Systems 

von  materiellen  Punkten. 


Es  ist  denkbar  —  und  der  Fall  kommt  in  der  Natur  häufig 
r°r  —  dass  eine  Gruppe  von  gleichgerichteten  Parallel-Kräften 
^*f  ein  System  von  materiellen  Punkten  in  solcher  Weise  wirkt: 
*^ss  jeder  einzelne  materielle  Punkt  desselben  unter  Einwirkung 
-***er  Kraft  sich  befindet,  welche  der  Masse  desselben  proportional 
**>  dass  also  der  Quotient  „Kraft  dividirt  durch  zugehörige  Masse" 
rur    jeden  materiellen   Punkt  denselben   Werth  hat.     In   diesem 

12* 
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Falle  können,  wenn  der  gemeinschaftliche  Werth  jener  Quotienten 
mit  p  *)  bezeichnet  wird ,   die  aus  den  Gleichungen : 

Kx    K2    Kn   


m 


971. 


m, 


für  die  einzelnen  Kräfte  sich  ergebenden  Werthe: 

JSTj   =  nty  p,    K2  =  w,  p,  ....  Kn  =  Wn  p 

in   den  allgemeinen  Gleichungen   148)   des  vorigen   Paragrapheii 

substituirt  werden,   und  nehmen  dieselben  alsdann  folgende  Fe 

men  an: 

Wj   p  xt   -f~  m2  V  X2  ~f"  •  •  •  •  "f"  m»  P  Xn 


xt 


m 


P      +         mJ?      + 4-Wlnp 


y*  = 


_  mx  p  y,   +  m2  p  y2  -f +t»apyn 

mt  p  zt  -\-  m2  p  z2    -f  •  •  •  •  -f  %  p  2n 

°  wl    P       "f"       WJ   P         "f"   •  •  •  •  ."f"      ^n  P 

Da  die  Grösse  p  in  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  Glieder  ist,  so  kann  dieselbe  fort- 
gelassen werden,  und  man  erhält  nunmehr  die  folgenden  Grlei- 
chungen : 

t»!  a;,  -f  m2  x%  -f~  .  .  .  .  -f-  m*  Xg 


x 


149)      y0  = 


i       +      rn2      + 

_  m\  y\  +  ffli  y»  + 

+      ™i      + 

+  «i   g»  + 
+      ma      -f 


TW 


7W« 


-f-   THn   Zx 


+ 


m, 


Aus  der  Form  dieser  Gleichungen,  in  denen  die  Kräfte  jetzt 
durcli  die  Massen   der  materiellen  Punkte  ersetzt  sind,  erkenxrt 
man,  dass  in  diesem  Falle  die  Lage  des  Angriffspunkts  der  Mittel- 
kraft vollkommen  unabhängig  ist  von  Grösse  und  Richtung  der 
Kräfte,  dass  sie  vielmehr  nur  abhängt  von  der  Lage  der  einzelnen 
materiellen  Punkte   und  von   der  Art  und  Weise ,   in  welcher  die 
Masse  des  ganzen  Systems   auf  die   einzelnen  Punkte   desselben 
vertheilt  ist. 


*)  Die  Grösse  p  bedeutet  liier  die  Beschleunigung,  welche  jeder  ein«e^c 
materielle  Punkt  durch  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  erhalten  würde,  ^cBn 
derselbe  vollkommen  frei  wäre. 
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Als  solche  gleichgerichtete  Parallelkräfte,  welche  den  Massen 
der  materiellen  Punkte  proportional  sind,  können  unter  Anderen 
die  Gewichte  der  einzelnen  materiellen  Punkte  betrachtet  werden. 
Der  gefundene  Punkt  bildet  demnach  unter  Anderen  den  Angriffs- 
punkt für  die  Mittelkraft  der  Schwerkräfte,  oder  für  das  Gewicht 
des  ganzen  Systems  und  wird  aus  diesem  Grunde  der  Schwer- 
punkt desselben  genannt.  Die  Gleichungen  149)  sind  daher  die 
allgemeinen  Gleichungen  für  die  drei  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes eines  Systems  von  materiellen  Punkten,  und  ergeben  für 
das  Aufsuchen  desselben  folgende  Regel: 

Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  irgend  einer  Ebene 
su  finden,  multiplicire  man  die  Masse  jedes  einzelnen  materiellen 
Punktes  mit  seinem  Abstände  von  dieser  Ebene  und  dividire  die 
Summe  aller  dieser  Producte  durch  die  Massen-Summe  des  ganzen 
Systems. 

Wenn  man  die  Massen-Summe  des  ganzen  Systems  mit  M 
bezeichnet  und  die  Gleichungen  149)  auf  beiden  Seiten  mit  dieser 
Grösse  multiplicirt,  so  nehmen  dieselben  folgende  Form  an: 

IM  x0  =  wij  xY  -f-  m2  x2  -f-  .  •  •  •  -f-  wn  xn 
M  yQ  =  m,  yt  -f-  m2  ?/2  -f- -f-  m*  ya 
M  Z0    =    mx    Zx     -f-   m2    Z2    -[-••••    -f"   W„   3ii 

UI*d  zeigen  in  dieser  Form,  dass  eine  Summe  von  Producten  aus 
einzelnen  Massentheilchen  in  ihre  Abstände  von  einer  bestimmten 
Ebene  immer  ersetzt  werden  kann  durch  das  Product  aus  der 
ganzen  Masse  in  ihren  Schwerpunktsabstand. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  nur  für  das  ganze  System,  sondern 
auch  für  jeden  beliebigen  Theil  desselben,  da  jeder  solche  Theil 
für  sich  allein  auch  wiederum  ein  System  von  materiellen  Punkten 
Mdet.  Man  kann  also  das  ganze  System  in  einzelne  Gruppen 
Y0&  materiellen  Punkten  zerlegen  und  statt  der  von  einer  jeden 
wichen  Gruppe  herrührenden  Producten-Summe  auch  das  Product 
au8  der  Massen -Summe  dieser  Gruppe  in  den  Schwerpunktsab- 
8te.nd  derselben  einführen. 

Die  allgemeinen  Schwerpunktsgleichungen  149)  oder  150) 
Selten  daher  auch  noch  in  dem  Sinne,  wenn  man  den  Buchstaben 
mi  >  m2  . . .  mn  die  Bedeutung  von  Massen-Summen  ganzer  Gruppen 
?0**  materiellen  Punkten   (statt  von  Massen  einzelner  materieller 
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Punkte)  beilegt,  wobei  dann  unter  den  Buchstaben  xi.  . .yt... 
zt  . . .  die  Schwerpunktsabstände  der  betreffenden  Gruppen  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten-Ebenen  zu  verstehen  sind. 


§.43. 
Schwerpunkte  geometrischer  Körper,  Flächen,  Linien. 

Je  näher  in  einem  System  von  materiellen  Punkten  die  benach- 
barten Punkte  an  einander  gerückt  sind,  je  grösser  die  Anzal*. 
der  in  einem  bestimmten  Kaumtheile  enthaltenen  materielle 
Punkte  ist,  um  so  mehr  darf  man  das  System  wie  einen  stetig 
mit  Masse  erfüllten  Raum  ansehen.  Denkt  man  sich  zugleich  di« 
ganze  Masse  vollkommen  gleichförmig  in  diesem  Räume  vertheilt 
in  der  Weise,  dass  je  zwei  gleiche  Raumtheile  gleich  viel  Masse 
enthalten,  so  gelangt  man  zu  dem  Begriffe  eines  „homogenen 
Körpers14  oder  eines  Körpers  von  „gleichförmiger  Dichtigkeit**, 
Die  Massen-Quantität,  welche  in  der  Cubik-Einheit  (etwa  in  einein 
Cubikmeter)  eines  solchen  Körpers  enthalten  ist,  wird  die  „Dicli- 
tigkeit"  des  Körpers  genannt. 

Wenn  mit  y  die  Dichtigkeit  eines  homogenen  Körpers  be- 
zeichnet wird,  und  mit  J  sein  Rauminhalt  (oder  die*  Anzahl  cler 
in  demselben  enthaltenen  Cubik- Einheiten),  so  ist  die  ganze  Masse 
des  Körpers: 

151)   M  =  T  J. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  in  irgend  einem  Rauin- 
theile  ix  dieses  Körpers  enthaltene  Masse  Wj  den  Werth: 

mi  =  T  V 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  149)  des  vorigen  Paragraph©11 
die  übrigen  Massentheile  m2  ....  mn  auf  gleiche  Weise  durch 
ihre  Rauminhalte  i2  • . .  .  in  ausdrückt,  und  den  Grössen  xx  -  •  • 
yx  . . .  zt  die  Bedeutung  der  Schwerpunktsabstände  der  betreffenden 
Massentheile  beilegt,  so  ergeben  sich  für  die  Schwerpunkts-Coo*"- 
dinaten  des  homogenen  Körpers  die  Gleichungen: 

X      =   T    h    X\    +    -  -  -    +    T    *«    *n  _    pfp 

°  Ih       +  ...+      T  in      '       Vo   _. 

welche,  wenn  die  Grösse  y   als  allen  Gliedern  gemeinschaftlich^ 
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Factor  in  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  fortgelassen  wird,  die 
Form  annehmen: 

l    •  |  •  [  |  •  I  «/  SÜq  ^  \**V 

*1         l"      *1       "T"  •  •  •  •  "i        ln  I 

152)  L  =i'i.yi+t\y»  +  --  +  t\yn oder  auch  K      1(i) 

~    ,',    +    »,    +....+-t—  V7*»  -  2  («) 

Aus  diesen  Gleichungen,  in  denen  nunmehr  die  Raumtheile 
an    die  Stelle   der  Massentheile  getreten  sind,  ersieht  man,  dass 
bei   einem  homogenen  Körper  die  Lage  des  Schwerpunktes  ganz 
unabhängig  ist  von  dem  Massengehalte  des  Körpers,  dass  sie  viel- 
mehr nur  abhängt  von  der  Form  und  Lage  des  Raumes,  welchen 
der  Körper  einnimmt,  und  auf  rein  geometrischem  Wege  sich  be- 
stimmen lässt.     Es  ist  daher   bei   der   Schwerpunktsbestimmung 
eines  solchen  Körpers  gar  nicht  erforderlich,  an  einen  mit  Masse 
erfüllten   Raum   zu  denken;   vielmehr   kann  man   denselben  wie 
einen  geometrischen  Körper  behandeln,  und  ist  es  daher  zulässig, 
auch  von  den  Schwerpunkten  geometrischer  Körper  zu  reden. 

Die  Benutzung  der  Gleichungen  152)  setzt  voraus,   dass  die 
Schwerpunktscoordinaten   der  einzelnen   Raumtheile  i%  ...  4  be- 
reits  anderweitig   bekannt  sind.    Ist  dies  nicht  der  Fall,   kann 
fflan  den  Körper  nicht  in  solche  Theile  zerlegen,  deren  Schwer- 
punkte man  schon  kennt ,  so  muss  man  die  Raumtheile  i ,   . . .  in 
f°  klein  annehmen,  dass  hinsichtlich  der  Lage  des  Schwerpunktes 
J^es  einzelnen  Theiles  kein  Zweifel  mehr  stattfinden  kann,  d.  h. 
naan  muss  sich  den  ganzen  Rauminhalt  in  eine  unendlich  grosse 
Anzahl   von   unendlich    kleinen   Raumtheilen   zerlegt    denken,   in 
welchem  Falle   wegen  mangelnder  Auswahl  an  Stellen  innerhalb 
e*nes  solchen  Theiles  jeder  Zweifel  über   die  Lage  des  Schwer- 
punktes in  demselben  verschwindet.    Zähler  und  Nenner  der  Glei- 
chungen 152)  bilden  alsdann  Summen  von  unendlich  vielen  unend- 
**ch  kleinen  Gliedern,  deren  Summation  nach  den  Regeln  der  In- 
e8ralrechnung  auszuführen  ist. 

Wie  von  dem  Schwerpunkte  eines  geometrischen  Körpers,  so 
^**n  auch  von  dem  Schwerpunkte  einer  geometrischen  Fläche  die 
*^cle  sein.  Man  kann  dabei  zunächst  an  ein  Sytsem  von  mate- 
^fcllen  Punkten  denken,  welche  derartig  und  in  so  grosser  Anzahl 
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auf  einer  Fläche  zerstreut  liegen,  dass  dieselbe  wie  stetig  und 
gleichförmig  mit  Masse  überdeckt  angesehen  werden  darf*).  Die- 
selbe Beweisfiilirung ,  mittelst  welcher  für  einen  geometrischen 
Körper  die  Gleichungen  152)  aus  den  Gleichungen  149)  und  148) 
abgeleitet  wurden,  kann  dann  unmittelbar  übertragen  werden  auf 
die  Schwerpunktsbestimmung  der  Fläche,  sobald  man  nur  unter 
der  Grösse  7  —  anstatt  der  in  jener  Cubik-Einheit  enthaltenen^ 
Masse  — 4  die  auf  jeder  Flächeneinheit  der  gegebenen  Fläche  be — 
findliche  Massen-Quantität  versteht.  Wenn  man  also  den  Grösse 
it  ...  ia  die  Bedeutung  von  Flächentheilen  —  anstatt  von  Raunv 
theilen  —  beilegt,  so  sind  die  Gleichungen  152)  auch  für  di 
Schwerpunktscoordinaten  einer  Fläche  als  unmittelbar  gültig 
zusehen**). 

Endlich  kann  man  sich  ein  System  von  materiellen  Punkte  n 
auch  derartig  angeordnet  denken,  dass  die  ganze  Masse  desselb*^n 
als  über  eine  Linie  stetig  und  gleichförmig  vertheilt  anzuseh 
ist***),  und  gelangt  dann  durch  eine  der  vorigen  ganz  analo 
Betrachtungsweise —  indem  man  unter  der  Grösse  y  die  auf  jeder 
Längen-Einheit  dieser  Linie  befindliche  Massen-Quantität  versteht 
—  zu  der  Vorstellung  von  dem  Schwerpunkte  einer  geometrischen 
Linie.  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  auch  zur  Bestim- 
mung der  Schwerpunktscoordinaten  einer  Linie  benutzen  zu 
können,  ist  es  daher  nur  erforderlich,  den  Grössen  ik  . . . .  4 
Bedeutung  von  Linien-Abschnitten  beizulegen. 


*)  Annähernd  findet  diese  Vorstellung  ihre  Verwirklichung  in  einer  sehr 
dünnen  Platte,  deren  Masse  gleichförmig  auf  den  Flächeninhalt  dersell*^11 
vertheilt  ist. 
**)  Anstatt  dessen  kann  man  auch  unmittelbar  von  der  Theorie  der  Parallel" 
kräfte   ausgehend  jene  Fläche   mit   den   Angriffspunkten   einer  solch*11 
Kräfte  -  Gruppe   derartig  besäet  sich  denken,  dass  die  Fläche  stetig  v*>B 
denselben  bedeckt  ist,  und  auf  je  zwei  gleich  grosse  Flächen theile  gleich 
grosse  Kraft-Summen  wirken.    Bei  dieser  Auffassungsweise  kann  die  £a" 
hülfenahme  des  Begriffs  der  gleichförmigen  Massenvertheilung  ganz  u*11" 
gangen  werden,  und  ergeben  sich  die  Gleichungen  152)  direct  ans  den 
Gleichungen  148). 
***)  Annähernd  findet  diese  Vorstellung  ihre  Verwirklichung  in  einem  sehr 
dünnen  Drahte,  dessen  Masse  gleichförmig  auf  die  Länge  desselben  ver- 
theilt ist. 
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Anstatt  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  direct  anzuwenden 
zur  Bestimmung  der  drei  Schwerpunktscoordinaten  eines  räum- 
lichen Gebildes,  kann  man  in  vielen  Fällen  durch  indirecte  Be- 
nutzung derselben  leichter  zum  Ziele  kommen,  indem  man  für 
das  —  übrigens  willkürlich  anzunehmende  —  Coordinaten-System 
eine  solche  Lage  aufsucht,  bei  welcher  einzelne  von  diesen  Schwer- 
punktscoordinaten Null  werden.  Gelingt  es,  für  das  Coordinaten- 
System  eine  solche  Lage  zu  finden,  bei  welcher  die  Grössen  a?0, 
]f0)  z0  alle  drei  gleich  Null  werden,  so  folgt  daraus,  dass  in  dem 
Ursprünge  dieses  Coordinaten-Systems  der  gesuchte  Schwerpunkt 
bereits  gefunden  ist.  Die  Grössen  a?0,  y0,  zQ  sind  Null,  wenn 
in  den  Gleichungen  152)  die  Zähler  auf  der  rechten  Seite  Null 
sind;  es  Ergeben  sich  also  für  diesen  besonderen  Fall  die  Bedin- 
guDgggleichungen : 

o  =  *'i  Vi  +  *'i  y%  +  •••  •  *«  y* 

0  =  ix    zx    -f  it   Z%    -j-  .  .  .   ln  zn 

Wenn  in  einem  anderen  Falle  für  das  Coordinaten-System 
ei^e  solche  Lage  gefunden  wurde,  bei  welcher  zwei  von  den 
^ei  Schwerpunktscoordinaten,  etwa  die  beiden  Grössen  y0  und 
*e  gleich  Null  sind,  so  folgt  daraus,   dass  der  gesuchte  Schwer- 

P*Uikt  irgendwo  in   der  X-Achse   liegen   muss.     Die  Bedingungs- 

gleicliungen  für  diesen  Fall  sind: 

Wenn  endlich  nur  eine  von  den  drei  Schwerpunktscoordina- 
^n>  etwa  die  Grösse  z0  gleich  Null  ist,  so  muss  der  gesuchte 
^hwerpunkt  irgendwo  in  der  Ebene  der  beiden  Achsen  X  und  Y 
^egen.  Dieser  Fall  tritt  ein ,  wenn  die  Bedingungsgleichung  er- 
füllt ist: 

155)   0   =   1,    Z,    +   *a    zl  4"  •  •  •  •   +   *n  *n 

Wenn  man  also  für  das  Coordinaten-System  zu  verschiedenen 
^fclen  eine  solche  Lage  zu  finden  weiss,  bei  welcher  entweder  eine 
^er  drei  Coordinaten- Ebenen,  oder  eine  der  drei  Coordinaten- 
A^hsen  den  Schwerpunkt  enthält,  so  braucht  man,  um  den  Schwer- 
punkt selbst  zu  finden,  nur  den  Durchschnittspunkt  zu  bestimmen, 
^tweder  von  drei  solchen  Ebenen,  oder  von  zwei  solchen  geraden 
^l**ien,  von  denen  man  weiss,  dass  sie  den  Schwerpunkt  enthalten. 
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Die  Anwendung  dieser  indirecten  Methode  ist  namentlich  in 
solchen  Fällen  vorzuziehen,  wenn  der  Körper  eine  gewisse  regel- 
mässige Gestalt  besitzt,  insofern  bei  dem  ersten  Anblick  eines 
solchen  Körpers  meistens  schon  leicht  zu  erkennen  ist,  wie  eine 
Ebene  gelegt  werden  muss,  damit  die  Bedingungsgleichung  155) 
in  Bezug  auf  sie  erfüllt  sei.  Wenn  man  nämlich  die  in  dieser 
Gleichung  vorkommenden  Producte  it  z{  ...  in  «n  abkürzungs- 
weise die  Momente  der  einzelnen  Raumtheile  nennt,  so  kann  man 
die  Bedeutung  dieser  Bedingungsgleichung  auch  durch  die  Worte 
ausdrücken :  Die  algebraische  Summe  der  Momente  der  einzelne^ 
Raumtheile  in  Bezug  auf  die  Ebene-  X  Y  muss  Null  sein. 

In  zwei  Fällen  lässt  sich  das  Erfülltsein  dieser  Bedingung^ 
auch  ohne  Rechnung  schon  leicht  erkennen  und  nachweisen,  nän^_ 
lieh  erstens  in  dem  Falle ,  wenn  jedes  einzelne  dieser  Momenfc^ 
Null  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Theile  ix  .  _ 
in  sämmtlich  in  der  Ebene  X  Y  liegen;  zweitens  in  dem  FalL«ö, 
wenn  die  Ebene  X  Y  den  Körper  in  zwei  Hälften  zerlegt,  welcfce 
hinsichtlich  ihrer  Form  und  Lage  gegen  die  Ebene  entweder  voll- 
kommen übereinstimmen  oder  auch  in  solcher  Weise  einander 
gleichen,  dass  jede  Hälfte  als  das  Spiegelbild  der  anderen  gelt«n 
kann.  Da  in  diesem  zweiten  Falle  die  Abstände  der  einzelruen 
Theile  —  folglich  auch  ihre  Momente  —  für  die  eine  Hälfte 
lauter  positive,  für  die  andere  lauter  negative  Grössen  bilden,  so 
ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Momente  der  symmetrisch  einander 
gegenüberliegenden  Theile  alsdann  je  paarweise  einander 
heben,   folglich  die  ganze  Momenten-Summe  den  Werth  Null 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man,  dass  eine  gerade  Linie  darcrl 
den  Schwerpunkt   einer   ebenen   Figur    hindurchgeht,    wenn    die 
Schwerpunkte   der    einzelnen   Flächentheile  sämmtlich    in    dieser 
geraden  Linie  liegen,   oder  auch   wenn  durch  sie   die  Figur     ** 
zwei  Hälften  zerlegt  wird,  welche  hinsichtlich  ihrer  Form  und  ihrer 
Lage  gegen  die  Linie  vollkommen  mit  einander  übereinstimmen- 

Es  bedarf  also  nicht  erst  der  allgemeinen  Schwerpunktsgte1" 
chungen,  nm  z.  B.  nachzuweisen,  dass  die  Schwerpunkte  der  Ku- 
geln,  Kreise,  Würfel,  Quadrate  etc.  mit  den  Mittelpunkten  der- 
selben zusammenfallen,  und  können  bei  den  nachfolgenden  Schwer- 
punktsbestimmungen derartige  regelmässige  Körper-  und  Flächen- 
Formen  füglich  übergangen  werden. 


Schwerpunktsbestimmungen. 
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§.44. 

Schwerpunktsbestimmungen. 

Schwerpunkte  von  Linien. 
Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie   fällt  mit  dem  Mittel- 
punkte derselben  zusammen,  weil  in  Bezug  auf  jede  durch  diesen 
Punkt  gelegte  Ebene  die  Gleichung  155)  erfüllt  ist. 

Den  Schwerpunkt  einer  aus  geradlinigen  Stücken  zusammen- 
gesetzten (gebrochenen)  Linie  oder   eines  Polygon-Umfangs  kann 
man  hiernach  direct  aus  den  Gleichungen  152)  bestimmen,  indem 
man  den  Grössen  it  . . . .  ia  die  Bedeutung  der  Seitenlängen  und 
den  Grössen  xx  . . .  yx  . . .  zx  . .  .  die  Bedeutung  der  Coordinaten 
von  den  Mittelpunkten  dieser  Seiten  beilegt.    Auf  ähnliche  Weise 
findet  man   den   Schwerpunkt   einer   beliebigen    krummen   Linie, 
indem  man  dieselbe  als  eine  gebrochene  Linie  von  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  Seiten  ansieht  und  demgemäss  die  Linientheile 
*i    •  • .  t„  unendlich  klein  annimmt. 

Ist  die  krumme  Linie  ein  Kreisbogen,  so  genügt  es,  den  Ab- 
stand des  Schwerpunktes 


Fig.  142. 
X 


vom  Mittelpunkte  des 
Kreises  zu  bestimmen,  da 
nach  §.  43  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden 
darf,  dass  der  Schwer- 
punkt in  dem  halbiren- 
den  Radius  C  D  liegt 
(Fig.l42).ZurBestimmung 
der  Coordinate  SC=-x0 
dient  die  erste  der  drei 
^'W*''      ^  Gleichungen  152) 


'•X~  'r 

*r    * 


.'     • 


C: 


xt 


1|  X>i   — J—  lj  X<i  -j-  ....  -j"  In  Xn 

1 1         —j—       %  2         "~J~   •  •  •  •   ~J~      tn 

111  Welcher  ix  ...  tM  die  unendlich  kleinen  Bogentheile  und  xx  . . .  xn 
aeren  Abstände  von  der  Achse  C  Y  bedeuten. 

Aus  der   Aehnlichkeit  der  beiden   Dreiecke  ab  c  und  C  a  E 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

ab  C a       ,       i  r       ,  A 

=  -=- ,  oder  — :—  =  — ,  also  %  x  —  r  A 

cb  Ea  A         x 
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Wenn  man  für  sämmtliche  Momente  ix  xv in«n  resp.  die  auf 

ähnliche  Weise   gebildeten  Producte   r  Ax rA„  substituirt,  so 

erhält  man  für  x0  die  Gleichung: 

rA.    +  rA%  +...+  rA„  2  (A)  AB 

0         h     +    *i     +  •••+*■  '    ~W  AB 

oder,  wenn  Sehne  und   Bogen  durch  den  halben  Winkel  ausge- 
drückt werden: 

Setzt  man  hierin  <p  =  y,  so  erhält  man  für  den  Schwerpunktsahi 
stand  des  Halbkreisbogens  den  Werth: 

2r 

157)  x0  =  — . 


Schwerpunkte  von  Flächen. 

Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  ABC  liegt  in  der  gerad 
Linie  D  61,  welche  die  Mitte  der  Seite  A  B  mit  dem  gegenüb 
liegenden  Eckpunkte  C  verbindet,  weil  die  Schwerpunkte  der  um 
endlich  schmalen  Streifen  M  N,  P  Q  .  . .,  in  welche  durch  paral  1 
zur  Seite  A  B  gezogene  Linien  das  ganze  Dreieck  zerlegt  werci« 
kann,  säimntlieh .  in   der  Linie  D  C  liegen  (Fig.  143).     Aus  gXc 

chem  Grunde  enthält  au< 


Fig.  143. 


die    von    der    Mitte     cl« 
Seite  B  C  nach  dem  gegei 
überliegenden     Eckpuu  k  I 
A  gezogene  Linie  EA  de 
Schwerpunkt  des  Dreiecks 
und  fällt  derselbe  also  mit 
dem    Durchschnittspunkte 
S  der  beiden  Linien  D  C 
und  E  A  zusammen.  Die- 
ser Punkt  liegt  von  jeder 
Seite   als    Grundlinie  aus 
gerechnet  im  ersten  Drittel 
der    Höhe    des    Dreiecks, 

(denn  es  ist  AASC  co  AE  SD  und  DE=\AC,  folglich  D& 

=  \C8=iCD). 

Die  Schwerpunktscoordinaten  eines  beliebigen  Polygons  kann 

man   direct  aus   den   Gleichungen    152)   bestimmen,   indem  m^u 


Seh»  6 r  p  u  o  k  Ubesti  mmungeD. 


den  Grössen  i,  ...  in  die  Bedeutung  der  Flächeninhalte  der  ein- 
zelnen Dreiecke  betlegt,  in  welche  das  Polygon  zerlegt  werden 
kann,  und  den  Grössen  x\  ..  .y,  ...  *,  ...  die  Bedeutung  der 
Schwerpnnktscoordinaten  dieser  Dreiecke.  (Den  Schwerpunkt  eines 
Vierecks  kann  man  auch  dadurch  rinden,  dass  man  dasselbe  zwei- 
mal auf  verschiedene  Art  mittelst  der  Diagonale  in  zwei  Dreiecke 
zerlegt,  jedesmal  die  Schwerpunkte  der  beiden  Dreiecke  verbindet 
und  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Verbindungslinien  be- 
stimmt.) 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreis-Sectors  vom  Halbmesser  r  fällt  zu- 
sammen mit   dem   Schwerpunkte   eines   mit  dem  Halbmesser  \r 
in  diesem  Sector  beschriebenen  Kreisbogens  DE,  weil  die  Schwer- 
punkte der  einzelnen  Drei- 


Fig.  144. 


T(>m   Kreismittelpunkte: 


ecke  Cmn,  Cpq  . .  .,  in 
welche  durch  Theilung  des 
Winkels  2  <p  in  seine  anend- 
lich kleinen  Titeile  der  Sec- 
tor zerlegt  werden  kann, 
sämmtlich  in  dem  Bogen  D  E 
liegen  und  die  Flächenin- 
halte dieser  Dreiecke  den 
zugehörigen  Abschnittendes 
Bogens  D  E  proportional 
sind  (Fig.  144).  Nach  Glei- 
chung 156)  ist  also  der  Ab- 
stand    des     Schwerpunktes 


m)xa=Zr^ 
ä        ? 

ttßd  wenn  man  hierin  tp  =  j  setzt,  so  erhält  mau  für  den  Hcliv 
Pwnktsabstand  der  Halbkreisfläehe  den  Weith: 


169)  «.  =  31.. 

Wenn  man  die  Sector- Fläche  CADB  =  F  durch  die  Seime 
AB  in  die  Segment-Fläche  ADB  =  FX  und  die  Dreieck-Fläche 
LfB~P*  z*rtegt  (I-"ig-  145),  so  lässt  sich  mittelst  des  Satzes 
*<*s  Moment   des   Ganzen   ist   gleich   der  Summe  der   Momente 


190 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  X.    §.  44. 


Fig.  145. 


x< 


seiner  Theile",    oder  s 
der  Gleichung: 

Fx0=Flxl+Ftxi 
nunmehr  auch  der  Schwi 
punktsabstand  für  das  & 
ment  bestimmen ,  ind« 
man  die  Gleichung  für . 
auflöst: 

_  Fx0-Ftxt 

~  F% 

und  darin  für  die  Gross 

x0  und  xt  die  bereits  \ 

fundenen    Werthe    subs 

tuirt. 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man  den  Schwerpunkt  eines  Rii 

Sectors,   indem  man  die  Fläche  desselben  als  Differenz   zwe 

Sector-Flächen  behandelt. 

Der   Schwerpunkt   der  Mantelfläche  eines  Cylinders  liegt 
dem  Mittelpunkte  seiner  Achse. 

Legt  man  durch  eine  Kugeloberfläche  und  den  sie  einhüllei 
den  Cylinder-Mantel  rechtwinkelig  zur  Achse  des  letzteren  zwi 
unendlich  nahe   bei  einander  befindliche  Ebenen  -Bündig  (Fi| 

146),   so  haben  die  beide 
Fig.  146.  aus    Kugel-    und  Cylindei 

Flächen  dadurch  herausg« 
schnittenen  unendlich  schntf 
len  Zonen  gemeinschaftliche 

Schwerpunkt    und   gleich* 

Flächeninhalt      (denn    d 

Fläche    der  Kugelzone  is 

f=z2r  cos  9  ir  «in,  oder  c 

mn  cos  <p  =pq  ist:/=2ricp 

folglich    gleich    dem    FL 

cheninhalte    der    GyUnde 

zone).    Wenn  man  also  v 

Bestimmung     der    Schwe 

punktscoordinaten  einer  IC 

gel-Zone    (oder    -Schale)  von  beliebig  gegebener  Höhe  die  allg 

meinen  Gleichungen  152)  benutzt,  so  können  darin  für  die  Gros» 


Schwerpunktsbestimmungen. 
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i, . . .  tn  anstatt  der  Flächeninhalte  der  unendlich  schmalen  Ku- 
gelzonen, in  welche  die  gegebene  Fläche  zu  zerlegen  ist,  auch  die 
Flächeninhalte  der  correspondirenden  Cylinder-Zonen  gesetzt  wer- 
den, und  folgt  hieraus,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt  zusammen- 
fallt mit  dem  Schwerpunkte   des  correspondirenden  Theiles   der 

Cylinder-Fläche.  Der  Schwerpunkt  einer 
Kugel-Zone  (Fig.  147)  liegt  also  in  dem 
Mittelpunkte  ihrer  Achse  MN  (eben  so 
auch  der  einer  Kugel-Schale)  und  der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  einer  Halbkugel- 
\  Fläche  vom  Mittelpunkte  ist  gleich  der 
J  Hälfte  des  Halbmessers. 


Fig.  147. 


AH 


M 


98 


Schwerpunkte  von   Körpern. 

Der  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD  liegt 
in  der  geraden  Linie  jBD,  welche  den  Schwerpunkt  der  Grund- 
fläche ABC  mit  der  Spitze  verbindet,  weil  die  Schwerpunkte  der 
unendlich  dünnen  Schichten  a  b  c  . . .,  in  welche,  durch  parallel  zur 
Grundfläche  gelegte  Ebenen  die  ganze  Pyramide  sich  zerlegen 
lässt,  sämmtlich  in  der  Linie  ED  liegen  (Fig.  148).    Aus  gleichem 

Grunde  muss  der  Schwer- 
punkt der  Pyramide  auch 
in  der  Linie  FA  liegen, 
welche  den  Schwerpunkt  der 
Fläche  B  CD  mit  der  gegen- 
überliegenden Spitze  A  ver- 
bindet, und  fällt  derselbe 
daher  mit  dem  Durch- 
schnittspunkte S  der  beiden 
Linien  ED  und  FA  zusam- 
men. Dieser  Punkt  liegt  über 
jeder  Seitenfläche  (als  Grund- 
fläche genommen)  im  ersten 
Viertel  der  Höhe  der  Py- 
ramide. (Denn  es  ist  GF 
=  \GD  \ui&GE=\GA, 
also  A  SEE  *o  A  S  AD 
ui  *'£  =  ±A D ,  folglich  ES  =  $SD  =  ±  ED). 
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Der  Schwerpunkt  einer  mehrseitigen  Pyramide  liegt 
Linie    Ojtf,   welche  den  Schwerpunkt   der   Grundfläche   m 
Spitze  verbindet  (Fig.  149)  und  zwar  im  ersten  Viertel  der 

letzteres  aus  dem  Grunde,  w 
Schwerpunkte  der  dreiseitig« 
ramiden,  in  welche  die  gej 
Pyramide  sich  zerlegen  lässt,  8 
lieh  in  einer  Ebene  sich  be 
welche  parallel  zur  Grandel* 
ersten  Viertel  der  Höhe  übe 
selben  liegt. 

Ein  Kegel  kann  als  Pyi 
von  unendlich  vielen  Seiten! 
betrachtet  werden ,  folglich 
auch  der  Schwerpunkt  des 
im  ersten  Viertel  der  Hob 
zwar  in  derjenigen  Linie,  welc 
Mittelpunkt  des  Grundkreis< 
der  Spitze  des  Kegels  verbin 
Die  Schwerpunktscoordina 
nes  Polyeders  kann  man  direct  aus  den  Gleichungen  152)  beBti 
indem  man  für  die  Grössen  ix  . . .  in  die  Inhalte  der  Pyn 
setzt,  in  welche  dasselbe  zerlegt  werden  kann,  und  für  die  G 
x{  . . . y x  ...  zY  ...  die  Schwerpunktscoordinaten  dieser  Pyra 
Ein  Kugel-Sector  kann  als  ein  Aggregat  von  Pyramid 
trachtet  werden,  deren  Spitzen  im  Mittelpunkte  und  deren  i 

lieh  kleine  Grundflächen  i 
Oberfläche  der  Kugel  liegen 
Schwerpunkt  des  Sectors  C 
vom  Halbmesser  r  fallt  dal 
sammen  mit  dem  Schwer; 
der  Kugel-Schale  anb  vom 
messer  £r,  weil  die  Schwer; 
jener  Pyramiden  sämmtli 
dieser  Kugelschale  liegen,  i 
Inhalte  derselben  den  zugel 
Flächentheilen  dieser  Kuge 
proportional  sind.  Der  S 
punkt  der  Kugelschale  an 
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in  der  Mitte  der  Linie  mn,  und  da  mn  =  %MN=  fÄ  ist,  so 
ergiebt  sich  für  den  Abstand  SC=x0  des  Schwerpunktes  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  die  Gleichung: 

160)*0=*r-f*. 
Setzt  man  hierin  h  =  r,  so  erhält  man  für  den  Schwerpunktsab- 
itand  der  Halbkugel  vom  Mittelpunkte  den  Werth : 

161)  x0  =|r. 
Den  Schwerpunktsabstand  eines  Kugel -Segments  bestimmt 
man  mittelst  derselben  Methode,  welche  bei  der  Schwerpunktsbe- 
rtimmung  des  Kreis-Segments  bereits  erklärt  wurde,  indem  man 
den  Kugel-Sector  zerlegt  in  Kugel-Segment  und  Kegel  und  das 
Moment  des  Ganzen  alsdann  gleich  der  Summe  der  Momente  der 
beiden  Theile  setzt. 


§.45. 

Anwendungen  auf  Inhaltsbestimmungen  von  Rotations- 
flächen und  Rotationskörpern. 

Wenn  eine  Ebene  um  eine  in  derselben  liegende  Dreh-Achse 
»eh  dreht,  so  legt  ein  in  der  Entfernung  x  von  der  Dreh-Achse 
befindlicher  Punkt  dieser  Ebene  während  einer  Umdrehung  der- 
selben einen  Weg  von  der  Länge  2  x  ir  zurück,  und  eben  so  gross 

ist  auch  die  Länge  des  Flä- 


Fig.  151. 


^^^^i^^IIZ-- 


Ri«er,  Mechanik 


chenstreifen,  welcher  von  dem 
daselbst  befindlichen  unend- 
lich kleinen  Abschnitte  mn 
=  X  einer  in  jener  Ebene 
liegenden  Linie  AB  beschrie- 
ben wird  (Fig.  151).  Die 
Breite  desselben  ist  X,  folg- 
lich ist  der  Inhalt  dieses  Flä- 
chenstreifen gleich  2  x  ti  X. 
Die  von  der  ganzen  Linie 
A  B  =  l  beschriebene  Fläche 
F  ist  der  Inbegriff  der  von 
ihren  einzelnen  Theilen  be- 
schriebenen  Flächenstreifen, 
also: 

J=2(2xx\)-=2*2(kx). 

13 
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Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  kaiin  statt  der  Momenten- 
summe  der  einzelnen  Tlieile  auch  das  Moment  der  ganzen  Linie, 
oder  ^(\x)  =  lxn  gesetzt  werden,  mithin  ist: 
162)  F=z2x0kL 
Man  erhält  also  den  Inhalt  der  beschriebenen  Fläche,  indes 
man  die  Länge  der  erzeugenden  Linie  multiplicirt  mit  der  tu 
ihrem  Schwerpunkte  beschriebenen  Wegeslänge. 

Auf  ähnliche  Weise   bestimmt  mau   den  Inhalt  des  Raumes, 

welcher   von   irgend  einem  Flächentheile   der  Ebene  beschriebet 

wird   (Fig.  152.)     Das  in  der   Entfernung   x   von   der    Drehach» 

befindliche    unendlich   klein 

Fig.  1Ü2.  Theilchen  /  dieser  Fläche  b. 

Y  schreibt  während  einer  Ur 

drehung     den    Raum    2xn 

und  der  von  der  ganzen  Fläcl 

F  beschriebene  Raum  ist: 

./  =  2(2^7!  Ws=S*2(/ae 

oder,   wenn  statt  2(fx)  d. 

Moment  der   ganzen   Fläe- 

Fx0  gesetzt  wird: 

163)  J=2«0rJP. 

I  Man  erhält  also  den  Inisa' 

1  des  von  der  Fläche  begehrt 

benen  Raumes,  indem  man  den  Inhalt  der  erzeugenden  Fläche  mal  ~~ 

plicirt  mit  der  von  ihrem  Schwerpunkte  zurückgelegten  Wegesling 

Beide   hier   gefundene  Sätze   gelten  nicht   nur  für   die  gan  - 

Umdrehung,     sondern    auch   fiÄ 


3  C 


Fig.  1:>3. 


einen  beliebigen  Theil  derselbe* 
uud  ist  für  diesen  Fall  in  d«* 
obigen  Gleichungen  nur  statt  d 
vollen  Umdrehung  2tc  der  b» 
schrieben»  Winkel  <p  zu  aubs"- 
tuiren. 

I>en  Inhalt  deH  von  der  Flache  * 
rechtwinkeligen  I'reiecks  AJSCbti  cü* 
Umdrehung  desselben  um  die  Aehs^» 
beschriebenen  Raumes  (Fig.  153)  £zx 
man  aus  Gleichung  1U3);  indem  «: 
darin  F=  ,  und  *„=«-)-  jseuv*  = 
J=(a+  i)xrh 


Stabiles,  labiles  und  indifferentes  Gleichgewicht  e 
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Die  Seite  AC=  l  beschreibt  dabei  die  Mantelfläche  eines  abgekürzten  Kegels 
deren  Inhalt  aus  Gleichung  162)  sich  ergiebt,  wenn  nun  darin  xü  —  a  +-■  setzt: 

r-t  (.+4)  .i 


Wenn  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  t 
ftr   Inhalt   und  Mantelfläche  eines  Kegels   von 
r  und  der  Seitenlinie  l  die  Werthe: 


=  o  setzt,  so  erhalt  man  resp. 
der  Höhe  h,  dem  Grundkreis- 


Flg.  154. 


Den  Inhalt   des  von  der  Halbkreisflache  ADJtC  bei    einer  Umdrehung 
derselben  um  die  Achse   ¥  beschriebenen   Raumes   (Fig.  IM)   erhält   man  aus 
Gleichung  163),  indem  man  darin  F  —— j— 
und  xa  =  a  +■  .j-  setzt: 

und  die  ton  der  Halbkrcislinie  A  DB  be- 
schriebene Fläche  aus  Gleichung  162),  indem 


Wenn    man    in    diesen    letzteren    beiden 
Gleichungen  a  —  o  setzt ,  so  ergeben  sich 
resp.  für  Inhalt  und  Oberfläche  einer  Kugel  Tom  Halbmesser  r  die  Werthe: 
J=  t  r'  t  und  *'=  4r '  7. 


Capitel  II. 
Widerstände  fester  Unterstützungspunkte. 


Stabiles,  labiles   und   indifferentes  Gleichgewicht  des  an 
einem  Punkte  unterstützten  Körpers. 

Das  Gewicht  eines  Körpers,  oder  die  Mittelkraft  von  allen 
denjenigen  Kräften,  durch  welche  die  unendlich  kleinen  Theile 
des  Körpers   Ton   der  Schwere   nach   unten   gezogen   werden,   ist 
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wegen  übereinstimmender  Richtung  derselben  gleich  der  Summt 
dieser  Kräfte  und  kann  unter  allen  Umständen  als  eine  im  Schwer 
punkte  des  Körpers  angreifende  vertical  abwärts  wirkende  Kraft  be 
trachtet  werden  —  welche  Lage  auch  immer  der  Körper  haben  möge 
Wenn  das  Gewicht  des  Körpers  durch  irgend  eine  ändert 
Kraft  aufgehoben  werden  soll,  so  muss  diese  letztere  Kraft  erstens 
vertical  aufwärts  wirken,  zweitens:  eben  so  gross  sein  als  dai 
Gewicht  des  Körpers;  drittens  muss  der  Angriffspunkt  derselbei 
in  der  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Verticalen  sich  befinden 
Diesen  drei  Bedingungen  genügt  der  durch  das  Gewicht  6  her- 
vorgerufene Widerstand  W  irgend  eines  in  der  Verticalen  d« 
Schwerpunktes  liegenden  festen  Punktes  0;  denn  nach  §.  27  ist 
der  Widerstand  eines  festen  Punktes  eine  Kraft,  die  allem», 
gerade  so  gross  ist  und  in  solcher  Richtung  wirkt,  dass  jede  Be 
wegung  dieses  Punktes  verhindert  wird.  Wenn  also  irgend  eine> 
von  den  unendlich  vielen  in  der  Schwerpunkts- Verticalen  liegende: 
Punkten  des  Körpers  ein  fester  Punkt  ist,  so  befindet  sich  de 
Körper  im  Gleichgewichtszustände  (vorausgesetzt,  dass  keine  soa 
stigen  Kräfte  tbätig  sind). 

Umgekehrt:  wenn  der  in  dem  Punkte  0  befestigte  Körp 
im  Ruhezustande  sich  befindet,  so  kann  man  daraus  sehliess^E 
dass  die  beiden  Kräfte  G  und  W  einander  im  Gleichgewie= 
halten,  dass  also  der  Schwerpunkt  irgendwo  in  der  durch  <L_ 
Befestigungspunkt  gelegten  Verticalen  AB  sich  befinden  hil: 
(Fig.  155.)-  Hieraus  ergiebt  si 
ein  Mittel,  die  Lage  des  Schw« 
punkts  —  anstatt  durch  Rechnung: 
auf  experimentellem  Wege  zu  1 
stimme u.  Hängt  man  nämlich 
verschiedenen  Malen  den  Körper 
verschiedenen  Punkten  O  und  < 
auf  und  bestimmt  jedes  Mal  d 
Durchschnittspunkte  A,  B  und  -4 
Bx,  in  welchen  die  Oberfläche  d* 
Körpers  von  der  Verticalen  des  Am 
bäugcpunktes  geschnitten  wird,  & 
ist  der  Durchschnittspunkt  S  der 
Verbindungslinien  AB  und  AiB, 
der  gesuchte  Schwerpunkt. 


Fig.  im 


Fig.  im. 


Stabiles,  labiles  und  indifferentes  Gleichgewicht  etc. 


Wenn  der  im  Punkte  0  befestigte  Körper  aus  seiner  Gleich- 
gewichtslage ein  wenig  verschoben  und  dünn  losgelassen  wird,  so 
tritt  im  Allgemeinen  Bewegung  ein,  und  zwar  eine  Drehung  um 
den  BefestigungBpunkt  herum.     Je  nachdem  die  beginnende  Dreh- 
bewegung entweder  so  beschaffen  ist,  dnss  sie  den  Körper  seiner 
früheren   Gleichgewichtslage   wieder   zuführt,   oder  von   der   Art, 
ä  sie  ihn  noch  weiter  von  derselben  entfernt,  wird  der  anfäng- 
fahe  Gleichgewichtszustand  entweder  ein  stabiler  oder  ein  labiler 
Gleichgewichtszustand  genannt.     Indifferent   nennt  man   den   an- 
twghchen  Gleichgewichtszustand,   wenn  nach  jener  Verschiebung 
pi  keine  Bewegung  eintritt,   d.  h.  wenn  jede   benachbarte  Lage 
«Wfalls  eine   Gleichgewichtslage   ist.     Dieser   letztere  Fall   tritt 
*ia,  wenn    der  Schwerpunkt  mit    dem  Befestigungspunkte  zu- 
sammenfällt (Fig.    159).     Stabil   ist  der  Gleichgewichtszustand, 


Fig.  157. 


Fig.  158. 


Fig.  1&9, 


Stabil  labil  indifferent 

■enn  ^er  Schwerpunkt  vertical  unter  dem  Befestigungspunkte 
^i  ä.  b.  an  der  tiefstmöglichen  Stelle  (Fig.  157);  labil  da- 
8*8en,  wenn  der  Schwerpunkt  vertical  über  dem  Befestigungs- 
f^te,  also  an  der  höchstmöglichen  Stelle  sich  befindet  (Fig. 
loß). 

In  ähnlicher  Weise  können  auch  bei  einem  von  fester  hori- 
^taler  Unterlage  an  einem  Punkte  unterstützten  Körper  drei 
epSchiedene  Arten  des  Gleichgewichtszustandes  unterschieden 
e*den,  je  nachdem  der  Körper  gegen  eine  Störung  seiner  Gleich- 
.  *ichtslage  in  der  einen  oder  anderen  Weise  reagirt  oder  ganz 
'Üfi'erent  sich  verhält.    Ein  aus  Halbkugel  und  Kegel  zusammen- 
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gesetzter  homogener  Körper  wird  je  'nach  der  Höhe  des  Kegels 
in  stabilem,  labilem  oder  indifferentem  Gleichgewichtszustande 
sich  befinden,  wenn  derselbe  aufrecht  hingestellt  wird  auf  eine 
horizontale  Ebene.  Indifferent  ist  der  Gleichgewichtszustand  eines 
solchen  Körpers,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  mit  dem 
Krümmungsmittelpunkte  der  Halbkugel  zusammenfallt,  also  — 
nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  —  wenn  das  Moment  des 
Kegel-Inhalts  gleich  ist  dem  Momente  der  Halbkugel  in  Bezug 
auf  die  gemeinschaftliche  Grundkreis-Ebene  beider  Körper.    Nach 


Fig.  160. 


Fig.  161. 


Fig.  162. 


stabil 


indifferent 


Fig.  162  ergeben  sich  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung* 

—, ^-.  j  =  |r»  it.fr,    oder  A  =  r]/3  und  Z  =  J/ra  +  A>  =£ 

Stabil  ist  der  Gleichgewichtszustand  des  aufrecht  gestellten  K<5 
pers,  wenn  Z<2r  (Fig.  160),  labil,  wennZ>2?-  ist  (Fig.  161)- 

Der  labile  Gleichgewichtszustand  eines  Körpers  kann  in  ein 
stabilen   Gleichgewichtszustand  verwandelt  werden  dadurch, 
man  an  geeigneter  Stelle  —  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kör- 
pers  —   fremde   Massen   mit   demselben   verbindet,    welche 
Schwerpunkt   des  Ganzen   so  weit   nach  unten  verschieben, 
nunmehr  die  Bedingungen  des  stabilen  Gleichgewichts  erfüllt 
(s.  Fig.  163  und  Fig.  164). 

Im  Allgemeinen  ist  bei  solchen  von  horizontaler  Unterlage 
einem  Punkte  unterstützten  Körpern  —  streng  genommen  —  aii*^*1 
die  Lage  der  Drehungsebene  zu  berücksichtigen,  in  Bezug  auf  welot*c 


Stabiles,  labiles  und  indifferentes  Gleichgewicht  etc. 


Fig.  163. 


Fig.  164.  ^ie  ^rt  **e8  Gleichge- 

wichtszustandes fest- 
gestellt werden  soll ; 
denn  es  kann  vorkom- 
men, dass  der  Gleich- 
gewichtszustand eines 
\  und  desselben  Körpers 

.  ,  \  in  Bezug  auf  die  eine 

\  Drelmugsebene      labil 

\  ist,  in  Bezug  auf  eine 

\        \  andere  dagegen  stabil. 

*;  'll     !         ^°  z"  ®*  '8*'  ^er  öleich- 
L~v  ge wich tszu stand  der  in 

fp"  :-"-.■■■    Fig.  165  dargestellten 
halbkreisförmigen  (am 
t  Bande    abgerundeten) 

diiimen  Scheibe  in  Bezug  auf  eine 
Fig.  165.  Drehung   in    der   eigenen   Ebene 

derselben  stabil,  in  Bezug  auf 
ein  Umkippen  seitwärts  hinüber 
dagegen  labil.  Wenn  also  der 
Körper  nicht  eine  nach  allen  Sei- 
ten bin  vollkommen  symmetrische 
i  hat  in  Bezug  auf  die  Verticale  des  Schwerpunktes,  so  ist 
lemaf  erforderlich,  die  Lage  der  betreffenden  Drehungsebene 
^zeichnen,  sobald  von  Verschiebungen  aus  der  Gleichgewichts- 
oder Stabilität  derselben  die  Rede  ist. 

Andererseits  können  —  sobald  es  sicli  nur  um  eine  bestimmte 
ilugsebene  handelt  —  die  vorigen  Untersuchungen  auch  auf 
ie  Körper  übertragen  werden,  welche  von  der  horizontalen 
irlage  längs  einer  geraden  Linie  —  anstatt  nur  in  einem 
tte  —  unterstützt  sind,  z.  B.  auf  Körper  mit  cylindrisch  — 
kugelförmig  —  abgerundetem  Fusse.  Dasselbe  gilt  von  Kör- 
,  die  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt  sind.  Die  Gesetze 
Stabilität  können  auch  auf  solche  Körper  angewendet  werden, 
be  an  einer  horizontaleu  Drehachse  —  anstatt  nur  in  einem 
Irte  —  befestigt  sind,  und  darf  daher  in  den  betreffenden 
Ten  der  Punkt  0  auch  als  Projection  einer  rechtwinkelig  zur 
Bäche  steheudeii  festen  Drehachse  gedeutet  werden,  sobald  die 
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Untersuchungen  auf  solche  Verschiebungen  sich  beschränken,  bei  v 
welchen  die  Punkte  des  Körpers  parallel  zur  Bildfläche  sich  be-  •■ 
wegen. 


§.  47. 

Anwendungen  auf  Gewichtsmessungen. 

Der  Gegendruck  des  Aufhängepunktes  eines  im  Gleichgewicht 
hängenden  Körpers  ist  immer  gleich  dem  Gewichte  des  letzteren, 
und  eben  so  gross  ist  auch  —  nach  dem  Gesetze  der  Wechsel- 
wirkung —  der  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkende  Druck, 
welchen  seinerseits  der  Aufhängepunkt  erleidet.  Dieser  Druck  ist 
stets  gerade  so  gross,  wie  wenn  der  Aufhängepunkt  selbst  den 
Angriffspunkt  für  das  Gewicht  des  Körpers  bildete. 

Wenn  also  an  einem  in  dem  Punkte  0  aufgehängten  Körper 
irgend  ein  anderer  Punkt  A  als  Aufhängepunkt  für  einen  zweiten 
Körper  gewählt  wird,   so  ist  die  Wirkung  des  letzteren  bei  jeder 
Stellung  des   ersteren   genau  dieselbe,   wie  wenn  seine  Masse  in 
dem  Punkte  A  concentrirt  wäre  (Fig.  166).    Die  neue  Gleichge- 
wichtslage   des    ersten    Körpers 
wird  also  diejenige  sein,  bei  wel- 
cher der  Schwerpunkt  M  der  bei- 
den resp.  in  den  Punkten  S  und 
A  concentrirt  gedachten  Massen 
der  Körper  in  der  Verticalen  des 
Punktes  0  liegt.    Bei  dieser  Stel- 
lung geht  die  Richtungslinie  der 
Mittelkraft  von  den  beiden   Ge- 
wichten G  und  Q  durch  den  Punkt 
0  hindurch,  ist  also  das  statische 
Moment  dieser  Mittelkraft  in  Be- 
zug auf  den  Punkt  0  gleich  Null, 
folglich    auch    die    algebraische 
Summe   der  statischen   Momente 
der  beiden  Seitenkräfte: 
164)  Qx  —  Gy  =  Q. 
Diese  Gleichung   kann   zum  Auffinden  der   neuen   Gleichge- 
wichtslage  benutzt    werden,   wenn  das   Gewicht   Q  bekannt  ist; 


Fig.  166. 


GtQ 


Anwendungen  auf  Gewichtsmessungen. 
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umgekehrt  aber  auch  zur  Bestimmung  des  Gewichts  Q,  wenn  die 
neue  Gleichgewichtslage  durch  directe  Beobachtung  bekannt  ist. 
So  nimmt  z.  B.  für  den  in  Fig.  167  dargestellten  Fall  —  bei 

welchem    der   Punkt    A    vor 


Fig.  167. 


O 


s. 


OV 


X 


\o)j 


dem  Anhängen  des  Gewichts 
Q  in  gleicher  Höhe  mit  dem 
Punkte  0  befindlich  ange- 
nommen ist  —  obige  Glei- 
chung die  Form  an: 

Q  l  cos  *     -  G  h  sin  a  =  0 
oder  für  Q  aufgelöst: 

lGf>)  Q=Gjtga, 

und  zeigt:    wie  das  Gewicht 
Q  aus  dem  beobachteten  Aus- 
o  schlagwinkel    a   sich    bereeh- 


h/n 


^ 


^1 


/: 


V 


neu  liisst,  wie  auf  diese  Weise 
jeder  an  festem  Punkte  oder 
fester  horizontaler  Drehachse 
aufgehängte  Körper  zu  Ge- 
wichtsmessungen benutzt  wer- 
den kann,  wie  also  die  Opera- 
tion des  Wagens  auf  die  des  Winkelmesseus  sich  zurückführen  lässt. 
Auf  ähnliche  Weise  kann  mittelst  des  in  Fig.  168  dargestell- 
ten Wagebalkens  die  Differenz  zweier  Gewichte  aus  der  Grösse 
des  Ausschlagwinkels  bestimmt  werden.  Wenn  die  beiden  Auf- 
hängepunkte -4,  B  in  gleichen  Abständen  von  dem  Drehpunkte  O 
und  in  einer  geraden  Linie  mit  demselben  liegen,  so  können  zwei 
gleich  grosse  an  diesen  beiden  Punkten  aufgehängte  Gewichte  P 
keinen  Einfluss  auf  die  Gleichgewichtsstellung  des  Balken  haben, 
insofern  alsdann  bei  jeder  Stellung  desselben  die  Mittelkraft  2P 
dieser  beiden  Gewichte  durch  den  Drehpunkt  des  Balkens  hin- 
durchgeht. Das  einseitige  Anhängen  eines  Gewichtes  Q  au  dem 
Punkte  A  bringt  dagegen  einen  Ausschlagwinkel  a  hervor,  wel- 
cher genau  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem  vorigen  Falle  berech- 
net werden  kann,  auch  dann  noch,  wenn  gleichzeitig  die  beiden 
Gewichte  P  angehängt  sind.  Wenn  also  mit  Q  der  Ueberschuss 
des  an  der  einen  Seite  hängenden  Gewichtes  bezeichnet  wird,  und 
mit  G  das  Gewicht  des  unbelasteten  Wagebalkens,  so  ergiebt  sich 
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Fig.  168.  zur    Bestimmung   v< 

Q  wiederum  die  61c 
chung  165): 

Q  =  G  y  tg  a. 

Läge  dagegen  der  Drei 

punkt    des    Wageba 

kens  oberhalb  der  Ve 

bindungslinie  AB,  t 

würde  ein  und  dasselt 

Uebergewicht  Q  eine 

um  so  kleineren  Au* 

Schlagwinkel     hervoi 

bringen,  je  grösser  di 

Belastungen  der  beide 

Aufhängepunkte     wä 

ren. 

Die      horizontal 

Gleichgewichtslage  de 

in  Fig.  169  dargesteU 

ten  Wagebalkens  wir 

durch    das   Anhänget 

von    zwei    beliebige- 

(ungleichen)  Gewichten  K  und  P  nicht  gestört,  wenn  die  Aufhäng« 

punkte  A,  B  derselben  so  gewählt  sind,  dass  die  Mittelkraft  dies« 

beiden  Gewichte  durch  den  Drehpunkt  0  hindurchgellt,  d.  h.  s« 

bald  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist: 

Pa  —  Kr  =  0. 

Wenn  an  der  einen  Seite  zu  dem  Gewichte  K  (der  zur  Aufnahm 

der  Last   bestimmten  Schale)   noch   das   Gewicht   Q   hinzugele 

wird  (Fig.    170),   so    kann    das   Gleichgewicht  wieder  hergesteC 

werden  dadurch,   dass  auf  der  anderen  Seite  der  Hebelarm  cL 

Gewichtes  P  um  eine  entsprechende  Grösse  x  vergrössert  wird,  \m 

man  erhält  als  nunmehrige  Gleichgewichtsbedingung  die  GleichuiL 

P(a  +  x)  —  [K+  Q)  r  =  0. 

Durch  Subtraction  der  vorhergehenden  Gleichung  von  dieser  lc* 

teren  erhält  man: 

Px 
Px—Qr  =  0  oder  Q  =  — . 

r 


Gleichgewicht  eines  an  zwei  Stellen  unterstützten  Körpers. 
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Fig.  169. 
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Jei*ie8  eigenen  Schwerpunktes  ab. 


Diese  Gleichung  zeigt, 
wie  das  unbekannte  Ge- 
wicht Q  aus  der  gemes- 
senen Länge  x  berechnet 
werden  kann,  wie  also  eine 
Gewichtsmessung  auch  auf 
eine  Längenmessung  sich 
zurückführen  lässt. 

Ob  der  Gleichgewichts- 
zustand dieses  Wagebal- 
kens ein  stabiler  oder  la- 
biler ist:  das  hängt  bei 
der  hier  dargestellten  An- 
ordnung —  wenn  die  drei 
Punkte  -4,  0,  M  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  — 
allein  von  der  Höhenlage 


Fig.  172. 


§.48. 

Q-leichgewicht  eines  an  zwei  Stellen  unterstützten 

Körpers. 

\Venn  ausser  dem  Punkte  A  noch  irgend  ein  zweiter  eben- 
*^     in  der  Verticalen  des  Schwerpunktes  liegender  Punkt  B  des 

Körpers  ein  fester  Punkt  ist,  so  findet 
hinsichtlich  der  Vertheilung  des  Druckes 
auf  die  beiden  Befestigungspunkte  eine 
Unbestimmtheit  statt,  welche  nur  dann 
verschwindet,  wenn  zugleich  die  Art  der 
Befestigung  genau  bekannt  ist.  Denn 
die  allgemeinen  Gleiehgewichtsbedingun- 
gen  schreiben  für  diesen  Fall  nur  vor: 
^    .  mj  dass  die  algebraische  Summe  der  beiden 

1  aufwärts   wirkenden    Gegendrücke   gleich 

w  /  \     r*  /       dem  abwärts  wirkenden  Gewichte  des  Kör- 

pers sein  muss,  lassen  also  die  Art  der 
Druck-Vertheilung  unentschieden.  Durch 
die  verschiedene  Art  der  Aufhängung  kann 
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man  erreichon,  dass  entweder  (wie  in  Fig.  17t)  der  Punkt  A 
für  sich  allein,  oder  (wie  in  Fig.  172)  der  Punkt  B  für  sich 
allein  das  ganze  Gewicht  des  Körpers  trägt,  oder  endlich,  dass 
nach  irgend  einem  beliebigen  Verhältniss  der  Druck  auf  beide 
Punkte  sich  vertheilt. 

Wenn  z.  B.  an  dem  anfäng- 
lich nur  in  dem  Punkte  A  befe- 
stigten Körper  mittelst  eines  Fa- 
dens  noch  ein  Gewicht  Q  unten 
angehängt    wird,    so  leistet  der 
Punkt  A  einen  Gegendruck  gleich 
der  Summe  der  beiden  Gewichte 
G  und  Q  (Fig.  173).    Dieser  Ge- 
gendruck ändert  sich  nicht,  wentv. 
hiernach  der  Punkt  B  festgelegt 
wird,  ebensowenig,  wenn  uaclihe-  x 
der  Faden,  an  welchem  das  G«^- 
wicht  Q  hing,  abgeschnitten  vimr- 6 
(Fig.  174).     Durch   die   hier  \>*&- 
schriebene  Art   der   Befestigt«^! 
wird  also  erreicht,  dass  der  Pun_ZBt 
W-Q  A  einen  aufwärts  gerichteten  &-  « 

gendruck  W=  (J  -|-  Q,  und  dL  ■« 
Punkt  B  den  abwärts  gerichtet  -"»^ 
Gegendruck  Wt  =  Q  leistet. 
Eine  älinliche  Unbestimmtheit  hinsichtlich  der  Druckverth  *"^ 
lung  findet  auch  dann  statt,  wenn  zwei  beliebige  andere  auss^^1 
halb  der  Vcrticallinie  des  Schwerpunktes  (aber  in  einer  VerticÄ»- 
ebene  mit  demselben)  liegende  Punkte  die  BefestigungspumVc* 
bilden  (Fig.  175).  Damit  die  beiden  Gegendrücke  W  und  p-*r 
dem  Gewichte  G  das  Gleichgewicht  halten,  dazu  ist  nur  erfc»*" 
derlieh,  dasB  ihre  Mittelkraft  mit  dem  Gewichte  G  gleiche  Gross« 
und  entgegengesetzte  Richtung  habe,  und  dass  ihr  Durchaclinit.*8" 
punkt  P  in  die  Richtungslinie  der  Kraft  G  falle.  Diese  Bedingung 
aber  kann,  wie  Fig.  175  und  Fig.  176  als  Beispiele  zeigen,  £*.*& 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  erfüllt  werden. 

Diese  Unbestimmtheit  betrifft  jedoch  nur  die  (bei  recht*-»"' 
kotiger  Zerlegung)  in  die  Richtung  AB  fallenden  Seitenkrä-i^* 
Ar,  X,  der   Gegendrücke,  während  die   rechtwinkelig   zu  AB     ge" 
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Fig.  175. 


Fig.  170. 


teten  Seitenkräfte   lr,  Yx  stets  bestimmte  Werthe  haben  und 
bhangig  von  der  Befestigungsweise  berechnet  werden  können 

(Fig.  177).    Denn  nach  den 


Fig.  177. 


$* 


in  nach  Fig.  177  die  Gleichungen: 


allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen muss  in  Bezug 
auf  jede  beliebige  Achse 
(in  diesem  speciellen  Falle 
auch  in  Bezug  auf  jeden 
beliebigen  Punkt  der  verti- 
calen  Kräfte-Ebene)  die  alge- 
braische Summe  der  stati- 
schen Momente  aller  Kräfte 
gleich  Null  sein.  Wählt 
man  das  eine  Mal  den  Punkt 
2?,  das  andere  Mal  den  Punkt 
A  als  Drehpunkt,  so  erhält 


0=YI—  Gb  oder  Y=  G 


r 


Q=Ga-Yxl  oder  Yt  =  G  j. 
wr  Bestimmung  der  Seitenkräfte  X,  Xt  dagegen  liefern  die 
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Gleichgewichtsbcdingungen  nur  eine  einzige  Gleichung.  In  Bezug 
auf  jede  beliebige  Richtung,  also  z.  B.  auch  in  Bezug  auf  die 
Richtung  AB,  muss  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  Seiten- 
kräfte gleich  Null  sein ;  folglich  ist  die  Summe  X-{-X1  der  pa- 
rallel zu  BA  gerichteten  Seitenkraft  des  Gewichtes  G  gleich  zu 
setzen  und  hat  unter  allen  Uniständen  einen  bestimmten  Werth. 
Das  VerMltniss  dieser  beiden  Kräfte  aber  hängt  von  der  Art  der 
Befestigung  ab. 

Die  Unbestimmtheit  verschwindet,  sobald  bei  einem  der  bei- 
den Stützpunkte  an  der  Art  der  Unterstützung  zu  erkennen  ist, 
in  welcher  Richtung  der  Gegendruck  desselben  thätig  ist.  Denn 
in  diesem  Falle  ist  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  P  der  drei 
Kräfte,  und  damit  zugleich  die  Richtung  des  von  dem  anderen 
Stützpunkte  ausgeübten  Gegendrucks  festgelegt.  Durch  die  Sei- 
tenlängen des  bei  dem  Punkte  P  zu  constituirendeu  Kräfteparalle- 
logramms, dessen  Diagonale  der  gegebenen  Kraft  G  gleich  und 
entgegengesetzt  zu  nehmen  ist,  sind  die  beiden  Gegendrücke  als- 
dann auch  ihrer  Grösse  nach  bestimmt. 

So  z.  B.  ergeben  sich  für  den  in  Fig.  178  dargestellten  Fall, 

bei  welchem  die  Unterstützung 


Fig.  178. 


an  der  Stelle  A  so  beschaffen 
ist,  dass  daselbst  nur  recht- 
winkelig zur  Richtung  AB  ein 
Druck  auf  den  Körper  über- 
tragen werden  kann,  zur  Be- 
stimmung der  Gegendrücke  die 
Gleichungen : 

0=W.AB-  G.BC, 
BC 

w=gTb 


0=G.AD—W,.AE, 

Wl=G.*3. 
AE 

(Nach  der  in  Fig.  177  gewähl- 
ten Bezeichnungsweise  würde 
hier  die  Seitenkraft  -X  gleich 
Null  und  die  Seitenkraft  X,  für  sich  allein  gleich  der  parallel 
zu  BA  gerichteten  Seitenkraft   des  Gewichtes  G  zu  setzen  sein). 
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Wenn  an  jeder  von  beiden  Unterstützungsstellen  die  Berüh- 
rungsebene zwischen  dem  Körper  und  seinen  Stützen  eine  Ilori- 

zontalebene   ist ,   so  können 


Fig.  179. 
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6* 


G 


Fig.  180. 


F 


Fig.  181. 
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nur  verticale  Gegendrücke 
von  den  Stützen  auf  den 
Körper  übertragen  werden. 
Man  erhält  also  z.  B.  für 
die  in  Fig.  179  und  Fig. 
180  dargestellten  Fälle  zur 
Bestimmung  der  Gegen- 
drücke die  Gleichungen: 
0=W  (a  +  b)  —  Gb, 

W=  G  -  A- 

a-f-o 
0=Ga—  W,(a+b), 

W,  =  G.     " 

a-\-b 

Die  gleiche  Methode  kann 
auch    in    dem    Falle    noch 
zur  Bestimmung  der  Gegen- 
drücke     benutzt      werden, 
weun  der  auf  solche  Art  an 
zwei    Punkten    unterstützte 
Körper  ausserdem  noch  mit 
anderen  Gewichten  belastet 
ist.    So  erhält  man  z.  B.  für 
den  in  Fig.  181  dargestell- 
ten Fall,  in  dem  man  das 
eine    Mal    in   Bezug    auf 
den  Stützpunkt  -B,  das  an- 
dere  Mal    in    Bezug    auf 
den  Stützpunkt  A  die  Glei- 
chung der  statischen  Mo- 
mente aufstellt,  zwei  Glei- 
chungen : 


0  rr  W.AB—P.  CB  —  (\.DB—Q.EB, 


0  =  P.AC+G.AD-\-Q,.AE—Wx.AB, 
deren  jede  zur  Bestimmung  des  darin  vorkommenden  Gegendrucks 
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für  sich  allein  schon  ausreicht.     Wenn  man  den  resp.  für  W  und 
Wx  aufgelösten  Gleichungen  die  Formen  giebt: 

166)  W=pM ^G.S  +  Q.S, 
}  AB^        AB^       AB 


167)  Wt=P.4£-  +  G.4£-  +  Q.4£-, 
}  AB^         AB  AB 

so  erkennt  man  zugleich,  in  welcher  Weise  die  einzelnen  Gewichte 
P,  (?,  Q  an  dem  Hervorbringen  der  Gegendrücke  sich  betheiligen. 
Es  zeigt  sich,  dass  der  zu  einem  der  Gegendrücke  von  jedem  ein- 
zelnen Gewichte  gelieferte  Beitrag  genau  auf  dieselbe  Weise  be- 
stimmt werden  kann,   wie  wenn  das  betreffende  Gewicht  die  ein- 
zige Belastung  bildete. 

§.  49. 

Gleichgewicht  eines  an  drei  Punkten  unterstützten 

Körpers. 

Um  die  Gegendrücke  der  drei  Stützpunkte  zu  bestimmen,  t 


n 


es  erforderlich,   eine  bestimmte  Art  der  Unterstützung  vorausz 
setzen;    andernfalls   würde   die   in   der   Aufgabe   liegende  Un 
stimmtheit  hier  in   noch  höherem  Maasse  als  beim  vorigen  Fi 
hervortreten. 

Sobald  an  der  Art  der  Unterstützung  zu  erkennen  ist,  welc 
Richtung  der  Gegendruck  des  einen  der  drei  Stützpunkte 
kann  auch  die  Grösse  dieses  Gegendrucks  allemal  bestimmt  we 
den.     Denn   wenn   man   die   algebraische  Summe  der  statisch. 
Momente  sämmtlicher  vier  Kräfte  gleich  Null  setzt  und  dabei  «3«JS 
Drehachse  die  Verbindungslinie   der  beiden  anderen  Stutzpunkte 
wählt,   so  erhält  man   eine  Gleichung,   in  welcher  der  gesu 
Gegendruck   als   einzige  unbekannte  Grösse  vorkommt,   weil 
Richtungslinien  der  beiden  anderen  Gegendrücke  durch  die  Drei1*"* 
achse   selbst  hindurch  gehen,  ihre  statischen  Momente  also  ITäÜ 
sind. 

Auch  die  rechtwinkelig  zur  Ebene  der  drei  Stützpunkte  g0-" 
richtete  Seitenkraft  eines  Gegendrucks  hat  unter  allen  Umstand^11 
einen  bestimmten  Werth,  welcher  mittelst  derselben  Methode  g^ 
funden  werden  kann,  da  die  andere  (in  die  Ebene  selbst  hinei*1-" 
fallende)  Seitenkraft  in  Bezug  auf  jede  in  der  Ebene  liegend 
Achse  das  statische  Moment  Null  hat,   folglich  in  der  Gleicht!**!? 
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der  statischen  Momente  nicht  vorkommen  kann.  Wenn  also  die 
drei  Stützpunkte  in  einer  horizontalen  Ebene  liegen,  so  haben 
die  verticalen  Seitenkräfte  der  Gegendrücke  stets  bestimmte 
Werthe  —  wie  auch  immer  die  horizontalen  Seitenkräfte  beschaffen 


sein  mögen. 

Die  horizontalen  Seitenkräfte  sind  Null  und  die  Gegendrücke 
Yertical  aufwärts  gerichtet,  wenn  die  Unterstützung  des  Körpers 
in  einer  vollkommen  glatten  horizontalen  Unterlage  besteht  (Fig. 

182).  Um  den  vom  Stutz- 
ig. 182.  punkte  A  geleisteten  Ge- 
gendruck Vt  zu  bestim- 
men, stellt  man  die  Glei- 
chung der  statischen  Mo- 
mente auf  und  wählt  die 
Verbindungslinie  BC  als 
Dreh-Achse,  man  erhält 
die  Gleichung: 

1G8)0=G.TE—V1ÄB 

We 

oder  Vx  =  G.  ——  . 

AD 

Auf  gleiche  Weise  kann 
jeder  der  beiden  anderen 
Gegendrücke  einzeln  be- 
stimmt werden;  V2  indem  man  -4C,  und  F3  indem  man  AB 
als  Drehachse  wählt. 

Denkt  man  sich  die  drei  Punkte  A>  B,  G  durch  gespannte  Fäden  nnter 
einander  verbunden  und  an  jedem  Stützpunkte  alsdann  die  horizontalen  Zug- 
kräfte mit  dem  verticalen  Gegendruck  zu  einer  Mittelkraft  vereinigt,  so  ge- 
langt man  leicht  zur  Vorstellung  von  einer  Befestigungsweise,  bei  welcher  die 
Gegendrücke  von  der  verticalen  Richtung  abweichen,  und  erkennt  zugleich, 
dass  ihre  verticalen  Seitenkräfte  stets  dieselben  Werthe  behalten  müssen,  dass 
z.  B.  die  Gleichung  168)  auch  dann  noch  gültig  bleiben  würde  für  die  verti- 
cale  Seitenkraft  des  in  dem  Punkte  A  wirkenden  Gegendrucks. 

Wenn  der  Hebelarm  FE  gleich  Null  wäre,  d.  h.  wenn  der 
Fusspunkt  der  Schwerpunkts -Verticalen  in  die  Seite  BC  des 
Dreiecks  ABC  hineinfiele,  so  würde  nach  Gleichung  168)  auch 
Vt  gleich  Null  sein,  und  wenn  FE  negativ  wäre,  d.  h.  wenn  der 
Fusspunkt  ganz  ausserhalb  des  Dreiecks  läge,  so  würde  V,  ne- 
gativ  werden.     Im  letzteren   Falle  würde   es  in  dem  Punkte  A 

Ritter,  Mechanik.  14 
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eines  abwärts  wirkenden  Gegendrucks  bedürfen,  um  den  Körper 
im  Gleichgewichtszustande  zu  erhalten,  und  wenn  ein  solcher 
fehlte,  so  würde  der  Körper  umfallen. 

Bedingung    des   Gleichgewichts  bei   der  in  Fig.  182   darge- 
stellten Art  der  Unterstützung  ist  also:  dass  der  Fusspunkt  der 
Schwerpunkts-Verticalen  nicht  ausserhalb  des  aus  den  Stützpunk- 
ten gebildeten  Dreiecks  liegt.    Fällt  derselbe  in  den  Umfang  des 
Dreiecks,  so  ist  das  Gleichgewicht  ein  labiles;   das  geringste  Ue- 
bergewicht  an  dieser  Seite  wird  alsdann  lünreichen,  den  Körper 
ganz  umzuwerfen.    Wenn  dagegen  der  Fusspunkt  im  Inneren  des 
Dreiecks  liegt,   so  würde  es,  um  den  Körper  umzukippen  d.  h. 
um   eine   der   Dreieck- Seiten   zu   drehen,   einer  Kraft  bedürfen,^ 
deren  statisches  Moment  in  Bezug  auf  diese  Dreh-Achse  im  Be — . 
ginn  der  Drehung  mindestens  eben  so  gross  sein  müsste  als  da^^ 
statische   Moment  des  Gewichts    G   in  Bezug    auf  diese  Achsc^s 
Im  letzteren  Falle  war  also  der  Gleichgewichtszustand  des  Körper— r^ 
ein  stabiler,  und  als  Maass  für  diese  Stabilität  kann  das  statiscl 
Moment  des  Gewichts  gelten  in  Bezug  auf  diejenige  Dreieck-Seit- 
welche  beim  Umkippen   die   Dreh -Achse   bilden  würde.     Dies« 
Moment  wird  deshalb  das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  in  B 
zug  auf  die  betreffende  Seite  genannt.    Bei  dem  in  Fig.  182 
gestellten   Falle   würde   z.  B.  wenn   ein   Unikij>pcn   des   Körp&== 
nach  der  Seite  B  C  hinüber  in  Frage  käme,  das  Product  G. 
als  das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  zu  betrachten  sein. 


§.  50. 

Stabilitätsnioment  und  dynamische  Stabilität  eines  au 
horizontale  Grundfläche  gestellten  Körpers. 

Bei  einem  an  mehr  als  drei  Stellen  von  horizontaler  Unt 
läge  unterstützten  Körper  ist  die  Vertheilung  des  Drucks  auf 
Stützpunkte  wiederum  eine  unbestimmte,  und  ist  es  daher 
die  Frage  der  Stabilität,  welche  hier  in  Betracht  kommt 

Jede   durch  einen  Stützpunkt  gelegte  gerade  Linie,  weld»^ 
die  horizontale  Unterstützungsebene  in  zwei  Theile  zerlegt,  derö» 
einer  keine  Stützpunkte  enthält,   kann  beim  Umkippen  des  KöT- 
pers  möglicher  Weise  eine  Drehachse  bilden  und  soll  hier  abkiir- 
zungsweise  eine  Drehkante  genannt  werden.    Liegt  der  Fusspun^* 
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der  Schwerpunkts- Verticalen  innerLaib  des  von  sämmtlichen  Dreh- 
ianten  eingehüllten  Theiles  der  Grundebene,  so  ist  die  Stabilität 
des  Körpers   gesichert,   und   zwar  um   so  mehr,  je   grösser   der 
kleinste  Abstand  jenes   Punktes  von  den  Drehkanten  ist.     Das 
statische  Moment  des  Gewichts  in  Bezug  auf  eine  Drehkante  wird 
das  Stabilitatsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Kante  ge- 
kannt.    Ein  Körper,  welcher,   unten  von  ebener  Grundfläche  be- 
grenzt, in  allen  Punkten  derselben  die  horizontale  Stütz-Ebene 
berührt,  ist  anzusehen  als  ein  Körper  mit  unendlich  vielen  Stütz- 
punkten, für  den  somit  die  gleichen  Bestimmungen  gelten. 

Wenn  der  in  Fig.  183  dargestellte  Körper  um  die  (festgehal- 


Fig.  183. 


Fig.  184. 


Fig.  185. 


^^e)  Drehkante  A  gedrehet  werden  soll  von  einer  Kraft  ÜT,  welche 
111     der  Drehungsebene  des  Schwerpunkts  am   Hebelarm  l  wirkt, 
80     xnuss  das  statische  Moment  Kl  mindestens  so  gross  als  das 
^^-bilitätsmoment  Gx  sein,  in  welchem  Falle  die  Mittelkraft  von 
Und  K  durch  die  Drehkante   selbst  hindurchgeht,   der  kleinste 
^^aftüberschuss   also    schon   ausreicht,   um   Bewegung  hervorzu- 
ragen.    Nach  dem  Beginn  der  Drehbewegung  wird  das  statische 
"*onaent  des  Gewichtes  G  allmälig  kleiner,   es  wird  Null  in  dem 
^*genblicke,   wo  der   Schwerpunkt  vertical  über  der  Drehkante 
^e   höchste  Stelle  St  seiner  Bahn  erreicht  (Fig.  185).     Ohne  dass 
le   begonnene  Bewegung  ins  Stocken  geriethe,  kann  also  das  sta- 
uche Moment  der  umkippenden  Kraft  ebenfalls  allmälig  sich  ver- 
**eüiern  und  zwar   in  solcher  Weise,   dass   dasselbe   stets   noch 
^sin   statischen  Momente   von  G   gleich  bleibt.     Wenn   dies   der 
*aÜ  ist,  so  wird  auch  während  der  Bewegung  stets  die  Mittel- 
^^il  beider  Kräfte   durch  den   Drehpunkt   hindurchgehen   (Fig. 

14* 
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184),  also  während  jedes  einzelnen  Zeittheils  die  mechanische  Ar- 
heit  Null  verrichten.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die  von  den  beiden 
Kräften  zusammen  im  Ganzen  verrichtete  Arbeit  alsdann  den 
Werth  Null  hat.  Nach  Fig.  185  ist  —  G  h  die  vom  Gewichte  G 
allein  verrichtete  Arbeit;  für  die  von  der  umkippenden  Kraft  ver- 
richtete mechanische  Arbeit  21  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

169)  0  =  21  —  Gh  oder  2l^GÄ. 
Sobald  der  Körper  die  Stellung  Fig.  185  erreicht  hat,  bedai 
es  keiner  weiteren  mechanischen  Arbeit  mehr,  um  denselben  vol — 
lends  umzustürzen,  insofern  das  eigene  Gewicht  alsdann  zur  weL 
teren  Förderung  der  Bewegung  schon  ausreicht. 

Die  zum  Umkippen  eines  Körpers  erforderliche  mechanische  Ai 
beit  wird  die  dynamische  Stabilität  des  Körpers  genannt. 
Gleichung  169)  ist  die  dynamische  Stabilität  gleich  dem  Produc- 
aus  dem  Gewichte  G  des  Körpers  in  diejenige  Höhe  A,  um  welcl 
der  Schwerpunkt  ansteigt,  während  der  Körper  in  die  nach« 
labile  Gleichgewichtslage  übergeführt  wird. 

Wenn  von  dem  Stabilitätsmomente  und  der  dynamischen  S1 
bilität  eines  Körpers   schlechtweg   die  Rede   ist  (ohne   dass 
Drehkante  dabei  bezeichnet  wird),  so  sind  damit  in  der  Regel 
kleinsten  von  allen   Werthen  gemeint,  welche  diese  Grössen 
Bezug  auf  die  verschiedenen  Drehkanten  annehmen  können. 
Wenn  mit  a,  b,  c  resp.  Höhe,  Breite,  Länge  eines  Parallelepipedum 

zeichnet    werden,     und    jeder    Cubicnu 
desselben   7   Kilogramm   wiegt,    so   ist 
Gewicht  desselben  in  Kilogrammen: 

G  =  yabc 
und  das  Stabilitätsmoment  in  Bezug  auf 
Drehkante  Ä  (Fig.  186)  ist: 

b 

/  Die  Höhe,   um  welche   beim  Umkippen 

/  Schwerpunkt  ansteigen  muss,  beträgt: 


Fig.  186. 


a 


.----p 


/  S* 


h 
2 


^ei 


folglich  ist  die  dynamische  Stabilität  in 
zug  auf  die  Drehkante  A: 

<>  «-.-MUW-s-t 

Bestände  der  Körper  z.  B.  aus  Granit,  von   welchem  jeder  Cubikmeter    ^  *5Ü 
Kil.  wiegt,  und  wäre  a  =0",8,  ft  =  0",6,  c  =  2",  so  ergäbe  sich: 

%  =  2750  .  0, 8  .  0, 6  .  2(1/0,  42  +  0,32  -  0,  4  i  =264  Meterkilogram 
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Da  hier  als  Längeneinheit  der  Meter  und  als  Krafteinheit  das  Gewicht  eines 
Kilogramms  gewählt  wurde,  so  ist  als  Einheit  für  die  Zahl  9  das  Meter- 
ftüogramm  anzusehen,  oder  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich 
ist,  um  1  KiL  Gewicht  1  Meter  hoch  zu  heben.  Zum  Umkippen  dieses  Granit- 
blocks würde  also  eben  so  viel  mechanische  Arbeit  erforderlich  sein,  als  zum 
Heben  von  1  Kil.  Gewicht  auf  264"  Höhe  oder  von  264  Eil.  Gewicht  auf 
1-   Höhe. 


Capilel  XII. 

Gleichgewicht  einer  an  zwei  Stellen  unterstützten 
Verbindung  von  mehreren  einander  gegenseitig 

stützenden  festen  Körpern. 

§.  61. 

Bestimmung  der  von  zwei  einander  gegenseitig  stützenden 

Körpern  hervorgerufenen  Gegendrücke. 

Die  Bestimmung  der  Gegendrücke,  welche  ein  an  zwei  Stellen 
unterstützter  Körper  in  seinen  Stützpunkten  hervorruft,  ist  —  wie 
in  §-  48  gezeigt  —  eine  unbestimmte  Aufgabe,  so  lange  nicht 
wenigstens  bei  einem  von  beiden  Punkten  die  Art  der  Unterstü- 
tzung bekannt  ist. 
Letztere  Bedingung  ist 
erfüllt ,  die  Aufgabe 
demnach  immer  lösbar: 
wenn  an  einem  von 
den  beiden  Stützpunk- 
ten des  Körpers  die 
Stütze  durch  einen 
zweiten  Körper  ge- 
bildet wird ,  welcher 
seinerseits  auf  die- 
selbe Art  wie  der  erste 
unterstützt  ist  —  auf 
die  Art  nämlich:  dass 
an    jener    Stelle    die 


214  Dritter  Abschnitt.    Cap.  XII.    §.  51. 

beiden  Körper  einander  gegenseitig  als  Stützen  dienen  (Fig.  187). 
Denn  in  diesem  Falle  ist  es  ein  und  derselbe  Druck  D,  welcher 
den  einen  Körper  an  einer  Drehung  um  seinen  Stützpunkt  A  ver- 
hindert, und  welcher  zugleich  als  Gegendruck  (in  entgegengesetzter 
Richtung  genommen)  den  anderen  Körper  in  Bezug  auf  eine 
Drehung  um  seinen  Stützpunkt  B  im  Gleichgewicht  hält.  Es  er- 
geben sich  hieraus  für  den  Druck  D  zwei  von  einander  unabhän- 
gige Bcdingungsgleichungen ,  welche  ausreichen,  um  sowohl  die 
Grösse  als  auch  die  Richtung  desselben  zu  bestimmen.  Sobald 
aber  der  Druck  D  bekannt  ist,  können  alsdann  mittelst  des  im 
§.  48  erklärten  und  in  Fig.  187  angedeuteten  Constructionsver- 
fahrens,  indem  man  dasselbe  auf  jeden  der  beiden  Körper  einzeln 
genommen  anwendet,  auch  die  von  den  anderen  beiden  Stützpunkten 
A  und  B  geleisteten  Gegendrücke  W  und  W^  bestimmt  werden. 
Die  Gleichgewichtsbedingungen  erfordern,  dass  sowohl  in  BezUj 
auf  den  einen  als  auch  in  Bezug  auf  den  anderen  Körper  die  Rich^ 
tungslinie  des  Drucks  D  in  der  verticalen  Kräfte-Ebene  liege.  Hiera 
folgt,  dass  die  Schwerpunkte  S,  Sx  und  die  drei  Stützpunkte 
Z?,  C  sämmtlich  in  einer  und  derselben  Vertical-Ebene  lieg 
müssen,  wenn  das  Ganze  im  Gleichgewicht  sich  befinden  so 
Die  Richtungslinie  des  Gewichts  O  schneidet  daher  die  VerbL 
dungslinie  -4C,  und  der  Durchschnittspunkt  E  darf  als  Angri 


punkt  dieses  Gewichts  angenommen  werden;   denn   die  Wirku 
einer  Kraft  ändert  sich  nicht,   wenn   der  Angriffspunkt  in 
Richtungslinie  derselben  verschoben  wird.     Aus  gleichem  Grua_ 
darf  der  Punkt  £,    als  Angriffspunkt   des   Gewichts  Gk  gelte 
Da  die  Formen  der  Körper  nur  soweit  in  Betracht  kommen, 
die  Lage  der  Schwerpunkte  durch  sie  bedingt  wird,   so  könn. 
dieselben  nunmehr  ganz  unberücksichtigt  gelassen  werden, 
dürfen  deshalb  die  Körper  wie  starre  gerade  Linien  oder  Stang: 
behandelt  werden,  welche  in  dem  Punkte  C  an  einander  sich 
lehnen,   in  den  Punkten  JE,  Ei  resp.  durch  die  Gewichte  6r, 
belastet,  an  den  Stellen  4,  B  durch  feste  Punkte  unterstützt  s**** 
und  in  dem  Punkte  C  an  einander  sich  anlehnen. 

Da  ferner  nur  die  Gleichgewichtsbedingungen  in  Bezug  «-11 
Verschiebungen  in  der  verticalen  Bild-Ebene  hier  in  Betr&ob 
kommen,  so  können  statt  der  drei  stützenden  Punkte  auch  ha^1 
zontale  (parallele)  Drehachsen  substituirt  werden,  und  die 
liegende  Aufgabe  gewinnt  nunmelir  die  einfachere  in  Fig.  188 
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Fig.  188.  anschaulichte    Form. 

Die  beiden  Stangen 
AC  und  BC  sind  bei 
C  durch  einen  Ge- 
lenkbolzen derartig 
verbunden,  dass  jede 
Stange  in  der  verti- 
calen  Bildebene  sich 
drehen  lässt,  wäh- 
rend die  andre  unbe- 
weglich bleibt.  Am 
anderen  Endpunkte 
ist  jede  Stange  durch  einen  festliegenden  Gelenkbolzen  von  glei- 
cher Achsen-Richtung  unterstützt. 

Um  den  Druck  D  seiner  Grösse  und  Richtung  nach  zu  be- 
stimmen, genügt  es, 
Fig.  189.  Fig.  190.  die  horizontale  und 

verticale  Seitenkraft 
desselben  —  jede  ih- 
rer Grösse  nach  — 
zu  bestimmen.  Man 
findet  diese  beiden 
Seitenkräfte  H  und 
V,  indem  man  für 
jede  der  beiden 
Stangen  einzeln  genommen  die  Gleichung  der  statischen  Momente 
aufstellt  und  dabei  jedesmal  den  festen  Unterstützungspunkt  der 
Stange  als  Drehpunkt  wählt.  Nach  Fig.  189  und  Fig.  190  erhält 
man  alsdann  die  Gleichungen: 

0  =  —  Vb  —  Hh  +  Gc  und  0  =  —  Vbx  +Hhl  —  ö,  cn 
oder    wenn  man  abkürzungsweise   die  als   gegebene  Grössen   zu 
betrachtenden  statischen  Momente  Gc  und  GicJ    resp.  mit  den 
Buchstaben  SR  und  SR,  bezeichnet: 

|0  =  —  Vb  —  #Ä  +  2R 
\0  =  -Vbl-{-Hhl  —  ÜB,* 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  gesuch- 
ten Seitenkräfte  die  Werthe: 


170) 


171)   ff_«^  +  «.J. 
Ul)  bh,  +  M* 
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172) 


v_mhl  —  mlh 


==£-  ist. 


Die  Grösse  des  Drucks  würde  man 


Die  Richtung  des  Drucks  D  findet  man,  indem  man  Gleichung  172)  durch 

V 
Gleichung  171)  dividirt;  der  Quotient   ~  bildet  die  Tangente  des  Neigungswin- 

£1 

kels,  welchen  die  Richtungslinie  desselben  mit  der  Horizontalen  einschliesst^ 
Der  Druck  zwischen  den  beiden  Stangen  ist  also  horizontal  gerichtet,  we 

mht  -üW1Ä  =  0oder^         h 

der  Gleichung  D  =  \  R *  +  V*  bestimmen  können. 

Nachdem  die  Seitenkräfte  des  Drucks  D  gefunden  sind,  köc^- 
nen  nunmehr  auch  die  Seitenkräfte  X  und  ydes  von  dem  festen 
Punkte  A  geleisteten  Gegendrucks  W  bestimmt  werden,  indes ~mh 
man  in  Bezug  auf  Fig.  189  das  eine  Mal  die  algebraische  Summe 
der  Horizontalkräfte,  das  andere  Mal  die  algebraische  Summe  icr 
Verticalkräfte  gleich  Null  setzt.    Man  erhält  dann  die  Gleichungen: 

173)  0  =  X—H  oder  X=H, 

174)  0=  y+  7—  G  oder  Y=0—  V. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  aus  Fig.  190  für  die  SeitenkreLfte 
des  von  dem  Punkte  B  geleisteten  Gegendrucks  Wk  die  Wertlie: 

Xt=H  und  YX=GX  +  V. 

Die  horizontalen  Seitenkräfte  dieser  Gegendrücke  sind  demnach 
gleich  dem  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte  C  und  die  verticalen 
Scitenkräfte  zusammengenommen  so  gross  wie  die  Summe  der 
Gewichte  der  beiden  Stangen. 

In  den  Gleichungen  170)  bedeuteten  die  Buchstaben  9R  urmd 
ÜKj  die  statischen  Momente  der  Stangengewichte,  bezogen  auf  cl*e 
festen  Drehpunkte  der  Stangen.  Wenn  man  diesen  Buchstaben 
anstatt  dessen  die  Bedeutung  der  Momenten-Summen  sämmthch^r 

Belastungen    der  1* 


Fig.  191. 


Y 


r- 


treffenden  Stangen  b^  x" 
legt,     so    gelten  je«^*e 
Gleichungen  unmitt^-*" 
bar   auch   für  den  "M^ 
Fig.  191  dargestellte^ 
Fall,  bei  welchem  auss^J 
den  eigenen  Gewicht^*3 
noch   die  angehängte*1 
Belastungen  P,  Q  un« 
Pn  Q,  von  den  Stan- 
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getragen  werden.  Die  beiden  Seitenkräfte  des  Scheiteldrucks 
tonnen  daher  auch  in  diesem  Falle  unmittelbar  aus  den  Glei- 
ngen  171)  und  172): 

n—  ~hhl  -f  bxh '  v~  bhx  4-  bth 

limmt  werden,   sobald  man  darin  für  die  Grössen  ÜK  und  ÜK, 
aus  Fig.  191  sich  ergebenden  Werthe  substituirt: 
W=Gc  +  Pp+Qq  und  Wll=Glcl+PxPl-\-Qlqx. 

Die  Bestimmung  der  Seitenkräfte  der  von  den  festen  Punkten 
and  B  geleisteten  Gegendrücke  geschieht  alsdann  auf  dieselbe 
ise  wie  mit  Bezug  auf  Fig.  189  mittelst  der  Gleichungen  173) 
I  174) ;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  des  eigenen  Ge- 
ilte einer  Stange  liier  die  ganze  Belastuugs- Summe  derselben 
«ubstituiren  ist.  Man  erhält  demnach  für  die  übrigen  Seiten- 
Üte  die  Gleichungen: 
X=H=XX 

Y=G+P+Q-  Fund  Yx  =  GX  +  PX  -f  Qx  -f  V. 
Wie  in  Fig.  191  beispielsweise  durch  das  in  dem  Punkte  M 
[ehängte  Gewicht  Q  angedeutet,  macht  es  hinsichtlich  des  hier 
uwendcnden  Verfahrens  durchaus  keinen  Unterschied ,  wenn 
seine  Gewichte  an  den  jeuscits  über  den  Gelenkpunkt  C 
ms  verlängerten  Stangen  angehängt  sind. 

§•  52. 

Unfluss  der  Belastung  eines  einzelnen  Punktes  einer 
Verbindung  von  zwei  gewichtlosen  Stangen. 

•Jede  der  beiden  Seitenkräfte  irgend  eines  von  den  drei  Ge- 
ärücken  kann  aufgefasst  werden  als  Summe  der  einzelnen  Bei- 
&,  welche  die  verschiedenen  Belastungen  einzeln  genommen 
U  liefern.  Setzt  man  in  den  auf  Fig.  188  bezüglichen  Glei- 
Dgen  das  eine  Mal  G ,  =  o,  das  andere  Mal  G  =  o,  so  erfährt 
*,  welche  Druckkraft  von  jedem  dieser  beiden  Gewichte  ein- 
*  genommen  hervorgebracht  werden  würde,  und  es  zeigt  sich, 
H  die  Summe  der  beiden  Werthe,  welche  man  auf  diese  Weise 
irgend  eine  jener  Seitenkräfte  erhält,  den  wirklichen  Werth 
*er  Seitenkraft  darstellt.  Auf  gleiche  Weise  kann  man  sich 
ton  überzeugen,  dass  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  191  dargestellten 
Ue  irgend  eine  jener  Seitenkräfte  nichts   Anderes  ist  als  die 
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Summe  der  sechs  Beitrüge ,  welche  die  sechs  Belastungen  (?,  P, 
Q,  Gj,  P,,  QL  einzeln  genommen  zu  derselben  liefern.  Es  er- 
giebt  sich  hieraus  ein  Mittel,  die  im  vorigen  Paragraphen  behan- 
delte Aufgabe  dadurch  zu  vereinfachen,  dass  man  dieselbe  in 
eben  so  viele  einzelne  Aufgaben  (als  Gewichte  vorhanden  sind) 
zerlegt,  deren  jede  für  sich  allein  dann  eine  viel  einfachere  Lo- 
sung zulässt. 

Da  das  eigene  Gewicht  einer  Stange  genau  eben  so  wirkt 
wie  eine  in  dem  Schwerpunkte  der  (gewichtlos  gedachten)  Stange 
angehängte  fremde  Last  von  gleicher  Grösse,  so  ist  bei  Anwen- 
dung dieser  Methode  zwischen  eigenen  und  fremden  Lasten  keinerlei 
Unterschied  zu  machen.  Wenn  es  sich  nicht  um  die  Bestimmung 
der  wirklichen  Gegendrücke,  sondern  vielmehr  nur  um  die  Be- 
stimmung des  von  einem  einzelnen  Gewichte  ausgeübten  Einflusses 
handelt ,  so  müssen  also  die  Stangen  selbst  als  vollkommen  ge- 
wichtlose starre  Linien  behandelt  werden. 

Die  Richtungslinie  des  von  irgend  einem  einzelnen  Gewichte 
hervorgebrachten  Druckes  in  dem  Verbindungspunkte  der  beiden 
Stangen  fällt  immer  mit  der  Richtung  der  unbelasteten  Stange 
zusammen  (Fig.  192). 

Denn  für  die  unbelastete  Stange 
B  C  (Fig.  194)  bildet  (nach  der  oben 
vorausgeschickten  Erklärung)  dieser 
Druck  D  die  einzige  Kraft,  welche 
ausserhalb  des  festliegenden  Dreh- 
punkts derselben  ihren  Angriffspunkt 
hat.      Aus    dem    Gleichgewichtszu- 
stände dieser  Stange  kann  man  als* 
schliessen,   dass   die   Richtungslini6 
jener  Kraft  durch  den  Drei*' 


Fig.  192. 


Fig.  193. 


Fig.  194. 


A<&^- 


punkt  B  hindurchgeht, 
andernfalls  die  Stange 
diesen  Punkt  gedreht 
den  würde,  sowie  fern^*1 
dass  der  von  dem  Punfc--* 
B  geleistete  Gegendruck  i** 
dem  Drucke  D  gleiche  Grö&fi 
und  entgegengesetzte  Ric^i 
tung  hat. 
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Lage  des  Durchsclinittspunkts  0,  in  welchem  die  Rich- 
ien  der  beiden  Kräfte  Q  und  D  einander  schneiden,  ist 
t  als  bekannt  anzusehen,  und  da  die  drei  auf  die  Stange 
kenden  Kräfte  TP,  Z),  Q  nur  dann  einander  im  Gleichge- 
dten  können,  wenn  ihre  Richtungslinien  in  einem  gemein- 
hen  Durchschnittspunkte  zusammentreffen,  so  ist  in  der 
ingslinie  A  0  nunmehr  auch  die  Richtung  der  Kraft  W 
ij  und  ergiebt  sicli  hieraus  die  fernere  Regel: 
l  findet  die  Richtung  des  vom  Unterstützungspunkte  der 
m  Stange  geleisteten  Gegendrucks,  indem  man  von  diesem 
aus  eine  gerade  Linie  zieht  nach  dem  Durchschnittspunkte, 
lern  die  Richtungslinie  des  Gewichts  von  der  Richtung 
»lasteten  Stange  getroffen  wird. 

die  beiden  iTräfte  D  und  W  ihrer  Grösse  nacli  zu  be- 
,  kann  man  alsdann  —  anstatt  nach  der  Methode  des 
Paragraphen  dieselben  in  ihre  Seitenkräfte  zu  zerlegen 
se  letzteren  aus  den  für  jede  einzelne  Stange  geltenden 
iwichtsbedingungen  zu  bestimmen  —  in  diesem  Falle  ein- 
uf  dem  Wege  der  Construction  zum  Ziele  kommen,  ent- 
ndem  man  (wie  in  Fig.  192  schon  angedeutet)  bei  0  das 
irallelogramm  construirt,  dessen  Diagonale  ON  als  gege- 
usehen  ist,  oder:  indem  man  die  Hebelarme  der  Kräfte 
l  auf  die  Punkte  A  und  C  construirt  und  dann  für  die 
A  C  zweimal  die  Gleichungen  der  statischen  Momente  auf- 
as  eine  Mal  den  Punkt  A,  das  andere  Mal  den  Punkt  C 
lpunkt  wählend,  woraus  sich  nach  Fig.  193  folgende  Glei- 
i  ergeben: 


a 


Q  =  —Dd+Qa  oder  D=Q^, 

0  =    Wiv—Qb  oder  W=Q-, 

w 


Fig.  195. 


In  den  Figuren  195,  1% 
ist  jedes  Mal  durch  die  be- 
kannte Parallelogramm-Con- 
struetion  der  Weg  angedeu- 
tet, auf  welchem  die  gleiche 
Methode  zur  Bestimmung 
der  Gegendrücke  Z>,  W  auch 
in  solchen  Fällen  führt,  wo 
entweder  der  Aufhängepunkt 
M  oder  die   beiden  festen 


220 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XII.    §.  52. 


Fig.  196. 


Fig.  198. 


W 


Fig.  197. 


Fig.  199. 


w 


Punkte  A,  B  eine  von  der  in  Fig.  192  angenommenen  abweichende  Liff 
haben.  Ebenso  zeigt  Fig.  197,  dass  dieselbe  Methode  auch  da  angewendet 
werden  kann ,  wo  es  statt  des  vertical  abwärts  wirkenden  Gewichtes  Q  fl* 
beliebige  anders  gerichtete  Kraft  K  ist,  welche  die  Gegendrücke  herroifA 
Fig.  198  endlich  ist  hinzugefügt,  um  anzudeuten,  dass  es  keinen  UntersdM 
macht,  ob  die  Stangen  geradlinig  oder  krummlinig  sind. 

Da  überhaupt  abweichende  Formen  der  beiden  Körper,  welche  bfok* 
durch  geradlinige  Stangen  repräsentirt  wurden,  die  Anwendbarkeit  dieser  Me- 
thode in  keiner  Weise  beeinträchtigen  können,  so  lässt  sich  dieselbe  auch  bä 
Vortheil  benutzen,  um  z.  B.  bei  einer  Bogenbrücke  (Fig.  199)  deren  iwa 
Hälften  unter  einander  und  mit  den  Widerlagern  durch  Gelenkbolzen  (Scbtf- 
nierc)  verbunden  sind,  den  Einfluss  einer  einzelnen  Belastung  zu  ermitteln,  & 
Beiträge,  welche  dieselbe  zu  den  Gegendrücken  liefert,  und  damit  xuglock 
die  Art  und  Weise  zu  bestimmen,  in  welcher  diese  Belastung  zu  derSptt* 
nung  in  irgend  einem  T heile  der  ganzen  Construction  ihren  Beitrag  liefe*» 
welcher  letztere  Punkt  den  Gegenstand  später  folgender  ausführlicher  Uattf* 
suchungen  bilden  wird. 

Wenn  man  die  mittelst  der  angedeuteten  Parallelogramm-ConstiucnoiMi 
gefundenen  von  dem  einen  Gewichte  Q  hervorgebrachten  Gegendrücke  f** 
derum  durch  Purallelogramm-Constructionen  in  ihre  horizontalen  und  vertief 
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%e  zerlegt,  und  dasselbe  Verfahren  in  Bezug  auf  die  Übrigen  etwa 
en  Belastungen  wiederholt,  so  kann  man  durch  —  gleichfalls  auf 
ihem  Wege  auszuführende  Summation  der  zusammengehörigen  (als 
e  oder  verticale  Linien- Abschnitte  sich  darstellenden)  Grössen  nach 
die  von  allen  Belastungen  zusammengenommen  hervorgebrachten 
£6  bestimmen  und  auf  diese  Weise  —  wenn  man  es  nicht  vorzieht 
rigen  Paragraphen  erklärte  Methode  der  Berechnung  anzuwenden  — 
Aufgabe  auf  rein  geometrischem  Wege  lösen. 

^verständlich  können  die  in  den  Figuren  192,  195 198  durch 

on  dargestellten  Kräfte  ohne  Weiteres  als  die  wirklichen  Gegen- 
trachtet werden  in  allen  solchen  Fällen,  wo  die  eigenen  Gewichte 
in  im  Verhältniss  zu  der  Belastung  Q  (oder  der  Kraft  K)  klein  genug 
vernachlässigt  werden  zu  dürfen. 

§.  53. 
;ewichtslage  einer  Verbindung  von  mehr  als  zwei 

Stangen. 

3r  von  den  beiden  festen  Unterstützungspunkten  einer  Ver- 

von  zwei  Stangen  kann  ersetzt  werden  durch  den  beweg- 
Indpunkt  einer  neu  hinzugefügten  Stange,  welche  ihrer- 

anderen  Ende  durch  einen  festen  Drehpunkt  unterstützt 
^ausgesetzt,  dass  dieser  hinzugefügten  Stange  eine  solche 
{  gegeben  wird,  bei  welcher  der  auf  sie  übertragene  Druck 
ge  im  Gleichgewicht  hält  in  Bezug  auf  eine  Drehung  um 
sten  Unterstützungspunkt.  Dieser  letztere  kann  alsdann 
q  auf  gleiche  Weise  mit  dem  beweglichen  Endpunkte  einer 
u  Stange  vertauscht  werden,  und  durch  Fortsetzung  dieses 
ms  lässt  sich  allmälig  eine  beliebige  Anzahl  von  Stangen 
er  Weise  auf  einander  stellen,  dass  das  ganze  Gebäude, 
aur  von  zwei  festen  Punkten  gestützt  und  aus  lauter  be- 
n  an  einander  gelehnten  Stücken  zusammengestellt,  den- 

Gleichgewichtszustände  sich  erhält. 

in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Methoden  zur 
ung  der  von  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Stan- 
vwgebrachten  Druckkräfte  können  auch  auf  eine  Verbin- 
u  mehr  als  zwei  Stangen  angewendet  und  beim  Aufsuchen 
ngungen  ilirer  Gleichgewichtslage  benutzt  werden.  Denn, 
le  solche  Verbindung  im  Gleichgewichtszustande  sich  be- 
o  wird  dieser  Zustand  dadurch  nicht  gestört,  dass  irgend 
m  den   Verbindungspunkten   in   einen  festen  Punkt  ver- 
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wandelt  wird.  Jedes  Paar  von  benachbarten  Stangen  befindet 
sich  also  in  derselben  Situation,  wie  wenn  dasselbe  durch  zwei 
feste  Punkte  unterstützt  wäre,  und  die  auf  diese  beiden  Punkte 
übertragenen  Druckkräfte  können  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vo- 
rigen Falle  bestimmt  werden. 

Verbindung  von  drei  Stangen. 

Wenn  z.B.  ACEB  die  Gleichgewichtslage  einer  Verbindung 
von  drei  Stangen  ist  (Fig.  200),  so  sind  die  von  den  beiden  Stan- 
gen A  C  und  E  C  in    den  bei- 
Fig.  200.  den  Punkten  A  und  JE  hervor- 

gerufenen Gegendrücke  D  und 
W  auf  dieselbe  Weise  zu  be- 
stimmen, wie  wenn  der  Punkt 
E  ein  fester  Punkt  wäre ;  eben- 
so die  von  den  beiden  Stangen 
BE  und  CE  hervorgebrachten 
Drücke,  wie  wenn  der  Punkt 
C  ein  fester  Punkt  wäre.  Wenn 
die  Stange  CE  die  allein  be- 
lastete ist,  so  müssen  die  Rich- 
tungen der  beiden  anderen  unbelasteten  (und  als  gewichtlos  be- 
trachteten) Stangen  mit  den  Richtungslinien  der  auf  sie  über- 
tragenen Druckkräfte  oder  der  von  ihnen  zu  leistenden  Gegendrücke 
zusammenfallen.  Bedingung  der  Gleichgewichtslage  ist  also,  dass 
die  Richtungslinien  der  beiden  unbelasteten  Stangen  mit  der  Rich- 
tungslinie der  Belastung  in  einem  und  demselben  Punkte  0  zu- 
sammentreffen. 

Auf  demselben  Principe  beruhen  die  Gleichgewichtslagen  der 
in  den  Figuren  201,  202,  203  dargestellten  Stangenverbindungen, 
welche  nur  durch  abweichende  Lage  des  Belastungspunktes  und 
der  festen  Unter  Stützungspunkte  von  der  vorigen  Anordnung  sich 
unterscheiden.  In  allen  diesen  Fällen  findet  man  die  Richtungen, 
welche  den  unbelasteten  Stangen  zu  geben  sind,  indem  man  auf 
die  belastete  mittlere  Stange  den  bekannten  Satz  von  den  drei 
Kräften  anwendet:  „Drei  auf  einen  festen  Körper  wirkende  Kräfte 
können  einander  nur  dann  im  Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  drei 
Richtungslinien  in  einem  und  demselben  Punkte  zusammentreffen. 
Wenn  im  Gegenfalle:  die  mittlere  Stange  .die  allein  unbelastete 
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Fig.  201. 


Fig.  202. 


«D 


Fig.  203. 


ist,  so  muss  ihre  Rich- 
^  tung  zusammenfallen 
mit  der  Richtung  des- 
jenigen Drucks,  welchen 
die  beiden  belasteten 
Seitenstangen  auf  ein- 
ander ausüben  würden, 
falls  sie  unmittelbar 
einander  gegenseitig 
stützten  —  und  zwar 
ftiit  unverändert  beibe- 
haltenen Richtungen. 
Auf  dieselbe  Weise  also, 
wie  mit  Bezug  auf  Fig. 
188  die  Richtung  des 
Drucks  D  bestimmt  wur- 
de, kann  auch  die  Rich- 
tung gefunden  werden, 
welche  der  Stange  CE 
gegeben  werden  muss, 
wenn  dieselbe  mit  den 
in  ihren  Richtungen  ge- 
gebenen belasteten  Sei- 
tenstangen A  C  und  BE 
usummen  in  der  Gleichgewichtslage  sich  befinden  soll   (Fig.  204). 


Fig.  204. 
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Statt  dessen  kann  man   diesen  letzteren  Fall  auch  auf  de- 
vorigen zurückfuhren.     Die  Kraft  Q  kann  betrachtet  werden  als 
die  Mittelkraft  von  zwei  resp.  in  den  Punkten  A  und  C  angreifei 
den  Kräften: 


P  =  Q. 


FC   und  q  =  Qx  4£  (Fig-  *<&), 


AC  M  *   AC 

ebenso  die  Kraft  Qx  als  Mittelkraft  der  beiden  resp.  in  den  Puil 
ten  B  und  E  angreifenden  Kräfte: 


px  =  Qx  -==-  und  qx  =  Qi 


BJ 


BE 


Fig.  205. 


BE 

Die     beiden    Kräfte 
p  und  px  werden  di- 
rect  von  den  festen 
Punkten    A   und  B 
aufgehoben,  erzeugen 
daselbst      eben    so 
grosse   vertical  auf- 
wärts gerichtete  Ge- 
gendrücke und  haben 
übrigens  keimen  Em- 
Süss  auf  die  Gleich- 
gewichtslage der  drei 
Stangen.    Die  Kräfte 
q  und   <7,,   deren  Angriffspunkte   zugleich  Punkte   der  mittleren 
Stange  C E sind,  können  durch  ihre  Mittelkraft  R  =  q-\-qx  ersetzt 
werden,  deren  Angriffspunkt  L  die  Linie  CE  in  zwei  Abschnitte 

/T~f 

zerlegt,  welche  aus  der  Gleichung :  -=-  =^  —    bestimmt  werden 

6     LE       q 

können.  Die  Gleichgewichtslage -der  drei  Stangen  ist  daher  genau 
dieselbe,  wie  wenn  ausschliesslich  die  mittlere  Stange  in  dem 
Punkte  L  mit  dem  Gewichte  R  belastet  wäre.  Die  Richtungen 
der  beiden  Stangen  AC  und  BE  müssen  mit  der  Richtungslinie 
der  Kraft  R  in  einem  und  demselben  Punkte  O  zusammentreffen. . 
Der  feste  Tunkt  A  leistet  ausser  dem  vertical  aufwärt«  gerich- 
teten Gegendruck  v(=p)  noch  den  in  die  Richtung  AC  fallen- 
den Gegendruck  K,  und  die  Mittelkraft  dieser  beiden  Kräfte  ist 
die  in  Fig.  204  mit  W  bezeichnete  Kraft ,  eben  so  ist  Wx  die 
Mittelkraft  von  vx  (=pt)  und  Kx.m 
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Fig.  206.  Wenn  endlich  alle 

drei  Stangen  belastet 
sind,  so  kann  die  di- 
recte  Belastung  der 
mittleren  Stange  (wie 
in  Fig.  206  angedeutet) 
ebenfalls  durch  zwei 
in  den  Punkten  C  und 
E  angehängte  Gewichte 
ersetzt,  und  damit  die- 
ser Fall  zurückgeführt 
werden  auf  den  eben 
en  Fall,  wo  die  Kräfte,  welche  die  Gleichgewichtsform 
als  ausschliesslich  in  den  Belastungen  der  beiden  Ge- 
)  C  und  E  bestehend  angesehen  werden  konnten, 
dieselbe  Methode  der  Zerlegung  der  Gewichte  auch 
twendet  werden  kann,  wenn  eine  der  Stangen  in  ihrem 
Gelenkpunkt  hinaus  verlängerten  Theile  ihre  Belastung 
n  welchem  Falle  die  beiden  Seitenkräfte  dieses  Gewichts 
^setzte  Richtungen  erhalten  —  ist  beispielsweise  in  Fig. 

207  angedeutet.  Eine  Verglei- 
chung  dieser  Figur  mit  Fig.  202 
lässt  zugleich  den  Weg  er- 
kennen, auf  welchem  die  all- 
gemeine Lösung  derjenigen 
Aufgaben  gefunden  werden 
kann,  welche  in  den  Figuren 
201,  202,  203  nur  für  den 
speciellen  Fall  gelöst  wurden, 
wenn  ausschliesslich  die  mitt- 
lere Stange  als  belastet  an- 
zusehen war. 


Fig.  207. 


Verbindung  von  beliebig  vielen  Stangen. 

[ben  Stangen  auf  dieselbe  Weise  belastet  und  in  der- 
henfolge  an  einander  gefügt,  können  auf  unendlich  viele 
ne  Arten  zu  einer  Gleichgewichtsform  zusammengestellt 
Sobald  jedoch  für  ein  beliebiges  Paar  von  benachbarten 


:hanik. 


15 


226 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XII.    §.  53. 


DA 


Fig.  208. 

C        B 

A 


Stangen,  z.  B.  A  C  und  B  C  in  Fig.  208,  die  Lage  vorgeschrieb 
ist ,   giebt  es  nur   noch   eine  einzige  Gleichgewichtsform  für  c 

ganze  Stangenverbi 
düng.  Denn  mit  i 
Lage  dieser  beid 
Stangen  ist  zuglei 
die  Grösse  und  Ri( 
tung  des  auf  d 
Punkt  A  übertraj 
nen  Drucks  D  1 
stimmt  —  welcl 
nach  der  im  Anfi 
dieses  Paragrapl 
vorausgeschickte 
Erklärung  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist,  wie  we 
jene  beiden  Stangen  in  A  und  B  durch  feste  Punkte  unterstü 
wären  —  und  für  die  anstossende  Stange  AE  giebt  es  nunm 
nur  eine  einzige  (leicht  aufzufindende)  Lage,  bei  welcher  die  l 
telkraft  R  von  jenem  Druck  D  und  ihrer  Belastung  Q  durch  < 
jenseitigen  Endpunkt  E  dieser  Stange  hindurch  geht,  wie  es 
Gleichgewichtsbedingung  derselben  in  Bezug  auf  Drehung  um  < 
sen  Punkt  erfordert.  Diese  (ebenfalls  hiermit  bestimmte)  Mit 
kraft  R  bildet  zugleich  den  auf  den  Punkt  E  übertragenen  Dn 
welcher  wiederum  die  nächstfolgende  Stange  im  Gleichgewicl 
zustande  erhält,  folglich  eine  bestimmte  Lage  auch  für  d 
Stange  bedingt.  Indem  man  zu  beiden  Seiten  der  gegebe 
Stangen  A  C  und  B  C  auf  diese  Weise  von  einer  Stange  zur 
deren  fortschreitend  jedesmal  auf  die  nächstfolgende  Stange 
Gleichgewichtsbedingung  in  Bezug  auf  Drehung  um  ihren  Jen 
tigen  Endpunkt  anwendet,  findet  man  nach  und  nach  die  Gle 
gewichtslage  für  die  ganze  Stangenverbindung. 

Da  die  Richtung  einer  beliebigen  einzelnen  Stange  de 
Grösse  und  Richtung  des  auf  einen  ihrer  beiden  Endpunkte  i 
kenden  Drucks  allein  schon  bedingt  ist,  so  genügt  es  auch: 
irgend  einen  der  Gelenkpunkte  die  Grösse  und  Richtung  des 
selbst  wirkenden  Drucks,  oder  dessen  horizontale  und  verti« 
Seitenkraft  zu  kennen,  um  hieraus  den  Druck  in  jedem  ande 
Gelenkpunkte  und  die  Gleichgewichtsform  der  ganzen  Stang 
Verbindung  zu   bestimmen.     Denn   der  Gleichgewichtszustand  i 
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Ganzen  wird  nicht  gestört,  wenn  an  irgend  einem  Gelenkpunkte 
die  Verbindung  aufgehoben  und  die  Wirkung  der  anstossenden 
Stange  durch  eine  Kraft  von  gleicher  Wirkung  ersetzt  wird  an 
jeder  von  den  beiden  getrennten  Stangen.    Die  aus  dem  Ganzen 
herausgenommene   Stangengruppe    PS   wird    also    im    Gleichge- 
wichtszustande verbleiben,   sobald  an  den   Trennungspunkten   P 
und  S  resp.  durch  die  Kräfte  Ä,  V  und  X,   Y  die  vorher  von 
den  anstossenden  Stangen  auf  sie  ausgeübten  Wirkungen  genau 
Gesetzt  werden   (Fig.  209).     Wenn  ferner  diese  vier  Kräfte  die 

Stangengruppe  trotz  der  Beweglichkeit  ih- 
Fig.  209.  rer   Verbindungsglieder  schon  im  Gleich- 

«  gewichtszustande    zu   erhalten  im  Stande 

sind,  so  wird  um  so  weniger  eine  Ursache 
zur  Verschiebung  vorhanden  sein,  wenn 
diese  Beweglichkeit  der  Verbindung  auf- 
gehoben, die  ganze  Gruppe  also  in  einen 
ta  rren  Körper  verwandelt  würde  (etwa  von 
solcher  Beschaffenheit,  wie  wenn  die  Stan- 
gen in  den  Gelenkpunkten  zusammenge- 
schweisst  wären).     Es  können   daher   auf 

10  ganze  Gruppe  PS  auch  die  für  einen  einfachen  starren  Kör- 
e*~  geltenden  Gleichgewichtsbedingungen  angewendet  werden,  nach 
rfelcAen  unter  Anderen  sowohl  in  Bezug  auf  die  horizontale,  als 

11  Bezug  auf  die  verticale  Richtung  die  algebraische  Summe 
a***mtlicher  Seitenkräfte  gleich  Null  sein  muss.  Für  die  Seiten- 
^aifte  H  und  V  gelten  demnach  die  Gleichungen: 

175)  0  =  H—  X  oder  H=X, 

176)  0=  V—  Y—  2(Q)  oder  V=Y+2(Q), 

11  Welcher  letzteren  abkürzungsweise  mit  2(Q)  die  ganze  Bela- 
itvtnggSumme  der  Stangengruppe  bezeichnet  ist;  und  für  den  Druck 
^    die  Gleichungen: 


177)  D  =  VH*+V2 

178)  tg£=-^. 

Wenn  also  für  irgend  einen  Gelenkpunkt  S  die  Seitenkräfte 
*i  Y  des  daselbst  wirkenden  Drucks  gegeben  sind,  so  ist  damit 
Ar  jeden  beliebigen  anderen  Gelenkpunkt  P  die  Grösse  und  Rich- 
tung des  in   diesem  Punkte  wirkenden  Drucks  Z>,  folglich  auch 

15* 
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die  Lage   der  angrenzenden  Stange  bestimmt.    Zugleich 
sich   aus   Gleichung  175),   dass   die    horizontale   Seitenkrs 
Drucks   in  allen   Gelenkpunkten    der   ganzen   Stangenverb 
gleiche  Grösse  hat. 

In  §.  51  sind  die  Bedingungen  gefunden,  unter  welch 
zwischen  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Stangen  wi 
Druck  horizontale  Richtung  hat,  welcher  Fall  unter  andere 
eintritt,  wenn  die  Stangen  auf  gleiche  Weise  belastet  sii 
die  beiden  gleichen  Seiten  eines  gleichschenkeligen  Dreiec 
horizontaler  Basis  bilden.  Wenn  die  beiden  Stangen  AS  m 
in  Fig.   210    dieser    Bedingung    entsprechen,   also    der  i 

Scheitelpunkte 
Fig.  210.  tige  Druck  ai 

der  zu  beiden 
liegenden  St 
gruppen  gera 
wirkt,  wie  wei 
selbe  in  dem  1 
S  an  eine  ve 
Wand  sich  an 
so  ist  Y 
Null  und  nacl 
chung  176)  wi 
179)  V  =  2((j 

d.  h.  die  verticale  Seitenkraft  des  in  irgend  einem  Gelenk] 
wirkenden  Drucks  ist  gleich  der  Summe  der  Belastungei 
zwischen  diesem  Punkte  und  dem  Scheitelpunkte  befinc 
Stangen.  Die  horizontale  Seitenkraft  dieses  Drucks,  welche 
dem  im  Scheitelpunkte  wirkenden  horizontalen  Drucke  glei 
kann  man,  wenn  die  Lage  der  Stangen  und  ihrer  Belastungs; 
bekannt  ist,  auch  bestimmen,  indem  man  für  das  ganze 
PS  die  Gleichung  der  statischen  Momente  aufstellt  und 
den  beliebig  zu  wählenden  Punkt  P  als  Drehpunkt  wählt 
der  Summe  der  statischen  Momente  der  Gewichte  Q  kann 
auch  das  statische  Moment  von  ihrer  Mittelkraft  G  gesetzt  ts 
Man  erhält  also  die  Gleichung: 

PN 


180)  0=G.PN  —  H.SM  oder  H=G, 


SM 
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Die  in  Fig.  210  und  den  vorhergehenden  Figuren  dargestellte 
ichgewichtsform  einer  Stangenverbindung,  bei  welcher  die  bei- 
festen Unterstützungspunkte  unten  lagen,  kann  nach  Analogie 
im  §.  46  eingeführten  Bezeichnungsweise  —  eine  labile  Gleich- 
"ichtsform  genannt  werden,  insofern  die  geringste  Verscliie- 
tg  der  Stangen  den  vollständigen  Einsturz  des  ganzen  Gebäu- 
zur  Folge  haben  würde.  Wenn  man  dieselbe  Stangenverbin- 
ig  ein  anderes  Mal  —  wie  in  Fig.  211  dargestellt  —  in  um- 
ehrter  Lage  an  zwei  oben  liegenden  festen  Punkten  so  auf- 
Lgt,  dass  die  neue  P'orm  und  Lage  das  Spiegelbild  der  vorigen 
«teilt,  so  befindet  sich  die  Stangenverbindung  ebenfalls  im 
»ichgewichtszustande ,  und  zwar  ist  diese  letztere  Lage  eine 
feile  Gleichgewichtslage,  insofern  bei  dieser  Anordnung  eine 
•inge  Verschiebung  nur  das  Eintreten  solcher  Bewegungen  zur 
.ge  haben  würde,  welche  die  Stangen  ihrer  Gleichgewichtslage 
»der  zufuhren. 

Während  es  bei  der  labilen  Gleichgewichtslage  Druckkräfte 
cl,  mit  welchen  die  Stangen  in  den  Gelenkpunkten  einander 
jenseitig  stützen,  sind  es  bei  der  stabilen  Gleichgewichtslage 
Strafte,  welche  übrigens  hinsichtlich  ihrer  ßichtungslinien  und 
Sssen  vollkommen  mit  jenen  Druckkräften  übereinstimmen. 
*a  dieselben  Längengrössen  PN  und  SM  bilden  auch  in  Fig. 
die  Hebelarme  resp.  der  beiden  Kräfte  G  und  ff,   es  stellt 

daher  Gleichung  180) 


Flg.  211. 


3TTff 


auch  in  Bezug  auf 
diese  letztere  Figur 
die  Gleichung  der  sta- 
tischen Momente  für 
das  Stück  PS  dar, 
und  zeigt,  dass  jede 
zwischen  dem  Schei- 
telpunkte S  und  ir- 
gend einem  beliebig 
zu  wählenden  ande- 
ren Punkte  P  befind- 
liche Stangengruppe, 
folglich  auch  die  ganze 


**genverbindung  im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet. 
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Gleichgewicht  einer  an  zwei  Punkten  unterstützten  voll- 
kommen biegsamen  Kette. 

Wenn  man  für  die  in  Fig.  212  dargestellte  Stange  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente   aufstellt  in  Bezug  auf  ihren  ei- 
nen  Endpunkt    0  als   Drehpunkt,  so  kann 
Fig.  212.  man  daraus  den  Winkel  0  bestimmen,  wel- 

.  chen   die  Richtungslinie  einer   am  anderen 

f  Endpunkte   P  wirkenden    gegebenen  Kraft 

D  mit  der  Richtung  der  Stange  einschliessen 
muss,  um  zu  verhindern,  dass  die  Stange 
um  jenen  Punkt  0  sich  drehe.  Die  Bela- 
stung der  Stange  soll  gleichförmig  über  ihre 
Länge  \  vcrtheilt,  und  jede  Längeneinbeü 
derselben  mit  dem  Gewichte  p  belastet  sein 
die  ganze  Belastung  beträgt  also  p\  ua< 
wirkt  wie  ein  in  dem  Mittelpunkte  ange 
bängtes  Gewicht  von  dieser  Grösse.  Man  erhält  also  nach  Fi  j 
212  die  Gleichung: 

0  =  D.p  — (pX)^gCOs^. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  das  Verhältniss: 


«)-'S*.*— • 


um  so  kleiner  sein  muss,  je  kleiner  die  Länge  X  angenommc 
wird,  und  dem  Grenzwerthe  Null  sich  nähert,  wenn  die  Länj 
der  Stange  bis  auf  Null  abnimmt. 

Wie  gross  auch  immer  das  gegebene  Gewicht  p,  und  w 
klein  auch  immer  die  gegebene  Kraft  D  sein  möge:  die  Richtung 
linie  dieser  letzteren  darf  um  so  mehr  als  mit  der  Stangenric 
tung  zusammenfallend  angesehen  werden,  je  kürzer  die  Stange  i* 

Je  grösser  man  sich  die  Anzahl  der  mit  einander  verbünd 
nen  Stangen  und  je  kleiner  man  sich  die  Stangen  selbst  vorstell 
um  so  mehr  nähert  man  sich  der  Vorstellung  einer  vollkommen  bie| 
samen  (unausdehnbaren  und  unverkürzbaren)  materiellen  Liiii 
oder  eines  linienformigen  Systems  von  materiellen  Punkten,  i 
welchem  die  Abstände  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  un 
veränderlich,  übrigens  aber  der  Beweglichkeit  der  einzelnen  ma- 
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llen  Punkte  keine  Schranken  weiter  gesetzt  sind.  Eine  solche 
Arne  materielle  Linie  kann  wie  eine  Stangenkette  mit  unend- 
vielen  unendlich  kleinen  Gliedern  behandelt  werden.  Die 
kgewichtsform  derselben  wird  also  bei  stetig  über  ihre  Länge 
eilter  Belastung  eiue  gebrochene  Linie  mit  unendlich  kleinen 
u  <L  h.  eine  krumme  Linie  bilden.  Die  Richtungslinie  der 
hen  zwei  benachbarten  Gliedern  wirkenden  Kraft  (Druck- 
Zug-Spannung)  darf  nach  der  oben  vorausgeschickten  Er- 
ng  überall  als  mit  der  Richtung  der  krummen  Linie  (oder 
i  Tangente)  zusammenfallend  angesehen  werden. 
Die  Form  dieser  Gleichgewichtslinie  hängt  von  der  Art  und 
e  ab,  in  welcher  die  Belastung  über  die  Länge  der  Kette 
eilt  ist  und  kann  nur  dann  bestimmt  werden,  wenn  das  Ge- 
dieser  Lastvertheilung  bekannt  ist.  Es  soll  hier  zunächst 
ipecielle  Füll  vorausgesetzt  werden:  dass  die  Belastung  über 
lorizontalprojection  der  Kette  stetig;  und  gleichförmig  ver- 
t  ist.  Von  dieser  Art  der  Lastvertheilung  kann  man  eine 
tellung  gewinnen,  indem  man  sich  einen  horizontalen  überall 
h  starken  Balken  a  &,  welcher  die  ganze  Belastung  darstellen 
Stücke  zerschnitten  und 
an  den  Schnittstellen 
durch  gewichtlose  ver- 
ticale  Stangen  unter- 
stützt denkt,  welche 
ihre  Belastungen  auf 
die  (gleichfalls  ge- 
wichtlos gedachte) 
Kette  übertragen;  in- 
dem man  alsdann  jene 
Schnittstellen  nebst 
den  verticalen  Stützen 
immer  näher  und  na- 
her au  einander  ge- 
rückt sich  denkt,  bis 
endlich  die  Fuss- 
punkte  dieser  letzte- 
ren ab  stetig  über  die 
Kettenlänge  vertheilt 
angesehen  werden 
können  (Fig.  213). 


zunächst  in  sehr  viele   sehr  kui 
Fig.  213. 
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Wenn  das  Gewicht  des  Balken  für  jede  Längeneinheit  desselb 
p  beträgt,  so  hat  ein  Stück,  dessen  Länge  x  Längeneinheit 
enthält,  das  Gewicht  px  und  der  Schwerpunkt  dieses  Stücks  lie 
in  der  Mitte  desselben.  Für  den  gerade  unter  diesem  Balket 
stücke  liegenden  Kettentheil  PS  bildet  also  px  die  Mitteilen 
von  den  unendlich  vielen  Gewichten,  mit  welchen  derselbe  bei 
stet  ist  und  seine  Horizontalprojection  PM=x  wird  von  dt 
Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  halbirt.  Als  der  eine  Endpun 
8  dieses  Kettentheil  es  soll  der  höchstliegende  Punkt  der  ganz« 
Kette  gewählt  werden,  h.  d.  derjenige  Punkt,  in  welchem  i 
Kette  weder  aufwärts  noch  abwärts,  folglich  horizontal  gericht 
ist;  der  andere  Endpunkt  P  soll  beliebig  gewählt  sein.  Wei 
man  in  den  Punkten  S  und  P  die  Kette  durchschnitte  und  c 
rechts  und  links  neben  dem  Stücke  PS  liegenden  Theile  d 
Kette  wegnähme,  so  müssten,  um  den  Gleichgewichtszustand  d 
ses  Stücks  zu  erhalten,  an  den  Schnittstellen  Kräfte  angebrac 
werden,  deren  Richtungen  mit  den  Richtungen  der  Kette  an  d 
sen  Stellen  zusammenfallen,  an  dem  Punkte  S  also  eine  Ho 
zontalkraft  -ff,  an  dem  Punkte  P  eine  Kraft  Jf,  deren  Richtuni 
linie  die  Tangente  der  Curve  an  diesem  Punkte  bildet.  I 
Stück  PS  wird  demnach  von  den  drei  Kräften  px,  H,  K 
Gleichgewicht  gehalten,  die  Richtungslinien  dieser  drei  Krä 
müssen  also  in  einem  und  demselben  Punkte  zusammentreff 
und  die  algebraische  Summe  ihrer  statischen  Momente  in  Bei 
auf  jeden  beliebigen  Punkt  der  Verticalebene  z.  B.  in  Bezug  i 
den  Punkt  P  muss  gleich  Null  sein  (vergl.  Gleichung  180).  i 
dieser  letzteren  Bedingung  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

181)  Hy  =  px~, 

Diese  Gleichung  bleibt  auch   dann    noch  gültig,  wenn  st 
des  Punktes  P  der  Stützpunkt  A  als  Endpunkt  des  KettenstiL 
angenommen,  also  wenn  x  =  l  und  y=^f  gesetzt  wird.    Man 
hält  hieraus  die  neue  Gleichung: 

182)  Hf=pl^. 

Wenn   man  alsdann   Gleichung   181)   durch   Gleichung  I 
dividirt,   so  erhält  man  als  dritte  Gleichung: 

183)  }  =  £. 
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Die  gleiche  Untersuchung  in  Bezug  auf  den  rechts  vom  Punkte 
S  liegenden  Theil  der  Kette  angestellt  führt  ebenfalls  zur  Glei- 
chung 181)  und  zeigt,  dass  dem  Werthe  y  —  f  auch  an  der  ge- 
genüberliegenden Seite  der  Werth  x  =  l  entspricht,  dass  also, 
wenn  die  beiden  Stützpunkte  A  und  B  in  gleicher  Höhe  liegen, 
die  krumme  Linie  durch  die  Verticale  des  Punkts  S  in  zwei  sym- 
metrisch gleiche  Hälften  zerlegt  wird. 

Mittelst  der  Gleichung  183)  kann  man  für  jeden  beliebigen 
Werth  von  x  den  zugehörigen  Werth  von  y  berechnen,  also  die 
Lage  jedes  einzelnen  Punktes  der  Kette  bestimmen,  sobald  die 
Pfeilhöhe/  und  die  Spannweite  21  gegeben  sind.  Aus  der  Form 
dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  für  diese  specielle  Art  der 
Belastung  die  Gleichgewichtsform  der  Kette  eine  Parabel  bildet, 
deren  Achse  vertical   steht  und  deren  Scheitel  in   dem  Punkte  8 

liegt. 

Die  Spannung  der  Kette  ist  auf  dieselbe  Weise  zu  berechnen, 

wie  im  vorigen  Paragraphen  der  in  irgend  einem  Gelenkpunkte 
wirkende  Druck  D.  Für  die  Spannung  H  im  Scheitelpunkte  S 
findet  man  aus  Gleichung  182)  den  Werth: 

184)  H=  &'  . 

Eben  so  gross  muss  auch  die  horizontale  Seitenkraft  der  Span- 
nung K  sein  (Fig.  214).     Die  verticale  Seiten- 
txg.  414.         kraft  derselben   ist   gleich   der  Belastung   des 

K  ff ff     Stücks  PS  zu  setzen,  also: 

\y  185)  V=px, 

±M  worauf  dann  Grösse  und  Neigungswinkel   der 

Kraft    K  bestimmt    werden    können   aus   den 
p£  Gleichungen : 

186)  K^VO^+V*   und   187)  tge=  |J. 

Sämmtliche  Gleichungen  181)  ....  187)  gelten  auch  für  die 
stabile  Gleichgewichtslage  der  (hängenden)  Kette,  wovon  man  sich 
leicht  überzeugt,  wenn  man  in  Fig.  214  die  Richtung  jeder  ein- 
zelnen Kraft  und  hierauf  die  ganze  Figur  umkehrt  in  der  Weise, 
dass  die  Richtung  von  unten  nach  oben  in  die  von  oben  nach 
unten  verwandelt  wird. 

Wenn  bei  der  in  Fig.  215  dargestellten  Hängebrücke  die  Totalbelastung 
—   bestehend  aus  dem  Gewichte  der  Kette,  der  Brückenbahn,  der  verticalen 
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Fig.  215. 


HängeBtangen,  an  welchen  die  letztere  hängt,  und  der  sonstigen  Körper 
zur  Zeit  auf  der  Brückenbahn  sich  befinden  —  gleichförmig  über  die 
weite  der  Krücke  verthcilt  ist  und  für  jeden  Meter  der  Brückenlänge  4 
beträgt,  so  ist  die  Ilorizontalspannung  der  Kette  überall: 

//=  ly  =  -^yjp-  =  1280000  KU. 

Wenn  der  tiefste  Punkt  der  Kette  in  der  Brückenbahnlinic  liegt,  so 
einer  Stelle  Q,  welche  60«"  von  der  Mitte  entfernt  ist,  die  verticale 
stange  nach  Gleichung  183)  die  Länge: 


PQ=y=f~  =  10. 


60: 


.  m 


635. 


J1        "  '  80! 
Die  Verticalspannung  der  Kette  hat  an  dieser  Stelle  die  Grösse: 

V=p  .  #  =  4000  .  60  =  240000  Kil. 
und  die  Totalspannung  der  Kette  beträgt  an  dieser  Stelle: 

K=V~1P~+Y*  =  Vl2^W~^4(km2  =1302000  KU. 
Den  Neigungswinkel,  um  welchen  an  dieser  Stelle  die  Richtung  der  K 
gen  die  Horizontale  geneigt  ist,  findet  man  aus  der  Gleichung: 


240000 


=  0,1875,  e  =  10°  37'. 


H        1280000 
Wenn   bei  der  in  Fig.  210  dargestellten  Stangenverbi 

die  Belastungen  der  einzelnen  Stangen  so  gewählt  werden 
der  Punkt  iV,  in  welchem  die  Richtungslinie  der  Kraft 
Horizontalprojection  PM  des  Stückes  PS  schneidet,  stets 
Mitte  dieser  Horizontalprojection  fällt,  wie  auch  immer  der  C 
punkt  P  gewählt  werden  möge,  so  führt  die  Gleichung  1 
denselben  Resultaten  wie  die  Gleichung  181),  und  es  zeig 
dass  die  einzelnen  Gelenkpunkte  jener  Stangenverbindun 
dann  ebenfalls  in  einer  Parabel  liegen  müssen.  Um  eine 
Belastungsweise  herzustellen,  braucht  man  nur  die  in  Fi 
dargestellte  Belastungsweise  dahin  abzuändern,  dass  der  In 
tale  Balken  ab  ausschliesslich  an  denjenigen  Stellen,  welcl 
tical  über  den  Gelenkpunkten  der  Stangenverbindung 
durchschnitten  und  durch  Verticalständer  unterstützt  wirc 
216).  Sämmtliche  Gleichungen  181) ....  187)  gelten  nn 
auch  für  die  Gleichgewichtsform  dieser  Stangenverbindung 
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Fig.  216. 


ausgesetzt,  dasa  unter 
den  Grossen  x,  y  aus- 
schliesslich die  Coor- 
dinaten  der  Gelenk- 
punkte verstanden  wer- 
den. Da  ferner  der 
Gleichgewichtszustand 
dieser  Stangen  Verbin- 
dung nicht  gestört 
wird,  wenn  in  irgend 
einem  Gelenkpunkte  z. 
B.  dem  Punkte  <S  die 
Beweglichkeit  der  Ge- 
lenkverbindung aufge- 
hoben und  das  vorher 
durcli  denselben  ver- 
bundene Stangenpaar 
zu  einem  steifen  Körper 
nigt  oder  durch  eine  einfache  Stange  ersetzt  wird,  so  bildet  die 
:hgewichtslinie  der  Stangenverbindung  auch  dann  noch  ein 
Parabel  eingeschriebenes  Polygon,  wenn  der  Scheitelpunkt  der 
■bei  nicht  zu  den  Gelenkpunkten  gehört,  und  die  letzteren 
haupt  eine  beliebig  unsymmetrische  Lage  haben. 
Der  Gleichgewichtszustand  einer  au  zwei  Punkten  A  und  B 
■stützten  Stangeuverbindung  oder  Kette  (Fig.  217)  kann  auch 
dadurch  keine  Stö- 
Fig.  217.  rung  erleiden,  wenn 

irgend  ein  Punkt  L 
derselben  in  einen 
festen  Punkt  ver- 
wandelt wird,  und 
der  Theil  AL  wird 
auch  dann  noch  im 
Gleichgewicht  blei- 
ben, wenn  der  an- 
dere Theil  BL  nun- 
mehr weggenommen 
wird.  Die  Gleichun- 
.  187)  gelten  daher  auch  in  dem  Falle  noch  für  die 
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Gleichgewicht8form  einer  Kette,  deren  Belastung  gleichförmig  üt^^ 
die  Horizontalprojection  vertheilt  ist,  wenn  die  beiden  festen  XT  m 
terstützungspunkte  A  und  L  in  verschiedenen  Höhen  liegen,  sob»—  ^ 
nur  für  die  Grössen  /  und  l  in  jenen  Gleichungen  irgend  z\ 
zusammengehörige  Werthe  der  Coordinaten  x  und  y,  also  z.  B. 
Coordinatcn  des  nunmehrigen  Unterstützungspunktes  L  substiti 
werden. 

Ungleichförmige  Lastvertheilung. 

Wie  auch  immer  die  Belastung  über  die  Horizontalprojecti 
der  Kette  vertheilt  sein  möge:  das  Gesetz  der  Vertheilung  1 
sich  immer  (analog  der  in  Fig.  213  dargestellten  Methode)  dur-«J 
einen  horizontalen  Balken  veranschaulichen;  nur  wird  bei  ungleicrli 
förmiger  Lastvertheilung  der  Balken  nicht  überall  von  gleicLm« 
Stärke  anzunehmen  sein  —  es  wird  vielmehr  entweder  die  Dic^lcc 
oder  die  Höhe  des  Balken  an  verschiedenen  Stellen  verschiedene 
Grössen  haben  müssen.  Sobald  die  der  Lastvertheilung  entspre- 
chende Form  des  Balken  von  der  Art  ist,  dass  für  einen  belie- 
bigen Abschnitt  desselben  die  Lage  des  Schwerpunkts  allgemein 
bestimmt  werden  kann,  lässt  sich  mittelst  der  den  Gleichungen 
181),  182),  183)  analog  zu  bildenden  Gleichungen  die  Gleich ge- 
wichtsform  der  Kette  leicht  bestimmen. 

Eine  von  der  Mitte  aus  nach  jeder  Seite  hin  gleichförmig  zu- 
nehmend über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  kann 
z.  B.  durch  einen  überall  gleich  dicken  horizontalen  Balken  dar- 
gestellt werden,  dessen  Höhe  von  der  Mitte  aus  nach  jeder  Seite 
hin  proportional   der  Entfernung  von   der  Mitte  zunimmt,  durch 
einen  Balken  also,  welcher  im  Aufriss  als   aus  zwei  dreieckigen 
Hälften  cad  und  cbe  bestehend  erscheint,  den  man  im  Uebrigen 
auf  die  mit  Bezug  auf  Fig.  213  erklärte  Art  in  Stücke  zerschnitten 
und  durch   Verticalständer   unterstützt  sich  zu   denken  hat  (Kg- 
218).     Wenn  Q  das  Gewicht  der  einen  Balkenhälfte  cad  ist,  bö 
ergiebt   sich   für  die   Belastung   des  Kettentheiles  PS  nach  Fig- 
218  der  Werth: 

g=q£ 

oder  wenn  abkürzungsweise  -f%-  mit  q  bezeichnet  wird: 

188)  G  =  qx*=V. 
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Fig.  218. 


Der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  cmn 
liegt  von  der  Seite 
mn  als  Grundlinie 
aus  gerechnet  im 
ersten  Drittel  der 
Höhe,    folglich      ist 


x 


der  Hebelarm  der 


W 


H 


V 


yxa 


Kraft  G  in  Bezug  auf 
den  Punkt  P.  Man 
erhält  also  für  diesen 
Fall  die  den  Glei- 
chungen 181),  182), 
183)  analog  gebilde- 
ten Gleichungen: 

189)  Hy=yz*%, 

3 


190)  J5T/=  **» -•-,    191)  !"  =  -fr' 

ser  dieser  Belastung  noch  eine  gleichförmig  über 
»rojection  vertheilte  Belastung  p  pro  Längeneinheit 
5,  so  würden  die  obigen  Gleichungen  die  Formen 

V=qx*+px,   193)  Hy  =  l|!-  +  £|i, 

d  Richtung  der  Spannung  der  Kette  können  wie 
e  mittelst  der  Gleichungen  186)  und  187)  bestimmt 


§.  55. 
Brückenwage. 

i  horizontalen  (gewichtlos  gedachten)  Hebel  AB 
;.  219  sollen  in  0  und  Z  durch  feste  Drehpunkte 
i  und  sollen  ausserdem  durch  die  verticale  Stange 
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Fig.  219. 
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BE  derartig  mit  ein- 
ander verbunden  sein, 
dass  durch  eine  Dre- 
hung des  einen  Hebels 
allemal  eine  Drehung 
des  andern  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  be- 
dingt wird. 

Um  die  Bedingungen 
zu  finden,  unter  denen 
die  beiden  angehäng- 
ten Gewichte  P  und  Q 
an  dieser  Hebelverbin- 
dung  einander  im  Gleichgewicht  halten,  denkt  man  sich  die  ver- 
ticale  Hängestange  BE  durchschnitten  und  an  jeder  Schnittstelle 
eine  Verticalkraft  K  angebracht,  durch  welche  die  Wirkung  des 
abgeschnittenen  Theiles  ersetzt  wird.  Diese  Kräfte  K  stellen  die 
Wirkung  und  Gegenwirkung  dar,  welche  die  beiden  Hebel  AB 
und  EZ  auf  einander  wechselseitig  übertragen.  An  dem  Hebel 
AB  muss  die  vertical  abwärts  wirkende  Kraft  K  dem  Gewichte 
P,  und  an  dem  Hebel  EZ  die  vertical  aufwärts  wirkende  Kraft 
K  dem  Gewichte  Q  das  Gleichgewicht  halten.  Als  Gleichgewichts- 
bedingungen für  die  beiden  einzelnen  Hebel  erhält  man  nach  Fig. 
219  die  Gleichungen: 

KR=--Pa  und  KL  =  Ql, 
aus  denen   sich  nach  Elimination   der  Grösse  K  die   dritte  Glei- 
chung ergiebt: 

195)  Q^-E  =  Pa. 

Mit  Hülfe  dieser  letzteren  Gleichung  lässt  sich  die  Lage  des 
Punktes  F  bestimmen,  an  welchem  das  Gewicht  Q  aufgehängt 
werden  muss,   um  dem  Gewichte  P  das  Gleichgewicht  zu  halten. 

Das  in  dem  Punkte  F  aufgehängte  Gewicht  Q  wirkt  bei  der 
in   Fig.  219  dargestellten  Anordnung   mittelbar  auf  den  Heke^ 
AB,   insofern   erst  durch  Vermittelung  des  Hebels  EZ  und  de^ 
Verticalstange  B  E  die  Wirkung  desselben  auf  jenen  Hebel  übe^ 
tragen  wird.     Es  giebt  in  derselben  Hebelverbindung  noch  ein^^ 
zweiten  Punkt,  an  welchem  aufgehängt  dasselbe  Gewicht  Q  ete*,. 
falls  dem  Gewichte  P  das  Gleichgewicht  hält.    Anstatt  das  Gewicht 


i 
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Q  mittelbar  auf  den  oberen  Hebel  wirken  zu  lassen,  kanh  man 
nämlich  dieses  Gewicht  auch  unmittelbar  an  diesem  Hebel  auf- 
hängen.   Sobald  nur  der  Aufhängepunkt  C  (Fig.  220)  so  gewählt 

wird,  dass  die  Bedingungsgleichung: 
Fig.  220.  196)  Qr  =  Pa 

4  n    r  erfüllt  ist,   wird  der  Hebel  AB  ebenfalls  im 

*  ~~ "•       °      Gleichgewichtszustande  sich  befinden. 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Glei- 
chungen 195)  und  196)  ergiebt  sich  folgendes 
Resultat:    Wenn  die  Länge  r  des  Hebelarms 

OC  gleich  -y-R  genommen  wird,  wenn  also  die 

1*  ♦  Bedingungsgleichung : 

Q  erfüllt  ist,   so  stimmt  die  in  Fig.  220  darge- 

stellte directe  Wirkung  des  Gewichts  Q  auf 
den  Hebel  AB  mit  der  in  Fig.  219  dargestellten  indirecten  Wir- 
kung genau  überein. 

Was  von  dem  ganzen  Gewicht  Q  gilt,  das  gilt  auch  von  ei- 
nem  beliebigen  Theile  desselben.     Wenn  man  also  das  Gewicht 
Q  z.  B.  in  zwei  Theile  qx  und  q%  zerlegte  und  den  einen  Theil 
qx   wie  in  Fig.  219  indirect,  den  anderen  wie  in  Fig.  220  direct 
auf  den  Hebel  AB  wirken  Hesse,  so  würde  die  Wirkung  genau 
dieselbe  sein,    wie  wenn   der  erstere  Theil  qt  ebenfalls  an  dem 
Punkte  C  hinge,  also  wie  wenn  das  ganze  Gewicht  qt  -\-q%  =Q 
an  dem  Punkte  C  direct  aufgehängt  wäre. 

Eine  solche  Zerlegung  des  Gewichts  Q  in  zwei  vertical  ab- 
wärts wirkende  Seitenkräfte  findet  in  der  That  statt,  wenn  dieses 
Gewicht   auf   einen  horizontalen   Balken   DF  (Fig.    221)   gelegt 
wd,  und  diesem  Balken  als  Stützpunkte   einerseits   der  untere 
Endpunkt  einer  in  dem  Punkte  C  aufgehängten  verticalen  Hänge- 
stenge  CD,  andererseits   der   Punkt  F  des  Hebels  EZ  gegeben 
werden.    Wo  auch  immer  die  Last  Q  liegen  möge  auf  dem  Balken 
"F  —  die  beiden  Drücke  g,  und  ga,  welche  durch  dasselbe  auf 
**je  Stützpunkte  D  und  F  übertragen  werden ,  wirken  genau  auf 
^selbe  Weise,  wie  wenn  die  ganze  Last  (?  =  ?,  -f-<72  au^  die  m 
*8-  220  dargestellte  Weise  direct  an  dem  Hebel  A  B  aufgehängt 
ar^.  Vorausgesetzt  also,  dass  die  Bedingungsgleichung  197)  erfüllt 
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Fig.  221. 
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ist,  gilt  für  die  in  Fi 
221  dargestellte  He 
Verbindung  dieselbe 
Gleichung  196),  welcb« 
für  den  einfachen  Ho- 
bel 40C  in  Ben*« 
auf  Fig.  220  gefunden 
wurde,  und  kann  deucm- 
nach  eine  solche  Hebe?!* 
Verbindung  gerade  s*> 
wie  der  einfache  Heb  <el 
benutzt  werden,  um 
mittelst  des  bekannte» 
Gewichts  P  das  unb^£- 
kannte  Gewicht  Q  ^ii 


*i 


bestimmen,  sobald  das  Verhältniss    der  Hebelarme  a  und  r  b< 
kannt  ist. 

Auf  diesem  Principe  beruht  die  Einrichtung  der  gewöhnlich« 
Brücken  wage,  und   die   Gleichung   197)  enthält  die  Regel,  na- 
welcher  die  Verhältnisse  der  Hebellängen  bei  einer  solchen  Wa; 
gewählt  werden  müssen,  wenn  der  Gleichgewichtszustand  der 
unabhängig  sein  soll  von  der  Stelle,  an  welcher  die  horizonta-l^ 
Brücke   DF  ihre  Belastung  trägt. 


§.  56. 
Roberval'sche  Wage. 

Als  Bedingung,  unter  welcher  cÜc 
9ß  beiden  Gewichte  p  und  q  an  dem  gewicl**"" 
;  losen  Hebel  AB  einander  das  Gleich- 
Tj/    gewicht  halten,  erhält  man  nach  Fig.  222 

die  Gleichung: 
l^i  pa  cos  ol  =  q b  cos  a 

oder,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen 
vq,  Factor  cos«  auf  beiden  Seiten  fortlässt: 

198)  pa  =  qb. 
Für  den  zweiten  Hebel  Ax    JBn  welcher 
liinsichtlich   seiner  Stellung   und  Form   mit .  dem   vorigen  genao 
übereinstimmt,   und  dessen  fester  Drehpunkt  O,    vertical  unter 
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Fig.  223. 


{rankte  0  des  ersten  Hebels  liegen  soll,  erhält  man  auf 
Teise  die  Bedingungsgleichung: 

199)  pt  a  =  qx  h. 

1  die  beiden  vertical  über  einander  liegenden  Punkte  A 
lurch  eine  gewichtlose  Verticalstange  A  A , ,  ebenso  die 
rtical  über  einander  liegenden  Punkte  B  und  J5,  durch 
chtlose    Verticalstange    B  Bt    mit   einander   verbunden 

0  erleiden  die  Gleichgewichtszustände  der  beiden  Hebel 
keinerlei  Störung.  Es  entsteht  auf  diese  Weise  das 
festen  Punkten   O  und   Ot  unterstützte   verschiebbare 

p&mmABBlA1  (Fig. 223),  dessen  verticale  Stangenil A t 

und  BBX  resp.  mit  den  Gewicht- 
Summen  p  -\-px  =  P  und  q  -\-  qi  =  Q 
belastet  sind.  Ob  die  oberen  oder 
die  unteren  Endpunkte  der  verti- 
calen  Stangen  (oder  auch  beliebige 
Zwischenpunkte  an  denselben)  als 
die  Aufhängepunkte  dieser  Be- 
lastungen angenommen  werden  — 
das  ist  bei  dieser  Anordnung  gleich- 
gültig, weil  (nach  §.  37)  der  Ein- 
fluss  einer  Kraft  auf  den  Gleichge- 

&  wichtszustand    eines  Körpers  nicht 

geändert  wird,  wenn  der  Angriffs- 

«er  Kraft  in  der  Richtungslinie  derselben  beliebig  ver- 

rird. 

h  Addition  der  beiden  Gleichungen  198)  und-  199)  er- 

die,  Gleichung: 

200)  Pa  =  Q6, 

ler  sich  ergiebt,  dass  für  den  Gleichgewichtszustand 
hen  verschiebbaren  Parallelogramms  oder  Doppel-Hebels 
selbe  Bedingung  gilt,  wie  für  den  einfachen  Hebel  AB 
2. 

§.  39  halten  zwei  auf  einen  festen   Körper  wirkende 
re  einander   im    Gleichgewicht,    wenn    ihre    Drehungs- 

1  entgegengesetzt  und  ihre  Momente  gleich  gross  sind, 
also  z.  B.  an  dem  Körper  ACAX  (Fig.  224)  einem  ge- 
Kräftepaare  P,   P  das   Gleichgewicht  gehalten  werden 


Q=<i+q1 


chanlk. 
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Fig.  224. 
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durch  das  entgegengesetzt  drehende  Kräftepaar    W,  TP,  den 
Moment  Wp  gleich  dem  gegebenen  Momente  PI  sein  soll. 

Der  Gleichgewichtszustand  dies 
Körpers  wird  auch  dann  noch  foi 
dauern,  wenn  die  beiden  Kräfte 
W  —  anstatt  direct  auf  den  Korr, 
zu  wirken  —  durch  Vermitteln 
von  geradlinigen  und  gewichtloc 
Stangen,  welche  mit  deren  Ri< 
tungslinien  zusammenfallen,  il 
Wirkung  auf  den  Körper  Übertrag 
und  es  können  beliebige  Punkte  dieser  Stangen  als  Angriffspun 
für  jene  Kräfte  gewählt  werden  (Fig.  225).     Wenn  hinterher  s 
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Fig.  225. 
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dann  zwei  belieb 
Punkte  dieser  Sfc 
gen  z.  B.  die  Pun 
O  und  Ox  in  fe 
Punkte  verwand 
werden,  so  kann  < 
einmal  bestehei 
Gleichgewichts-I 
stand  der  Stang 
Verbindung  hi 
durch  nicht  gest 
werden.  In  dies 
Falle  können  die  beiden  Kräfte  W,  W  auch:  fortgelassen  werc 
insofern  die  Widerstände  der  beiden  festen  Punkte  dann  an  i 
Stelle  treten  und  ein  Kräftepaar  bilden,  durch  welches  ui 
allen  Umständen  das  gegebene  Kräftepaar  P,  P  aufgehoben  w 
Die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  in  Fig.  226  dai 
stellte  Hebelverbindung  lassen  sich  nunmehr  auf  folgende  W< 
ableiten.  Wenn  man  in  den  Punkten  A  und  Ax  die  beiden  « 
gegengesetzten  Kräfte  P,  P  hinzufügt,  so  wird  dadurch  der  Glei 
gewichtszustand  nicht  gestört.  Von  den  drei  jetzt  vorhandei 
Kräften  P  bilden  die  zwei  resp.  in  E  und  A  angreifenden  Kri 
ein  Kräftepaar,  welches  (nach  dem  eben  bewiesenen  Satze)  diu 
die  festen  Drehpunkte  0  und  Ox  aufgehoben  wird,  also  at 
fortgelassen  werden  kann,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszusto 
dadurch  gestört  würde.  Die  noch  übrigbleibende  dritte  Kraft 
wirkt  in   dem   Punkte   Ax,  und   diese   Kraft  stellt  demnach* 
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Einfluss    dar,    welchen    die    Belastung   des   Punktes   E  auf  den 
Gleichgewichtszustand  der  ganzen  Hebelverbindung  ausübt. 


F 


In  gleicher  Weise  kann  auf  der  andern  Seite  in  Bezug  auf 
die  Belastung  Q  verfahren  werden.  Die  beiden  in  F  und  B  ab- 
greifenden Kräfte  Q  Bilden  ein  Kräftepaar,  welches  durch  die 
festen  Drehpunkte  0  und  O,  aufgehoben  wird,  und  die  in  dem 
Punkte  Bl  angreifende  Kraft  Q  stellt  den  Einfluss  dar,  welchen 
die  Belastung  des  Punktes  F  auf  den  Gleichgewichtszustand  des 
Ganzen  ausübt. 

Die  beiden  in  E  und  F  angebrachten  Belastungen  wirken 

daher  gerade   so,  wie  wenn  dieselben  unmittelbar. resp.  an  den 

Punkten  Ax  und  Bt  aufgehängt  wären,   und  dieselbe  Gleichung 

200): 

Pa  =  Qb 

welche  in  Bezug  auf  Fig.  223  gefunden  wurde,  stellt  auch  in  Be- 
zug auf  Fig.  226  die  Gleichgewichtsbedingung  dar.  Die  ganze 
Hebelverbindung  verhält  sich  hinsichtlich  ihrer  Gleichgewichts- 
lage wie  der  einfache  an  seinen  Endpunkten  belastete  Hebel  A  B 
fe  Fig.  222  und  kann  wie  dieser  zum  Messen  von  Gewichten  be- 
nutzt werden.  Die  Lage  der  beiden  Stellen  E  und  F,  in  welchen 
die  horizontalen  Ansätze  der  verticalen  Stangen  belastet  werden 
~-  eine  Verschiebung  der  Belastungen  auf  ihren  horizontalen 
Unterlagen  —  hat  keinen  Einfluss  auf  den  Gleichgewichtszustand ; 
68  ist  vielmehr  lediglich  das  Verhältniss  der  beiden  Hebcllängen 
8  und  6,  durch  welches  das  zum  Gleichgewichtszustande  erforder- 
te Verhältniss  der  beiden  Belastungen  P  und  Q  bedingt  wird. 


U> 
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Gapilel  IE 

Reibungswiderstände. 

§•57. 
Reibungscoefficienten. 

Wenn  man  einem  auf  horizontaler  Unterlage  ruhenden  Körp^* 
eine    fortschreitende    Bewegung    längs    der    horizontalen   Unte*"*" 
stützungs-Ebene  ertheilt  und  den  Körper  alsdann  sich  selbst  --~ 
d.  h.  ausschliesslich   der  Wirkung  seines  Gewichtes  und  des  ?»** 
der   Unterlage   geleisteten   Gegendrucks  —   iiberlässt,   so  fuute* 
man  unter  allen  Umständen,   dass  die   Geschwindigkeit  der  Be- 
wegung allmälig  abnimmt,  und  dass  nach  einiger  Zeit  der  Körpe*: 
zum  Stillstande  gelangt. 

Um  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  unverändert  zu  er- 
halten, dazu  bedarf  es  einer  Kraft,  welche  in  der  Richtung  dex* 
Bewegung  wirkend  fortwährend  die  verlorene  Geschwindigkeit 
wieder  ersetzt. 

Es  muss  hieraus  geschlossen  werden,  dass  die  von  Seiten  de*" 
Unterlage  auf  den  Körper  übertragene  Kraft  P  in  diesem  Fall^ 
nicht  vertical  aufwärts  gerichtet  ist,  sondern  ausser  ihrer  vertx— 
calen  Seitenkraft  N  auch  eine  horizontale  längs  der  Berührungs- 
fläche wirkende  Seitenkraft  W  enthält,  welche  der  Bewegung»— 
richtung  allemal  entgegenwirkt  (Fig.  227).    Man  kann  die  Grös»^ 

dieses  Widerstandes  bestim- 
men, indem  man  durch  Ver- 
suche die  Grösse  der  horizon- 
talen Zugkraft  K  ermittelt^ 
welche  erforderlich  ist,  unem. 
^  K       den  Körper  gleichförmig  lftng» 

|  ^       der  Unterlage  -  fortzubewegen — 

Da     bei     gleichförmiger    Be — 
wegung    sämmtliche    auf  der» 
Gi  Körper  wirkende   Kräfte  ein- — 

ander  im  Gleichgewicht  halten» 
müssen,  so  ist  alsdann  der  normal  zur  Berührungsfläche  wirkend 
Gegendruck  N   gleich   dem   Gewichte   G  des  Körpers,    und  di 
horizontale  Zugkraft  Ä"  jenem  Widerstände   W  selbst  gleich. 


Fig.  227. 
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fen  findet,  dass  die  erforderliche  Zugkraft  —  also  auch 
Widerstand  —  um  so  kleiner  ausfällt,  je  sorgfältiger  die 
lachen  der  Körper  an  den  Berührungsstellen  geglättet  sind, 
nimmt  deshalb  an,  dass  jener  Widerstand  in  den  auch  bei 
iltigster  Glättung  der  Oberflächen  nie  ganz  zu  beseitigenden" 
m  Unebenheiten  der   Oberflächen   seine   Ursache  hat,    und 

denselben  —  wie  in  §.  27  bereits  erklärt  wurde  —  den 
ugs widerstand. 

»ficht  nur  bei  einem  auf  horizontaler  Unterlage  fortgleitenden 
ar,  sondern  überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  zwei  einander  be- 
ade  Körper  längs  einander  gleiten,  ist  der  zwischen  den 
1  Körpern  wirkende  normal  zur  Berührungs-Ebene  gerichtete 
:  N  begleitet  von  einem  längs  der  Berührungs  -  Ebene 
ttden  Reibungswiderstande  TT,  welcher  an  jedem  der  beiden 
ir  der  Richtung  des  Gleitens  entgegenwirkt.    Die  Erfahrung 

dass  bei  zwei  bestimmten  Körpern  mit  thunlichst  ge- 
ten  Oberflächen  die  Grösse  des  Reibungswiderstandes  weseut- 
»edingt  wird  durch  die  Grösse  des  Normaldrucks  zwischen 
eiden  Körpern.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  man  die  Grösse 
Leibungswiderstandes  in  Procenten  des  Normaldrucks  anzu- 

(W  V 

-~-  =/)  des  Reibungs- 
standes zum  Normaldruck  einen  besonderen  Namen  gewählt; 
lennt  dasselbe  den  ReibnngscoeffLcienten  der  beiden  Körper: 

jeibnngBWlderstand    =  Reib  efflcient> 

Normaldruck  °  ♦ 

[ennt  man  für  einen  bestimmten  Fall  die  Grösse  des  Rei- 
coefficienten  /,  so  kann  man  aus  der  Grösse  des  Normal- 
s  den  Reibungswiderstand  selbst  berechnen  mittelst  der 
rang: 

Ibungswiderstand  =  Reibungscoefficient  X  Normaldruck 

201)     W=f.N. 

tei  eüiem  280  KU.  schweren  Schlitten,  welcher  längs  horizontaler  glatter 
he  durch  eine  horizontale  Zugkraft  gleichförmig  fortbewegt  wird,  ist 
i  der  Berührungsfläche  zwischen  dem  Schlitten  und  der  Eisbahn  statt- 
le  Normaldruck  N  gleich  dem  Gewichte  des  Schlittens,  also  gleich 
L  Wenn  aus  Versuchen  bereits  bekannt  wäre,  dass  für  diesen  speciellen 
er  Reibungscoefficient  f=^  ist,  so  würde  man  den  Reibungswiderstand 
rechnen  können  aus  der  Gleichung: 

W  =  ^.280  =  4Kil. 
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Die  zum  Ueberwinden  des  Reibungswiderstandes  erforderliche  Zugkraft» 
beträgt  ebenfalls  4  Kil. 

Hätte  man  umgekehrt:  ohne  die  Grösse  des  Reihungscoefßcieuten  r  «s 
kennen,  durch  direetc  Messung  dieser  Zugkraft  die  Grösse  des  Reibungswide^H 
Standes  ermittelt  und  gefunden,  dass  derselbe  4  Kil.  beträgt,  so  würde 
Hieraus  den  Rcibungscoelficienten  berechnen  können  mittelst  der  Gleicht 

Gesetze  und   Versuchsresultate ,   nach  welchen  für  jeden  g^e 
gebenen    bestimmte»   Fall   die  Grösse   des  Reibungscoefficient«-»  jq 
im   Voraus  genau   augegeben  werden  könnte,  sind  bislang  nic1j{ 
bekannt.    Auch  liegt  es  in  der  Natur  der  Verhältnisse,  dass  die« 
niemals  möglich  sein  wird.     Denn  der  Reibungscoefficient  hängt 
zum  Theil  von  Ursachen  und  Umständen  ab,  welche  sich  nicht 
als  mathematische  Grössen  definiren  lassen,  folglich  aller  Messung 
und   Berechnung  sich  entziehen.     Selbst  wenn  zu  möglichst  ge- 
nauer Ermittelung  der  Iieibungscoeflicienten  für  jeden  besonderen 
Fall  besondere  Versuche  vorher  angestellt  würden,  so  würden  die 
auf    solche    Weise   gefundenen  Werthc    für  spätere   gleichartige 
Fälle  dennoch  nur  als  Annäherungswerthe  gelten  können.    Aus 
den  bisher  zu  solchen  Zwecken  angestellten  Versuchen  lässt  sich 
nur  Folgendes  entnehmen: 

1)  Die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  hängt  wesentlich 
ab  von  der  Substanz  der  beiden  reibenden  Körper ,  von  der  Be- 
schaffenheit und  dem  Zustande  der  einander  berührenden  Ober- 
flächen (in  gewissem  Grade  auch  von  der  Temperatur,  insofern 
der  Zustand  der  Berührungsflächen  mit  der  Temperatur  sich 
ändert).  Bei  festen  harten  Körpern  kann  durch  Anwendung  ge- 
eigneter Schmiermittel  eine  erhebliche  Verminderung  des  Reibungs- 
coefficienten erreicht  werden.  Je  härter  und  glatter  die  reiben- 
den Körper,  je  vollkommener  die  Sclimierung:  um  so  mehr  darf 
der  Ileibungscoefficient  als  unabhängig  von  der  Substanz  der 
beiden  festen  Körper  angesehen  werden. 

2)  Auch  die  Geschwindigkeit  des  Gleitens  hat  einen  ge- 
wissen Einfluss  auf  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten,  Mit 
abnclimcnder  Geschwindigkeit  nimmt  der  Reibungscoefficient  zm 
und  bei  der  Geschwindigkeit  Null  erreicht  derselbe  seinen  grössten 
Wertli;  d.  h.  der  Reibungscoefficient  beim  Uebergange  aus  Ruhe 
in  Bewegung  ist  grösser  als  der  Reibungscoefficient  der  Bewegung, 
und  bei  sehr  langsamem  Gleiten  ist  der  Reibungscoefficient  grösser 
als  bei  sehr  raschem  Gleiten. 


Reibungscoefficienten.  247 

I  Der  Reibungscoefficient  hängt  ausserdem  ab  von  der  Art 
feise,  in  welcher  der  Druck  auf  die  Berülu'ungsfläche  sich 
ilt,  von  der  Grösse  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Be- 
igsfläche wirkenden  Drucks.  Bei  sehr  kleinem  und  ebenso 
bei  sehr  grossem  Drucke  auf  die  Flächeneinheit  der  Be- 
igsfläche ist  der  Reibungscoefficient  grösser  als  bei  mittlerem 
3,  und  man  darf  annehmen,  dass  es  für  je  zwei  bestimmte 
•  eine  bestimmte  Grösse  dieses  Druckes  giebt,  bei  welcher 
eibungscoefficient  unter  sonst  gleichbleibenden  Umständen 

kleinsten  Werth  erreicht. 

Während  der  Reibung  werden  beständig  kleine  Theilchen 
in  Oberflächen  der  reibenden  Körper  losgerissen.    In  Folge 

ist  der  Zustand  der  Reibungsflächen,  die  Vertheilung  des 
38,  die  Temperatur  —  im  Allgemeinen  also  auch  die  Grösse 
»ibungscoefficienten  in  beständiger  Aenderung  begriffen. 
a  also  einestheils  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  ver- 
men  Umstände  ihren  Einfluss  geltend  machen,  unbekannt 
tberhaupt  nicht  genau  bestimmbar  ist;  da  anderntheils 
ld  der  Reibung  diese  Umstände  selbst  sich  ändern:  so  kann 
lveränderlich  gültigen,  überhaupt  von  einigermassen  genau 
►teilenden  Werthen  der  Reibungscoefficienten  für  je  zwei 
mte  Körperarten   überall  .nicht  die  Rede  sein  —  vielmehr 

nur  von  Mittelwerthen ,  welche  als  rohe  Annäherungen  an 
rklichen  Werthe  zu  betrachten  sind,  oder  von  Grenzwerthen, 
en  welchen  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  die  Werthe 
sibungscoefficienten  variiren. 

a  bei  zunelimender  Rauhigkeit  der  Reibungsflächen  der 
stand,  welchen  die  gleich  Zähnen  in  einander  greifenden 
oheiten  der  Oberflächen  dem  Gleiten  entgegensetzen,  sich 
ig  vergrössert,  dass  dadurch  ein  Wachsen  des  Reibungs- 
ienteii  über  alle  Grenzen  hinaus  bedingt  wird:  so  kann 
ich  mit  dem  oberen  Grenzwerthe  nur  derjenige  Werth  ge- 
sein,  bis  zu  welchem  auch  unter  gewöhnlichen  Umständen 
ei  möglichst  glatt  bearbeiteten  Oberflächen  durch  zufälliges 
menwirken  sonstiger  die  Reibung  verstärkender  Ursachen  der 
ig8Coefficient  mitunter  gesteigert  wird;  und  kann  überhaupt 
igabe  der  oberen  Grenzwerthe  nur  den  Zweck  haben,  für 
iswahl  passender  Mittelwerthe  Anhaltepunkte  zu  bieten. 
3i  sehr  kleinem  (ebenso  auch  bei  sehr  grossem)  Drucke 
ei    sehr    kleiner    Geschwindigkeit    (insbesondere    bei    der 


1 
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Geschwindigkeit  Null)  wird  im  Allgemeinen  das  Maximum  — 
mittlerem  Drucke  und  grosser  Geschwindigkeit  dagegen  wird  1«^ 
Minimum  als  derjenige  Grenzwerth  anzusehen  sein,  welchem  4er 
wirkliche  Werth  des  Reibungscoefficienten  für  den  betreffenden 
Fall  am  nächsten  liegt. 

Orenzwerthe  der  Reibangscoefflcienten  für  Körper  mit  glatt 

bearbeiteten  Berührungsflächen. 

A.    Ohne  Anwendung  von  Schmiermitteln. 


Minimum  *) 

Maximum 

Metall 

auf 

Metall 

0,10 

0,30 

Metall 

» 

Holz 

0,10 

0,60 

Holz 

w 

Holz 

0,10 

0,70 

Leder 

f> 

Metall 

0,25 

0,60 

Leder 

n 

Holz 

0,25 

0,70 

Hanf 

V 

Holz 

0,40 

0,80 

Metall 

n 

Stein 

0,25 

0,50 

Holz 

V 

Stein 

0,30 

0,65 

Stein 

n 

Stein 

0,40 

0,75 

Ziegelstein 

i» 

Stein 

0,60 

0,75 

Eis 

n 

Eis 

0,018 

0,028 

Stahl 

n 

Eis 

0,014 

0,027 

B.    Bei  Anwendung  von  geeigneten  Schmiermitteln. 

Minimum  Maximum 

Metall    auf    Metall**)           0090,  0,10 

Metall      w     Holz  f)               0,  02  0,10 

Holz        „     Holzft)            0,083  0,10 

Leder*     „     Metall                0,12  0,25 


*)  Die  bisher  bekannt  gewordenen  Reibungsversuche  sind  nun  grostea 
Theile  noch  so  ungenügend,  dass  nicht  einmal  die  unteren  Grenzwertiw  dtf 
Reibungscoefficienten  mit  einiger  Sicherheit  sich  feststellen  lassen.  Bei  tiefe* 
der  bisher  angestellten  Versuche  waren  sowohl  Druck  als  Geschwindigkeit  w 
hältnissmässig  klein ;  und  die  Versuche  waren  auch  meistens  gar  nicht  auf  4* 
bestimmte  Ziel  gerichtet:  die  kleinsten  erreichbaren  Werthe  der  ReibuHgF* 
coefficienten  zu  ermitteln.  Es  ist  deshalb  anzunehmen,  dass  bei  weiterer  Aus- 
dehnung der  Reibungsversuche  hier  und  da  noch  kleinere  Werthe  sich  ergebe» 
werden.  (Eine  vollständige  Zusammenstellung  der  älteren  VersuchsreiulUtt 
von  Coulomb,  Rcnnie,  Morin  u.  A.  findet  man  in  einer  Abhandlung  »Aber 
die  Reibung"  von  Brix  in  den  „Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförd.  des 
Gewerbfl.  in  Preussen,  Jahrg.  1837."  Bei  vollständiger  Berücksichtigung  alkr 
dieser  Versuchsresultate  würden  für  die  unteren  Grenzwerthe  zum  Thefl  nock 
kleinere  Zahlen  als  die  in  obiger  Tabelle  angegebenen  zu  substituiren  sein.) 

**)  Nach  zahlreichen  „Versuchen  über  Zapfenreibung  an  Eisenbahnwagen* 
Achsen,  angestellt  in  der  Eisenbahnwerkstätte  zu  Hannover  in  den  Jahren 
1861  und  1862  vom  Maschinendirector  Kirch  weger"  (Mittheilungen  des  Gc- 
werbevercins  für  das  Königreich  Hannover,  Jahrgang  1862)  variirt  der  Reibung»- 
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§.  58. 

Reibungswinkel. 

Die  Reibungswiderstände  gehören  zur  Gattung  der  Wider- 
näskräfte,  d.  h.  zur  Gattung  derjenigen  Kräfte,  welche  nur 
Regungen  verhindern  und  verzögern  —  nie  aber  Bewegungen 
-vorbringen  können. 

An  jedem  der  beiden  reibenden  Körper  wirkt  der  Keibungs- 
lerstand  immer  derjenigen  Richtung  entgegen,  in  welcher  der 
rper  entweder  wirklich  gleitet,  oder  ohne  das  Vorhandensein 
;  Reibungswiderstandes  gleiten  wurde.  Findet  das  Gleiten 
•Idich  Statt,  so  ist  der  Reibungs widerstand  immer  gleich  dem 
>dukte:  „Reibungscoefficient  mal  Normaldruck",  hat  also  den 
Gleichung  201)  angegebenen  bestimmten  Zahlenwerth: 

W  =  fN. 

Wenn  dagegen  das  Gleiten  noch  nicht  begonnen  hat,  und  ein 
eil  der  Kraft  fN  schon  ausreicht,  um  das  Eintreten  des 
eitens  zu  verhindern,  so  gelangt  eben  nur  dieser  Theil  zur 
rWichen   Thätigkeit;    der  Reibungswiderstand    W  ist   also   in 


efficient  für  schmiedeiserne  oder  gussstählerne  Zapfen  in  Lagern  von  Hart- 
ä  oder  von  Zinncomposition ,  geschmiert  m;t  Rtiböl  oder  mit  Cohäsionsöl, 
lachen  den  Grenzen  0,0090  und  0,0099,  wenn  die  Geschwindigkeit  des 
eitens  (Umfangsgeschwindigkeit  des  Zapfen)  pro  Secunde  2  Zoll  bis  4,5  Fuss 
«1  der  Druck  auf  den  Quadratzoll  200  ff  bis  1400  ff  beträgt.  Der  Reibungs- 
tfficient  für  den  Uebergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  dagegen  ist  unter  gleichen 
Winden  nahezu  10  mal  so  gross  als  während  der  Bewegung. 

t)  Nach  Versuchen   von  B  och  et  ist  der  Reibungscoefficient  der  Be- 
effliflg  für  Holz  auf  Schmiedeisen  (polirt  und  mit  Fett  geschmiert)  0,02,  wenn 

*  Druck  auf  den  Quadratcentimeter  mindestens  10  Kil.  beträgt,  dagegen 
J6»t  wenn  dieser  Druck  5  Kil.  und  weniger  beträgt.  Der  Einfluss  der  Ge- 
tttjadigkeit  auf  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  soll  nach  Bochet's  An- 
**ö  annäherungsweise  sich  darstellen  lassen  durch  die  empirische  Formel: 

^  "  1 1  !i_  na        "J~  /i »  worin  v  die  Geschwindigkeit  in  Metern  pro  Secunde, 

tat  Reibungscoefficienten  für  die  Geschwindigkeit  Null,  und/,  den  Grenz- 
^  bezeichnet,  welchem  /  sich  nähert,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  unendlich 
^J*  wird.  Die  Grössen  /0  und  fx  hängen  ab  von  der  Beschaffenheit  der 
***üden  Flächen,  ausserdem  aber  auch  von  der  Grösse  des  Druckes.   (Annales 

*  mines,  Jahrg.  1861.) 

ff)  Nach  dem  Berichte  einer  Commission  des  Franklin  -  Instituts  über 
j^Jjüngsversuche  mit  vom  Stapel  laufenden  amerikanischen  Kriegsschiffen  ist 
W  der  mittlere  Werth  des  Reibungscoefficienten  der  Bewegung  für  Holz 
**  Holz ,  geschmiert  mit  Talg ,  bei  einem  brücke  von  20  ff  bis  50  ff  pro 
"ftdratzoll.    (Civil  engineer  and  architects  Journal,  Jahrg.  1859,  S.  11.) 
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diesem. Falle  kleiner  als  das  Produkt  f  N.    Streng  genommen  i 
dalier  dieses  Produkt  fN  nur  als  oberer  Grenzwerth  für  die  Kra.  M 
W  zu  betrachten,  und  gilt  für  die  wirkliche  Grösse  des  Reibung,  ^ 
Widerstandes  die  Bedingung: 

W  <  fN. 

Wenn  die  festo  Unterstützungsebene  eines  ruhenden  Körpen 
um  irgend  einen   Winkel   9   gegen   die  Horizontale  geneigt  ist, 
so  würde  ohne  das  Vorhandensein  des  Reibungswiderstandes  der 
Körper  in  Rcwegung  gerathen;  denn  von  den  beiden  Seitenkräfteri 
Q  sin  9  und  Qcoscp,  in  welche  das  Gewicht  des  Körpers  zerlegt 
werden  kann,   würde  nur  die  letztere  durch  den  von  der  Unter- 
lage   geleisteten    Gegendruck  N  =  Q  cos  9    aufgehoben  werden 
(Fig.  228).     Die  andere  Seitenkraft  Q  sin  9  würde  für  sich  allein 

ein  Hinabgleiten  des  Körpers 

Fig.  228.  bewirken.       Diesem    Hinab- 

Xr-QcosA  gleiten  wirkt  der  Reibungs- 

\  \V        widerstand  W  entgegen.  Die 

\  ^*''  wirkliche  Grösse  der  Kraft  W 

- V^"    ::■'■■""  wird  in  gewissem  Grade  durch 

y*'*^V  *6.  die  Grösse  des  Neigungswia- 

'..* ■'"'        j   \  kels  9   bedingt ,   und  sind  in 

...::-:''"'"^  "  \  dieser    Beziehung    zwei  ver- 

^-    ~  V\       KVv08V         schiedene    Fälle    zu    unter- 

scheiden : 
Wenn   der  Neigungswinkel  9   sehr  gross  ist,  und  in  Folge 
dessen  Q  sin  9  grösser  ist  als  das  Produkt  fN  (gleich  fQ  cos  9). 
so  tritt  das  Gleiten  wirklich  ein,  und  in  diesem  Falle  ist  immer 

W  =  f  Q  cos  9. 

Wenn  dagegen  der  Neigungswinkel  9  sehr  klein  ist,  und  in 
Folge  dessen  Q  sin  9  kleiner  ist  als  /  Q  cos  9,  so  reicht  ein  Theil 
jener  Kraft  schon  aus,  um  das  Gleiten  zu  verhindern,  und  der 
Rest  bleibt  unthätig.  Der  zur  Wirkung  gelangende  Reibungs- 
widerstand hat  also  in  diesem  Falle  nur  die  Grösse 

W  —  Q  sin  9. 

Den  Grcnzfall  zwischen  diesen  beiden  Fällen  bildet  deijenige 
Fall,  in  welchem  der  Neigungswinkel  gerade  diejenige  Grösse  tat, 
bei  welcher: 

202)     Q  sin  9  =  /  Q  cos  9 ,     oder     tg  9  =  /    ist. 
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Der  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnende  Winkel  cp  ist  der 
ite  von  allen  denjenigen  Neigungswinkeln,  bei  welchen  der 
ungswiderstand  noch  ausreicht,  das  Gleiten  zu  verhindern. 
*r  Winkel  wird  der  Reibungswinkel  genannt.  Nach  Gleichung 

ist    also    der    Reibungswinkel    derjenige    Winkel,    dessen 
;ente  gleich  dem  Reibungscoefficienten  ist. 
Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  einfache  Methode,  die  Grösse 
Reibungscoefficienten   durch  Versuche  zu  bestimmen.     Wenn 

den  Neigungswinkel  der  Unterlage  eines  ruhenden  Körpers 
ilig  wachsen  lässt  so  lange  bis  der  Körper  anfangt  zu  gleiten, 
t  die  Tangente  des  auf  diese  Weise  gefundenen  Winkels  der 
bungscoefficient  der  Ruhe".  Um  den  „Reibungscoefficienten 
Sewegung"  zu  bestimmen,  würde  man  dem  Körper  von  vorn- 
an eine  abwärtsgleitende  Bewegung  ertheilen  und  darauf 
m:  ob  die  Fortsetzung  dieser  Bewegung  eine  verzögerte  oder 

beschleunigte  ist.  Im  ersteren  Falle  würde  der  Neiguugs- 
el  zu  vergrössern,  im  letzteren  zu  verkleinern  sein.  Die 
;ente  desjenigen  Neigungswinkels,  bei  welchem  die  gleitende 
igung  gleichförmig  ist  *) ,  würde  der  Reibungscoefficient  für 
Bewegung  sein,  und  zwar  derjenige  specielle  Werth  dieses 
Scienten,  welcher  der  gewählten  Geschwindigkeit  entspricht. 

Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  wäre  z.  B.  als  Reibungs- 
1  für  Ziegelstein  auf  Stein  ein  Winkel  anzunehmen,  dessen  Tangente 
len  0,60  und  0,75  liegt,  also  cp  =  31°  bis  37".  Für  Stahl  auf  Eis  hegt 
leibungswinkel  zwischen  den  Grenzen  0°  48'  und  1°  33'.  Der  Reibungs- 
äent  für  Holz  auf  Holz  mit  Talg  geschmiert  beträgt  bei  Schiffen,  welche 


*)  Die  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung,  welche  der  Körper  in 
n  Falle  ausführt,  setzt  Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte  voraus.  Das 
:ht  Q  kann  aber  nur  dann  durch  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte 
ld  W  aufgehoben  werden,  wenn  der  Angriffspunkt  der  beiden  letzteren 
em  Schwerpunkte  des.  Körpers  in  einer  und  derselben  Verticalen  liegt 
ig.  228).  Läge  der  Schwerpunkt  so  hoch,  oder  wäre  die  Berührungsfläche 
an,  dass  die  nach  unten  verlängerte  Vcrticale  des  Schwerpunktes  die  Unter- 
ingsebene  in  einem  ausserhalb  der  Berührungsfläche  liegenden  Punkte 
*o  würde  ausser  dem  Gleiten  auch  eine  Drehung  des  Körpers  eintreten, 
eiug  auf  Fig.  228,  so  wie  in  Bezug  auf  die  folgenden  Fälle,  ist  deshalb 
umsetzen,  dass  der  Schwerpunkt  des  Körpers  so  tief  liegt,  oder  die  Be- 
ingsfläche  so  gross  ist,  wie  es  die  Bedingung  der  Stabilität  gegen  Um- 
«i  erfordert.  (Vergl.  §.  50.)  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bewegt 
der  Körper,  wie  wenn  der  Schwerpunkt  desselben  der  Angriffspunkt 
tlicher  Kräfte  wäre,  und  kann  daher  die  Bewegung  wie  die  eines  ein- 
n  materiellen  Punktes  beurtheilt  werden. 
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vom  Stapel  laufen,  etwa  0,033,  und  ist  der  zugehörige  Reibungswinkel  ?=1°55'. 
Wenn  also  nach  dem  Wegnehmen  der  Befestigungskeile  das  Gleiten  des  Schiff« 
von  selbst  eintreten  soll,  so  muss  die  Neigung  der  Gleitbahn  mehr  als  1° 55 
betragen,  und  gilt  deshalb  ein  Winkel  von  4°  für  eine  passende  Grösse  diesa 
Neigungswinkels. 

Für  die  Grösse,  welche  eine  unter  dem  Winkel  ex  gegen  die 
Verticale  geneigte  Zugkraft  K  haben  muss,  um  einen  Körper  vom 
Gewichte  Q  auf  horizontaler  Unterlage  gleichförmig  fortzubewegen, 
erhält  man  nach  Fig.  229  die  Gleichung: 

iTsina  =  f(Q  +  üfcosa) 


Fig.  229. 


SN 


\        Knina 


oder 


/ 


■  r  7-i.  ■',»■•, 

f      ■■'.••:f-A 


-±K 


K=  Q-. J—i , 

sin  a  — /coso 

welche,  wenn  man  den  Bei- 
bungscoefficienten  /  durch  die 
Tangente  des  Reibungswinkeh 
cp  ersetzt,  die  Form  annimmt: 


K=  Q 


vXmxa 

i\  - —  t# 

sina  —  tgepcoea 

oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  mä 
cos  9  multiplicirt : 

203)    K  =  -. ™®? _  =     .Q°inT 

sm  a  cos  cp  —  cos  a  sm  cp  sin  (a  —  cp) 

Wenn  a  =  cp  wird,  so  wird  K=co,  d.h.  die  gleichförmige 
Fortbewegung  ist  nur  dann  überhaupt  möglich,  wenn  der  Winkel 
ot  grösser  ist  als  der  Ileibungswinkel.  Für  a  =  90°  wird 
K  =  Q  tg  ?,    für    a  =  90°  +  cp    wird    K  =  Q  sin  cp    und  für 

a  =  U0°  -f-2cp  wird  wiederum  Ä"=Qtgf 
Die  erforderliche  Zugkraft  wird  also  am 
kleinsten ,  wenn  ihre  Richtungslinie  von  der 
Horizontalen  nach  oben  hin  um  den  Reibungs- 
winkel abweicht. 

Wenn  ein  Körper  durch  eine  Horizontal- 
A      kraft  K  gegen  eine  verticale  Wand  gedrückt 
wird,     so    entsteht    ein   Reibungswiderstand, 
welcher  dem  Hinabgleiten   des  Körpers  entr 
\X     gegenwirkt  (Fig.  230).     Soll  das  Gewicht  des 
Körpers   durch  den  Reibungswiderstand  auf- 
gehoben werden,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 


Fig.  230. 


Schiefe  Ebene. 
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fK>Q   oder  tg  <p  £  -^ 

sr  Reibung8winkel  bildet  demnach  die  Grenze  desjenigen  Win- 
ds, um  welchen  die  Mittelkraft  R  der  beiden  Kräfte  K  und  Q 
üchstens  abweichen  darf  von  der  Normalen  zur  Wandfläche, 
enn  dieselbe  durch  die  totale  Gegenwirkung  der  Wand  noch 
üfgehoben  werden  soll;  zugleich  also  die  Grenze  desjenigen 
Finkeis,  um  welchen  dieser  Totalwiderstand  T  von  der  Normalen 
?r  Wandfläche  überhaupt  abweichen  kann. 


§.59. 

Schiefe  Ebene, 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen  auf  schräg  an- 
eigender  Bahn  aufwärts  oder  abwärts  gleitenden  Körper  zu  finden, 
srlegt  man  jede  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  zwei 
»tenkräfte,  von  denen  die  eine  rechtwinklig,  die  andere  parallel 
ir  Bahn  gerichtet  ist,  und  setzt  dann  die  Summe  der  bergan 
irkenden  Seitenkräfte  gleich  der  Summe  der  bergab  wirkenden 
eitenkräfte.  (Vorausgesetzt  wird,  dass  nur  Kräfte  in  der  Ver- 
cal-Ebene  der  Bahn  vorkommen.) 

Eine  bergan  wirkende  Zugkraft  K,  welche  die  Last  Q  gleich- 
innig  aufwärts  bewegen  soll,  hat  dabei  den  Reibungswiderstand 
N  und  die  bergab  wirkende  Seitenkraft  des  Gewichtes  als 
Widerstände  zu  überwinden.  Man  erhält  also  nach  Fig.  231  die 
fleichung : 

204)    K=  Qsma+fQcoHOL. 


Fig.  231. 


Fig.  232. 


faQcos  a 

\ 


^> 


K 


4@<03<X 


tf'QcöS  CL 


K 


fS 


rt.  '•■*'>' 


CL- 


^f_ 


9 


:'■'  o 


Q  cos  Ol 
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Wenn   dagegen    der   Körper    im   Hinabgleiten    begriffen   ist,  ;-: 
und   die   Kraft  K  nur  verhindern  soll,  dass  die  Geschwindigkeit?:! 
dieses  Hinabgleitens  sich  ändere,   so' ist  der  Reibungswiderstand-:, 
als  eino  bergan  wirkende  Kraft  in  Rechnung  zu   bringen,  und  ! 
man  erhält  für  diesen  Fall  nach  Fig.  232  die  Gleichung : 

205)     K=  Qsina—  /Qcosa. 

Die  Bedingung  der  gleichförmigen  Bewegung  lässt  sich  ia 
einer  für  beide  Fälle  gemeinschaftlich  geltenden  Form  darstellen, 
durch  die  Gleichung: 

206)     K  =  Q  (sin  a  +/cos  a), 

in  welcher  das  Plus -Zeichen  auf  den  in  Fig.  231,  das  Minus-« 
Zeichen  auf  den  in  Fig.  232  dargestellten  Fall  sich  tazieht 
Diese  Gleichuug  giebt  zugleich  die  Grenzwerthe  an,  zwischen 
welchen  die  Grösse  der  Kraft  K  liegen  muss,  wenn  unter  ihrer 
Einwirkung  der  vorher  im  Ruhezustande  befindliche  Körper  nicht 
nach  der  einen  oder  anderen  Richtung  hin  in  Bewegung  ge- 
rathen  soll. 


SN 


-liK. 


Fig.  233. 


Fig.  234. 


N-Q  cos  a+K  sina 
v 

\     *#? 

m.».-N> 


^  Q  COS  o  ( 
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\  Q  cos  a 
9         \Ksina 


/JV 


K 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  für  eine  horizontal  wirkende 
Zugkraft  Ä",  welche  die  Last  Q  gleichförmig  bergan  ziehen  soll, 
nach  Fig.  233  die  Gleichung: 

K cos  ol  —  Q  sin  a  +/ (Q  cos  a  -f-  Ä*  sin  a),     oder: 

207,     K=Q(  ™«±£™«-), 

V.  cos  a  — /  sin  a  J 

und    für  eine   Horizontalkraft   K,    welche  beim  Hinabgleiten  des 
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Körpers    eine    Aenderung    der   Geschwindigkeit    verhindern    soll, 
nach  Fig.  234  die  Gleichung : 

A'cos  a  +/((>  cos  a  -f-  AT  sin  oi)  =-  Qsina,     oder: 


208)    ^  ^  Q  f  J!iL«=/-?«« '). 

V  cos  a  +  f  sin  a  J 


+/ 

Für    die    beiden    letzteren    Fälle    gemeinschaftlich    gilt    die 


Gleichung : 


209)    K=Q(™X^£C(!**\ 

\  cos  ol  4-  f  sin  ol  J 


m  *-«(■&££■). 


in  welcher  die  oberen  Vorzeichen  auf  den  in  Fig.  233,  die  unteren 
auf  den  in  Fig.  234  dargestellten  Fall  sich  beziehen. 

Diese   Gleichung  nimmt,   wenn   auf  der  rechten  Seite  Zähler 
nnd  Nenner  durch  cos  ol  dividirt  werden,  die  Form  an : 

+/tga 

oder,  wenn  man  darin  den  Reibungscoefficienten  /  durch  den 
Reibungswinkel  9  ausdrückt,  also  /  =  tg  <p  substituirt,  die 
Form: 

211)    K  =  0tg(a±<p). 

Diese  Gleichung  zeigt  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  233  darge- 
stellten Fall,  dass  K  =  00  wird,  wenn  ex  -f-  9  =  90°  oder 
a  =  90°  —  cp  wird.  Wenn  also  der  Neigungswinkel  der  Bahn 
den  Reibungswinkel  zu  90°  ergänzt  (oder  noch  grösser  ist  «als 
die  Ergänzung  desselben  zu  90°),  so  ist  es  unmöglich,  den  Körper 
mittelst  einer  horizontal  wirkenden  Zugkraft  gleichförmig  bergan 
zu  ziehen. 

Wenn  z.  B.  der  Reibungscoefficient  für  einen  Holzblock  auf  hölzerner 
Unterlage  0,4  beträgt,  so  ist  der  Reibuugswinkel  ungefähr  22°.  IHe  Unter- 
lage darf  also  höchstens  um  einen  Winkel  von  90°  —  22°  =  (58°  gegen  die 
Horizontale  geneigt  sein,  wenn  es  überhaupt  noch  möglich  sein  soll,  mittelst 
horizontaler  Zugkraft  den  Block  bergan  zu  ziehen. 

Für  die  in  Fig  235  und  Fig.  236  dargestellten  Fälle,  in 
welchen  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  den  Winkel  ß  mit  der 
Bahnrichtung  cinsehliesst,  erhält  man  auf  ähnliche  Weise  die 
allgemeine  Bedingungsgleichung: 

K cos  ß  =  Q  sin  a  +/  (Q  cos  a  -f-  K sin  ß) ,     oder 

'      212)    K  =    Q  (8in  «j:/ cos  «) 

'  cosß-f/sinß       * 
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Fig.  235. 


Fig.  236. 


N-Qcos&+Ksinß 


fN 


N-Qco$a  +  Ksin 


H^ 


q\    \Qwa 


in  welcher  die  oberen  Vorzeichen  auf  den  Fall  des  Hinaufgleitens 
(Fig.  235) ,  die  unteren  auf  den  Fall  des  Hinabgleitens  (Fig.  236) 
sich  beziehen  (und  aus  welcher  die  früher  gefundenen  Gleichungen  j 
206)  und  209)  als  specielle  Fälle  sich  ergeben,  jenachdem  für 
den  Winkel  ß  die  speciellen  Werthe  Null  oder  a  substituirt 
werden).  Wenn  wiederum  /  =  tg  <p  gesetzt,  und  auf  der  rechten 
Seite  Zähler  und  Nenner  mit  cos  <p  multiplicirt  wird,  so  nimmt  , 
diese  Gleichung  die  Form  an: 

2i3)   k  =   Q  sinJ ;' *-# 

y  COS  (ß  +  cp) 


und  zeigt  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  235  dargestellten  Fall :  dass 
K  =  oo  wird ,  wenn  ß  =  90°  —  cp  wird ,  d.  h.  wenn  der  Winkel 
zwischen  der  Kraft  K  und  der  Normalen  zur  Bahnrichtung  gleich 
dem  Reibungswinkel  ist;  dass  dagegen  if  am  kleinsten  wird,  wenn 
ß  -}-  <p  =  0,  oder  ß  =  —  cp  wird,  d.  h.  wenn  die  Kraft  K  nach 
oben  hin  um  den  Reibungswinkel  von  der  Bahnrichtung  ab- 
weicht. 

Wenn  der  Körper  ohne  Einwirkung  der  Kraft  K  hinabgleitet  auf  einer 
Bahn,  deren  Neigungswinkel  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel,  so  wird  durch 
den  Ueberschuss  der  Kraft  Q  sin  «  über  den  Reibungswiderstand  /  Q  cos  a  eine 
Beschleunigung  hervorgebracht.  Man  findet  diese  Beschleunigung,  indem  man 
jenen  Kraft- Ueberschuss  Q  sin  a  —  /  Q  cos  a  durch  die  Masse  des  Körpers, 

also  durch  die  Zahl  -—  dividirt  Die  Beschleunigung  der  Bewegung  ist  demnach: 

214)    p  =  g  (sin  a  —  /  cos  a). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Reibungscoefficient  während  der  Be- 
wegung sich  nicht  ändert,  kann  die  Bewegung  als  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung  angesehen   und   nach  den  Regeln  des  §.  7  bestimmt 
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den.     War  also  die  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  Null,   so  ist  die  in  t 
mnden  zurückgelegte  Wegeslänge: 

215)   1  =  *—. 

Die  beiden  Gleichungen  214)  und  215)  bieten  ein  Mittel,  um  aus  den  he- 
chteten Werthen  der  drei  Grössen  t,  J,  a  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten 
ix  berechnen. 

Bei  den  am  Schlüsse  des  §.  57  citirten  Versuchen  legte  die  vom  Stapel 
fende  Fregatte  „Raritan"  in  11  Secunden  eine  Strecke  von  18  Metern  zu- 
1c,  und  die  Bahn  war  um  einen  Winkel  von  3°  40'  gegen  den  Horizont 
teigt 

Hiernach  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

18  =  ^^     folglich    p  =  (^,3    und 
0,3  =  9,81  (0,064  -/.  0,998)    also   /  =  0,034. 

Bei  einem  anderen  Versuche  legte  das  vom  Stapel  laufende  Schiff  „Prin- 
ontt  auf  einer  um  4°  25'  geneigten  Bahn  in  5,25  Secunden  eine  Strecke  von 
8  Metern  zurück,  woraus  sich  die  Gleichungen  ergeben : 

5,98  =    P ' b&*   ,    p  =  0m,434    und 

0,484  =  9,81  (0,077  — /.  0,997)    also   /  =  0,033. 

Beim  Hinauf  gleiten  des  Körpers  wirken  die  Kräfte  Qsina  und  /ßcosa 
fo  der  Bewegung  entgegen;  die  Bewegung  ist  also  in  diesem  Falle  immer 
e  verzögerte  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  abnimmt 
'  die  Grösse: 

216)    p  =  g  (sin  a  +/ cos  a). 

Wenn  mit  t  die  Zeit  bezeichnet  wird ,  nach  welcher  die  Geschwindigkeit 
*0  geworden  ist,  und  mit  l  die  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Strecke,  so  gilt 
«  Gleichung  215)  auch  für  diesen  Fall;  man  erhält  also  nach  Substitution 
*  hier  für  p  gefundenen  Werthes  die  Gleichung: 

t2 
217)    l  =  g  (sin  a  +  f  cos  et)  -^ , 

Jene  ebenfalls  zur   Berechnung  des  Reibungscoefficienten  benutzt  werden 
nn,  wenn  die  Grössen  Z,  t,  a  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  sind. 

Wenn  z.  B.  beobachtet  wäre,  dass  auf  einer  um  5°  45'  ansteigenden  Eis- 
in ein  Schlitten  noch  24  Meter  in  20  Secunden  bergan  läuft,  bevor  seine 
ichwindigkeit  Null  geworden  ist,  so  würde  zur  Berechnung  des  Beibungs- 
ffidenten  die  Gleichung  dienen: 

20* 
24  =  9,81  (0,1  +  /  0,995)  ^- ,    also   /  =  0,02. 

[leich  würde  sich  hieraus  ergeben,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit  2m,4, 
die  Geschwindigkeitsverminderung  in  jeder  Secunde  0m,12  betrug. 

Bitter,  Mechanik.  „  17 


258 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XIII.    §.  60. 


§.60. 

Reibimgscoefficienten  und  Reibungswinkel  für  Bewegung 

in  Keilnuthen. 


Fig.  237. 


Wenn  ein  Körper  längs  einer  horizontalen  von  zwei  conver- 
girenden  Unterstützungsebenen  gebildeten  keilförmigen  Rinne  fort- 
bewegt wird,  so  tritt  an  jeder  von  beiden  Berührungsstellen  ein 
Reibungswiderstand  auf,  welcher  der  Bewegungsrichtung  entgegen, 
also  in  horizontaler  Richtung  wirkt.  Eine  Horizontalkraft  Ä, 
welche  den  Körper  längs  einer  solchen  Keilnuth  gleichförmig 
fortbewegen  soll,  muss  also  gleich  der  Summe  dieser  beiden 
Reibungswiderstände  sein.  Man  erhält  die  Grösse  jedes  der  beiden 
Reibungswiderstände,  indem  man  den  betreffenden  Normaldruck 
mit  dem  Reibungscoefficienten  /  multiplicirt.  Wenn  die  beiden 
Seitenflächen  gleiche  Neigungswinkel  mit  der  verticalen  Mittelebene 
einschliessen,  so  haben  die  beiden  Normaldrücke  gleiche  Grösse; 

denn     ihre      Mittel- 
Fig.  238.  kraft  JB,  welche  dem 

ijl  Gewichte     des    Kör- 

pers gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist,  hal- 
birt  in  diesem  Falle 
den  von  ihnen  einge- 
schlossenen Winkel. 
Es  ergeben  sich  hier- 
nach aus  Fig.  237 
und  Fig.  238  die 
Gleichungen : 

218)  Q  =  2iVsin8    oder    N  =  \  ?  .  . 

2  SM  $ 

219)  K=2fN=-Jt-.Q. 

'  J  sin  8 

Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  den  in  Fig.  239  und 
Fig.  240  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  beiden  Unterstützungs- 
ebenen nach  oben  hin  convergiren;  es  macht  also  hinsichtlich  der 
Grösse  des  zu  überwindenden  Reibungswiderstandes  keinen  Unter- 
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:  ob  die  Keilnuth  in  der  festen  Unterlage  oder  in  dem  be- 
llen Körper  sich  befindet. 

Wenn  mehrere  sol- 
cher gleichschenke- 
liger  Keilnuthen  mit 
gleichen  Convergenz- 
winkeln  horizontal 
und  parallel  neben 
einander  liegen,  und 
in  jeder  derselben 
ein  Körper  gleitet 
(Fig.  241),  so  ist  für 
jeden  einzelnen  die- 
ser Körper  die  zum 
-winden  des  Reibungswiderstandes  erforderliche  Zugkraft 
jrleichung  219)  zu  bestimmen,  ist  also  gleich  dem  Gewichte 

des   Körpers   multiplicirt    mit 

/ 


Fig.  241. 


dem  Quotienten 


sin  S 


.  Folg- 


lieh  ist  auch,  wenn  alle  diese 
Körper  zu  einem  festen  Ganzen 
vereinigt  werden,  die  zur  gleich- 
gen  Bewegung  des  Ganzen  erforderliche  Zugkraft  gleich 
Producte  aus  der  ganzen  Gewichts-Summe  in  den  Quotienten 

—   vorausgesetzt,    dass    für    alle    Berührungsstellen   der 

ingscoefficient  eine  und  dieselbe  Grösse  hat.    Die  Gleichung 
kann  daher  auch  für  den  Fall  als  gültig  angesehen  werden, 
die  Gleitbahn  mehrere  neben  einander  liegende  Keilnuthen 
lt. 

Me  Bewegung  auf  horizontaler  Ebene  kann  als  ein  specieller 
der  Bewegung  in  Keilnuthen  aufgefasst  werden:  als  der- 
\  Fall  nämlich,  bei  welchem  der  Convergenzwinkel  der  Seiten- 
n  180°  beträgt.  Denn  wenn  man  o  ~  90°  setzt  in  Gleichung 
so  erhält  man  wiederum  die  für  jenen  Fall  früher  ge- 
ne  Gleichung  K=fQ.  Der  Einfluss  der  Keilnuthen  -  Form 
also  aufgefasst  werden  wie  eine  Vergrösserung  des  Reibungs- 

dienten  in  dem  Verhältnisse  von  f  zu  — ~r ,  und  der  Quo- 


17* 
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220) 


sin  o         Jx 


kann  der  „Reibungscoefficient  für  die  Bewegung  in  Keilnuthen" 
genannt  werden. 

Wenn  z.  B.  2  5  =  <>0°  also  sin  o  =  \  ist,  so  wird  /,  =  2/.  Bei  einem 
Convergenzwinkel  von  60°  hat  also  die  Keilnuthon  -  Form  denselben  Einfluss, 
wie  bei  einer  ebenen  Bahn  eine  solche  Vergrößerung  der  Rauhigkeit  der 
Oberflächen,  bei  welcher  der  Reibungscoefficient  gerade  die  doppelte  Grösse 
erreichte. 

Statt  des  Reibungswinkels  ©  würde  einer  Keilnuthen  -  Bahn 
der  grössere  aus  der  —  Gleichung: 

221)    /,  =  tg  * 

zu  bestimmende  —  Neigungswinkel  ty  gegeben  werden  müssen,  wenn 
die  Bewegung  des  unter  Einwirkung  der  Schwere  und  der 
Reibung  hinabgleitenden  Körpers  eine  gleichförmige  Bewegung 
sein  soll  (Fig.  242).   Dieser  Winkel  ty  würde  der  früher  gewählten 

Bezeichnungsweise  ent- 
Fig.  242.  sprechend     der    „Rei- 

bungswinkel für  Keil- 
nuthen-Bewegung*  ge- 
nannt werden  können. 
Sämmtliche  Gleichun- 
gen des  vorigen  Para- 
graphen gelten  auch 
für  die  Bewegung  längs  ' 
Keilnuthen,  sobald  dar- 
in /,  statt  /,  und 
«{/  statt  <p  substituirt 
wird. 
Beispielsweise  ergeben  sich  für  den  in  Fig.  243  und  Fig.  244 
dargestellten  Fall  die  Gleichungen: 


V>  feQcosif, 


&$■■ 


und 


JSTcosß  ==  Qsina  +  2/tf 
R  =  2  N  sin  8  =  Ä'  sin  ß  -f-  Q  cos  a 


oder,   wenn   der   aus   letzterer  Gleichung  für  N  sich  ergebende 
Werth  in  der  ersteren  substituirt  wird: 
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f 

Kcos  8  =  Q  sin  a  +    /  »  (K  sin  8  4-  Q  cos  a). 
r  —  sin  o  v  '     '  ' 

f 
Diese  Gleichung  nimmt  für  K  aufgelöst,  wenn  —.—--  mit  /, 


bezeichnet  wird,  die  Form  an: 

222)    K=Q  (™±±f*  C08  tt  ) 

}  ^lcosß+/-,  sinßj' 


sin  o 


Fig.  243. 


Fig.  244. 


SjfH    Qstr- 


« 


0*  *gC0Ä0 


vQcosa. 


stimmt  also  mit  der  früher  gefundenen  Gleichung  212)  genau 
überein,  sobald  darin  /,  statt  /  substituirt  wird,  und  kann  ebenso 
wie  jene  auch  auf  die  [der  Gleichung  213)  elitsprechende]  Form: 

223)    K  =  Q8in/Q(ai±?) 

7  COS  (ß  +  <J#) 

gebracht  werden,  wenn  der  Beibungscoefficient  durch  den  Reibungs- 
winkel ausgedrückt  wird. 


§.  61. 

Gleichgewicht  eines  von  zwei  festen  Ebenen  unter- 
stützten Körpers. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  der  Körper  jede  der  beiden 
Uiiterstützungsebenen  nur  in  einem  Punkte  berührt,  und  dass 
die  Vertical- Ebene,  in  welcher  diese  beiden  Berührungspunkte 
liegen,  rechtwinkelig  zu  der  (horizontalen)  Durchschnittslinie  der 
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beiden  Ebenen  steht.  Auch  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Reibungs- 
coefficient  für  beide  Beriihrungsstellen  dieselbe  Grösse  hat. 

Auf  den  Körper  wirken  drei  Kräfte:  nämlich  das  eigene 
Gewicht  desselben,  und  die  von  den  beiden  Unterstützungs- 
punkten geleisteten  Gegendrücke.  Jeder  von  den  beiden  letzteren 
ist  anzusehen  als  die  Mittelkraft  aus  dem  normalen  Gegendrucke 
der  Unterstützungs-  Ebene  und  dem  längs  der  Ebene  wirkenden 
Reibungswiderstande ,  kann  also  (nach  §.  58)  mit  der  Richtung 
der  Normalen  niemals  einen  grösseren  Winkel  einschliessen  als 
den  Reibungswinkel.  Abgesehen  von  dieser  Einschränkung  be- 
findet sich  der  Körper  genau  in  derselben  Situation,  wie  ein  von 
zwei  festen  Punkten  unterstützter  Körper,  und  gelten  daher  für 
den  Gleichgewichtszustand  dieselben  Bedingungen,  welche  im 
§.  48  für  diesen  Fall  gefunden  wurden. 

Nach  dem  „Satze  von  r  den  drei  Kräften44  müssen  die  Rich- 
tungslinien jener  drei  Kräfte  stets  in  einem  und  demselben 
Tunkte  einander  schneiden,  wenn  der  Körper  sich  im  Gleichge- 
wichtszustande befinden  soll.  Wenn  der  Punkt  Z>,  in  welchem 
die  in  den  Berührungspunkten  A  und  B  errichteten  Normalen 
der  Unterstützungsebenen  einander  schneiden,  in  der  Verticalen 
des  Schwerpunktes  liegt,  so  ist  der  Gleichgewichtszustand  des 
Körpers  vollkommen  unabhängig  von  der  Grösse  des  Reibungs- 
coefficienten  (Fig.  245).     In  diesem  Falle  würde  der  Körper  sich 

im    Gleichgewichts  -  Zustande    befinden, 
auch  wenn  die  beiden  Ebenen  absolut 
glatt  wären.     Die  beiden  normalen  Ge- 
gendrücke N  und  Nt  reichen  in  diesem 
Falle  allein  schon  aus,  um  das  Gewkifc 
Q  aufzuheben,  und  können  auf  die  ^*" 
kannte  Weise  durch  die  in  Fig.  245  ^ 
gedeutete  Construction  des  Kräfte-  ~9* 
rallelogramms  gefunden  werden. 

Wenn  dagegen  jener  Durchschni 
punkt  D  seitwärts  von  der  Verti 
des  Schwerpunktes   liegt,   so   wird 
Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichtszustandes  die  Mitwirkung 
Reibungs  widerstände  in  Anspruch  genommen  (Fig.  246).    Um 
nächst  die  Frage  zu  entscheiden:  nach  welcher  von  beiden 
tungen  der  Reibungswiderstand  an  einer  der  Berührungssi 
wirkt,   kann   man  den  Körper  als  an  jenem  Durchschnittsp 


Fig.  245. 


\ 


.1 


ici 
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längt  ansehen  und  aus  der  Richtung  der  Drehbewegung, 

q  diesem  Falle  die   Kraft  Q  hervorbringen  würde,   die 

Richtungen   bestimmen, 
Fig.  246,  in    welchen    ohne    das 

Vorhandensein  der  Rei- 
bungswiderstände die 
Berührungsstellen  A  und 
W  B  längs  der  Unter- 
er stützungs- Ebenen  glei- 
ten würden.  Diesen 
Gleit  -  Bewegungen  ent- 
gegen wirken  die  Rei- 
bungswiderstände. 

In  Fig.  246  geht  die 
Richtungslinie  des  Ge- 
wichts Q  rechts  an  dem 
Durchschnittspunkte  D 
vorbei,  die  Kraft  Q 
würde  also  dem  Körper 
eine  Drehung  von  links 
nach  rechts  herum  um 
den  Punkt  D  als  Dreh- 

theilen,    und  bei   dieser  Drehung  würde  der  Punkt  A 
und   der  Punkt  B  abwärts  gleiten.    Folglich  wirkt  in 

"alle   der  Reibungswiderstand  bei  A  abwärts  und  bei  B 

Grösse,  welche  der  Reibungscoefficient  mindestens  haben 
nn  der  Körper  in  dieser  Stellung  durch  Mitwirkung  der 
widerstände  im  Gleichgewicht  gehalten,  werden  soll, 
m,  indem  man  über  CD  als  Durchmesser  eine  Kreislinie 
t.  Der  Punkt  O,  in  welchem  die  Verticale  des  Schwer- 
von  dieser  Kreislinie  geschnitten  wird,  ist  derjenige 
n  welchem  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte,  nämlich 
ichtes  Q  und  der  beiden  totalen  Gegendrücke  W  und 
uder  schneiden.  Die  beiden  (als  Peripherie- Winkel  über 
en  D  O  einander  gleichen)  Winkel  <p ,  um  welche  die 
egendrücke  von  den  betreffenden  Normalen  abweichen, 
Reibungswinkel,  und  es  ist  daher  der  gesuchte  Reibungs- 
t:  f  =  tg  <p.  Wenn  der  wirkliche  Reibungscoefficient 
äre  als  tg  cp ,   so  würde   ein  Gleiten  des  Körpers  ein- 
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treten.  Wenn  derselbe  gerade  gleich  tgy  ist,  so  befindet  sieb 
der  Körper  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes.  Für 
letzteren  Fall  können  die  Kräfte  W  und  Wx  entweder  durch  die 
in  Fig.  246  angedeutete  Parallelogramm -Constniction  oder  nach 
der  hieraus  sich  ergebenden  Proportion: 

W:  WX:Q  =  sin  (ot,  —  <p)  :  sin  (a  -f-  <p)  :  sin  (a  -f-  ai) 

bestimmt  werden,  aus  welcher  man  die  Gleichungen  erhält: 

224)     y-qiJP  («'_r»>       225)    W^Q^f  +  % 

worauf  dann  auch  die  normalen  Gegendrücke  N  und  Nt  ent- 
weder durch  Zerlegung  jener  totalen  Gegendrücke,  oder  auch  aus 
den  Gleichungen  N  =  W  cos  <p  und  Nx  =  Wx  cos  <p  sich,  be- 
stimmen lassen. 


oberen     Durchschnittspunktes    Ü    kann    auch    der    untere 

Durchschnittspunkt     Ot 


Statt    des 


der  Schwerpunks  - 
calen  mit  der  Kreislinie 
zur  Constniction  des  ge- 
suchten Reibungswinkeb 
benutzt  werden  (Fig.  247). 
Es  ist  nämlich  Ox  der- 
jenige Punkt,  in  welchem 
die  Mittelkraft  B  der  bei- 
den Normaldrücke  AT,  Nu 
und  die  Mittelkraft  fR 
der  beiden  Reibungswi- 
derstande/  NundfNi  mit 
der  Kraft  Q  zusammen- 
treffen. Der  Winkel  9, 
den  die  Kraft  R  mit  der 
Verticalen  (oder  den  die 
Kraft  fR  mit  der  Ho- 
rizontalen) einschliesst, 
mus8  der  gesuchte  Rei- 
bungswinkel sein ,  weil 
die  in  dem  Punkte  Of 
angreifenden  Horizontal- 
kräfte einander  aufheben  müssen,  also  R  sin  9  =  fR  cos  y  oder  tg  <p  =/ 
sein  muss. 

Wenn  der  wirkliche  Reibungscoefficient  grösser  wäre  als  zur 
Aufrechthaltung  des  Gleichgewichtszustandes  erforderlich  ist,  so 
würde  an  den  Berührungsstellen  statt  der  ganzen  Widerstands- 
fähigkeit der  Reibung  nur  so  viel  davon  in  Anspruch  genommen 
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wirkliche  Thätigkeit  versetzt,  als  zum  Gleichgewichte  er- 
ch  ißt.  Die  Kräfte  W  und  Wx  wirken  daher  iu  diesem 
erade  so,  wie  wenn  der  wirkliche  Reibungscoefficient  nur 
n  oben  gefundenen  Winkel  <p  als  Reibungswinkel  ent- 
nde  Grösse  hätte.  Die  Gleichungen  224)  und  225)  sind 
ich  in  diesem  Falle  zur  Bestimmung  jener  Kräfte  zu  be- 

ire  die  in  Fig.  246  gelöste  Aufgabe  in  der  umgekelirten 
gestellt  gewesen:  „gegeben  ist  der  Reibuugscoefficient 
;  ^p) ,  gesucht  wird  die  Verticale ,  in  welcher  der  Schwer- 
iegen  muss,  wenn  der  Körper  gerade  an  der  Grenze  des 
iewichtszustandes  sich  befinden  soll";  so  würde  man  durch 
en  der  gegebenen  Reibungswinkel  cp  an  die  Normalen  den 

0  der  gesuchten  Verticaten  gefunden  haben.  Doch  würde 
diese  Aufgabe  noch  eine  zweite  Lösung  geben.   Wenn  man 

1  ein  anderes  Mal  an  jeder  Berührungsstelle  den  Winkel  <p 
entgegengesetzten  Seite  der  Normalen  abträgt,  so  bildet 

f  solche  Weise  erhaltene  (links  von  dem  Punkte  D  in  der 
nie  liegende)  Durchschnittspunkt  ebenfalls  einen  Punkt, 
Verticale  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt. 

Da   die   Form  des 
Fig.  248.  Körpers     nur     in    so 

fern  einen  Einiluss  auf 
den  Gleichgewichtszu- 
stand hat,  als  die  Lage 
der  Berührungspunkte 
und  die  Lage  der 
Schwerpunkts- Vertica- 
len  durch  sie  bedingt 
wird ,  so  kann  bei 
allen  derartigen  Auf- 
gaben —  wie  in  der 
Folge  geschehen  soll  — 
der  Körper  wie  eine 
geradlinige  gewicht- 
lose  Stange  behandelt 
werden ,  welche  mit 
der  Verbindungslinie 
iden  Berührungspunkte  ihrer  Lage  und  Richtung  nach  zu- 
afallt,  und  welche  belastet  ist  mit  einem  Gewichte,  dessen 


-^N 
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Aufhängepunkt  der  Durchschnittspunkt  jener  Linie  mit  der  Ver-*-^ 
ticalen  des  Schwerpunktes  bildet. 

Für  das  Yerhältniss,  in  welchem  die  beiden  durch  den  Be- 
lastungspunkt  E  gebildeten  Abschnitte  AE  und  BE  zu  einander 
stehen  müssen,  und  für  den  Neigungswinkel  e,  welchen  die  Stange 
mit  der  Horizontalen  einschliessen  muss,  wenn  dieselbe  an  der 
Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden  soll,  ergeben 
sich  aus  den  beiden  Dreiecken  AEO  und  B EO  in  Fig.  248  die 
Gleichungen : 

O  E  sin  (q  —  ©  —  s)  ,     ,  .  '     . 

-r-fjf  —  ±— — i — r-^-  =  tg  (a  —  <p)  cos  e  —  sm  e 

A  E  cos  (a  —  <p)  T 


OK 


sin  («t  +  P  +  s)         '       ,       ,      x  .      . 

—  v  *    •_  x^i    .L.  —  tg  (otj  -f-  <p)  cos  e  -f"  sm  e- 


BE  cos  («j  -+-  ?) 

Wenn  man  die  letztere  durch  die  erstere  dividirt,  so  erhalt 
man  die  Gleichung: 

A  E  tg  (aj  -f"  ?)  cos  e  +  sin  e 

BE  tg  (a  —  (f)  cos  e  —  sin  e 

oder,   wenn  das  Verhältniss  -g-vr  mit  n  bezeichnet,  und  auf  der 
rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  durch  cos  e  dividirt  wird : 

226)    n  =  ^-^HlMi. 

tg  (a  —  <p)  —  tg  e 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Grösse  n  oder  die  Lage 
des  Belastungspunktes  E  bestimmen,  wenn  der  Neigungswinkel  e 
gegeben  ist;  und  wenn  man  dieselbe  für  tg  e  auflöst,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

9*7i     Ut  .   —  n  tg  (q  —  ?)  —  tg  (q,  +  <p) 
221)     tgs  _  j-j-^  , 

aus  welcher  der  Neigungswinkel  s  gefunden  werden  kann,  so  bald 
das  Verhältniss  n  gegeben  ist. 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  a  =  90°  und  ot  =  0  setzt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

o<ka    tir  £  _  »  cotRjp  ^tg  <p  _  JLz_/\_ 
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***  welcher  man  z.  B.  den  Winkel  bestimmen  kann,  den  eine  auf  horizon- 
**^r  Bodenfläche  stehende  gegen  eine  verticale  Wand  gelehnte  Leiter  minde- 
tta&B  mit  der  Horizontalen  ein  seh  liesseil  muss,  wenn  dieselbe  nicht  ausgleiten 
soll    Liegt  der  Schwerpunkt  der  Leiter  in  der  Mitte,  so  wird  n  =  1,  also: 


229)    tg  e 


"2/ 


Wenn  also  z.  B.  /  =  0,4  wäre,  so  würde: 

1  -  0,16 


tge  = 


0,8 


1,05    und     e  =  46,5°. 


Die  Leiter  würde  also  bei  einem  Neigungswinkel  von  46,5  Grad  gegen 
die  Horizontale  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes,  sich  befinden. 

t 

Der  aus  Gleichung  226)  sich  ergebende  Werth  von  n  be- 
zeichnet in  Bezug  auf  Fig.  248  die  Grenze,  bis  zu  welcher  der 
Belastungspunkt  nach  rechts  verschoben  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  der  Stange  eintritt.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
a  -|-  ¥  s^tt  a  —  ¥?  und  ai  —  ?  statt  a,  -}"  ?5  80  erhält  man: 


230)    nx  =  ^iSZJt)  +/g g   =   < 


AE. 


tg  («  +  ?)  —  ige      .     BEX 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  den  Durchschnittspunkt  Ot 
(Fig.  249),   welchen  man  erhält,  wenn  man  an  jeder  Berührungs- 

stelle  den  Reibungswinkel 
nach  der  anderen  (der  vori- 
gen entgegengesetzten)  Seite 
hin  abträgt.  Sie  bestimmt 
die  Grenze,  bis  zu  welcher 
der  Belastungspunkt  nach 
links  verschoben  werden 
kann,  ohne  dass  ein  Gleiten 
der  Stange  eintritt. 

Es  bildet  nämlich  der 
zwischen  den  Richtungen 
A  0  und  A  Ot  liegende  Theil 
der  Bildfläche  den  geome- 
trischen Ort  aller  derjenigen 
Richtungen,  welche  die  Kraft 
^möglicherweise  annehmen 
kann;  ebenso  der  zwischen 
den  Richtungen  B  O  und  B  O,  liegende  Theil  den  geometrischen 
Ort  aller  derjenigen  Richtungen,  welche  die  Kraft   Wx  annehmen 
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katin.  Der  (in  Fig.  249  schraffirte)  beiden  Winkelflächen  gemein- 
schaftlich angehörende  Flächentheil  O  Ox  bildet  daher  das  Gebiet, 
auf  welchem  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Kraftrichtungen  Q, 
W  und  Wx  unter  allen  Umständen  zu  suchen  ist.  Von  der 
Kreislinie  CADB  können  also  nur  diejenigen  Punkte,  welche  in 
diesem  Flächentheile  liegen,  Durchschnittspunkte  jener  drei  Kraft- 
richtungen werden.  Wenn  man  also  durch  die  Endpunkte  O  und 
Ox  des  in  jenen  Flächentheil  fallenden  Bogens  OOx  Verticalen 
legt,  so  erhält  man  die  Grenzpunkte  E  und  A\,  bis  zu  welchen 
der  Bclastungspunkt  nach  der  einen  und  nach  der  anderen  Seite 
hin  längs  der  Stange  verschoben  werden  kann,  ohne  dass  ein 
Gleiten  derselben  eintritt. 

Führt  man  in  Bezug  auf  Fig.  248  statt  der  oben  gewählten 
die  neue  Bezeichnungsweise  ein: 

AE  BE         i  .  m 

W,  -Trf   =    1 — m>      al80     n   == 


AB  '        AB   ~  '  \—m 

und  substituirt  man  den  letzteren  Werth  in  Gleichung  226),   so 
nimmt  dieselbe  für  m  aufgelöst  die  Form  an: 

,oi  v     m  __  tg  (at  +  ?)  +  tg  e 

M1)         ~  lg(«.  +  T)  +  tg(«-9)   ' 
und   wenn  man  mit  Gleichung  230)  in  analoger  Weise  verfährt, 

also  nx  =  -t ^—  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

_       tg  («i  —  y)  +  tgg 


■m 

l 

1 

— 

mx 

23 

«) 

m, 

tg  («.  —  ?)  +  tg  («  +  ?) 
Wenn  a  —  <p  =  e  ist,  so  wird  m=l,  und  wenn  zugleich 
aj  —  9  =  — e  ist,  so  wird  w,  =  0,  Wenn  diese  beiden  Be- 
dingungen erfüllt  sind,  so  fallen  die  Grenzpunkte  E  und  Et  resp. 
mit  den  Endpunkten  B  und  A  der  Stange  zusammen.  In  diesem 
speciellen  Falle  kann  also  jeder  beliebige  Punkt  der  Stange  als 
Belastungspunkt  gewählt  werden,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt. 
Ebenso  auch  in  dem  anderen  speciellen  Falle,  wenn  ax  -f— <p  =  90° 
und  gleichzeitig  a  -|-  <p  =  90n   ist. 

Wenn  man  dagegen  in  den  obigen  beiden  Gleichungen  <p=0 
setzt,  so  erhält  man: 

233)     m  -    tg  *'  ~*~  tg  e     -  m 
2Ö6)     m-    tgÄi+tga    -   «i 

d.  h.  wenn  die  beiden  Unterstützungs-Ebenen  absolut  glatt  wären, 
so  würden   die   beiden   Grenzpunkte  E  und  Ex   zusammenfallen; 
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in  diesem  Falle  für  den  Belastungspunkt  nur  eine  einzige 
ilehe  den  Gleichgewichtsbedingungen  entspricht,  nämlich 
iezug  auf  Fig.  245  nachgewiesen)  diejenige,  welche  mit 
tkte  D  in  einer  und  derselben  Yerticalen  liegt:  Diese 
gt  ausserhalb  der  Schenkel  des  Convergenzwinkels  der 
benen,  sobald  s  >  a  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  der 
baftliche  Werth  von  m  und  w,  grösser  als  Eins, 
et  man  sich  die  Stange  über  den  Endpunkt  B  hinaus 
t  —  etwa  durch  eine  in  der  Wand  befindliche  Spalte  " 
,  oder  auch  ringförmig  an  der  Unterstützungsstelle  er- 
ind  jenseits  dieser  ringförmigen  Erweiterung  wiederum 
5  sich  fortsetzend  —  in  der  Weise  jedoch,  dass  die 
dabei  nicht  aufhört,  die  Berührungs-  und  Unterstützungs- 
bilden,  so  können  auch  die  jenseits  dieser  Stelle  liegen- 
kte  der  Stangen-Richtung  als  Belastungspunkte  in  Frage 


^fe^ 


der  in  Fig.  250  dargestellten  Lage  würde  der  oberhalb 

ctes   D  in  der  Verlängerung  der  Stange  liegende  Punkt 

F  diejenige  Stelle 
Fig.  2o0.  gejn^  an  welc]]er 

das  Gewicht  auf- 
gehängt werden 
müsste,  wenn  die 
Unterstützungs- 
flächen absolut 
glatt  wären.  Hin- 
ge das  Gewicht 
links  von  dieser 
Stelle,  so  würde 
eine  von  rechts 
nach  links  gerich- 
tete Drehung  der 
Stange  um  den 
Punkt  D  herum 
eintreten.  Bei 
dieser  Drehung 
würden  beide  Be- 
rührungsstellen 
gleiten.  Wenn  also  Reibung  vorhanden  ist,  so  wirken 
i  Falle  beide  Reibungswiderstände  längs  der  Berührungs- 


/ 
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flächen  aufwärts.  Die  Grenze  Ex,  bis  zu  welcher  die  Belastungs- 
stelle nach  links  verschoben  werden  kann,  ohne  dass  ein  Gleiten 
eintritt,  findet  man  —  wie  eine  Vergleichung  der  beiden  Figuren 
250  und  249  zeigt  —  aus  Gleichung  232),  indem  man  darin 
ot,  -|"  ?  statt  a,  —  <p  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

234)    m%  =  *<«'+»>  +  *'     ,    . 

1  tg  (at  +  <p)  -f  tg  (  a  -f  <p) 

Wenn  dagegen  die  Verticale  des  Gewichts  Q  rechts  an  dem 
Punkte  D  vorbei  geht,  so  würde  dasselbe  eine  von  links  nach 
rechts  herum  gerichtete  Drehung  der  Stange  um  den  Punkt  D" 
hervorbringen.  Bei  dieser  Drehung  würden  beide  Berührungs- 
stellen aufwärts  gleiten.  Folglich  wirken  in  diesem  letzteren 
Falle  beide  Beibungswiderstände  längs  der  Berührungsflächen  ab- 
wärts. Die  Grenze  2?,  bis  zu  welcher  die  Belastungsstelle  nach 
rechts  verschoben  werden  kann,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt, 
findet  man  aus  Gleichung  231),  indem  man  darin  ot,  —  <p  statt 
a\  ~f"  ?  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

235)  *  =    *i**-#+** 

tg  (ax  —  <p)  -f  tg  (a  -  <p) 

Die  Eckpunkte  Ot  und  0  des  in  Fig.  250  schraffirten  Vier- 
ecks OOx  bilden  die  änssersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  der 
Durchschnittspttnkt  der  drei  Kraftrichtungen  von  dem  Punkte  D 
aus  nach  jeder  Seite  hin  sich  entfernen  kann.  Jede  vertical  über 
irgend  einem  Punkte  dieses  Vierecks  liegende  Stelle  der  Stange 
genügt  als  Belastungspunkt  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts. 
Wenn  a  +  <p  =  £  ist,  so  fallen  die  Punkte  Ox  und  Et  mit  dem 
Unterstützungspunkte  B  zusammen.  Die  Gültigkeit  der  Gleichung 
234)  erstreckt  sich  auf  alle  Fälle,  in  denen  a  -f-  <p  <1  e  ist.  (Bei 
grösseren  Werthen  des  Winkels  a  -j-  ?  ist  diese  Gleichung  —  wie 
später  gezeigt"  werden  wird  —  nur  bedingungsweise  gültig).  Der 
Punkt  O  rückt  in  unendliche  Ferne,  wenn  ot,  —  <p  =  — (a  —  <p) 

oder  — 1-^~- —  =  <p  wird.    In  diesem  Falle  verschwindet  die  Grenze 

E,  und  genügt  jede  rechts  von  dem  Punkte  F  liegende  Stelle  der 
Stange  als  Belastungspunkt  den  Gleichgewichtsbedingungen.  Eben- 
so auch  dann,  wenn  — *-^l —  <  <p  ist.  Die  Gültigkeit  der 
Gleichung  235)  beschränkt  sich  daher  auf  diejenigen  Falle,  in 
denen  — i-~ —  2>  <p  ist. 
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Wenn  z.  B.  die  Unterstützungsebenen  verticale  Lage  haben, 
also  a,  =  a  =  0  ist,  und  wenn  zugleich  9  <e  ist  (Fig.  251),  so 
sind  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  234)  er- 
füllt, und  es  ergiebt  sich  für  w,  der  Werth: 


236) 


m 


_  tg<p-Hge    _    ifi     1    Jg«^ 

«  -     2tg?      -  H1"1"    /  ) 


Die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  235)  sind 

0t  ^^^^B  0t 

dagegen    nicht  erfüllt  (weil      1  ^        =  0,  also  kleiner  als  <p  ist). 

Es  giebt  daher  in  diesem  Falle  nur  eine  Grenze  für  den  Be- 
lastungspunkt, nämlich  die  Stelle  Kv  Diese  Stelle  bildet  dem- 
nach die  Grenze,  bis  zu  welcher  von  aussen  her  der  Belastungs- 
punkt dem  Unterstützungspunkt  B  genähert  werden  kann,  ohne 
dass  ein  Gleiten  eintritt.     Alle   weiter  entfernt  liegenden  Stellen 

genügen  ebenfalls  den  Gleichgewichtshedingungen.    Wenn  Ex  der 

Belastungspunkt  ist,  so  wird: 

237)     W  =  Wt  =        Q 


2  sin  <p 


Q 


238)    N=N.  =  Wco^9  =  -^— 


Q 
2/  ' 


Die  drei  in  dem  Punkte  Ox  einander  im  Gleichgewicht 
haltenden  Kräfte  Q,  W  und  Wx  werden  auch  dann  einander  auf- 
heben, wenn  ihre  Richtungen  in  die  entgegengesetzten  verwandelt 
werden.  Wenn  nach  Umkehrung  der  drei  Kraftrichtungen  als- 
dann die  ganze  Figur  umgekehrt  wirtl,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
Torigen  der  in  Fig.  252  dargestellte  Fall,  in  welchem  die  Gegen- 


Fig.  251. 


Fig.  2o2. 


W 


f*A 


drücke  W  und  TP,  der  beiden  festen  Wände  —  nach  aussen  hin 
statt  nach  innen  —  gegen  die  Stange  wirken.     Die  Gleichungen 
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236),  237),   238)  gelten  daher  auch  für  die  in  Fig.  252  darge- 
stellte Gleichgewichtslage  der  Stange. 

Auf  ähnlich«   Weis«   lassen   sich   aus   Fig.  249   und    Fig.  250 
resp.  die  Figuren  253  und  254  ableiten,  in  welcher  letzteren  die- 

Fig.  254.  Fig.  263. 


jenige  BelastungsweiBe  dargestellt  ist,  bei  welcher  beide  Reibungs- 
widerstände  längs  der  Berührungsflächen  abwärts  wirken. 

Der  aus  Gleichung  235)  Tür  m  sich  ergebende  Werth  hat 
zwar  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  250  dargestellten  Fall  eine  na- 
mittelbare    Gültigkeit   nur   so   lange,   als    der  Nenner    auf  der 

rechten  Seite  positiv  ist,  d.  h.  so  lange      '  ~T —  >  <?  ist.  Jedoch 

lässt   auch    der    negative   Werth,    welchen   m   annimmt ,    wenn 

—-X—  <  <p  ist ,  eine  gewisse  Deutung  zu.     Diesem  negativen 

AE 

Werthe   des  Verhältnisses  -j-&  entspricht  nämlich  eine  Lage  des 

Punktes  F,  an  der  entgegengesetzten  Seite  in  der  Verlängerung 
der  Richtung  B  A  über  den  Punkt  A  hinaus  links  abwärts.  Wenn 
man  an  dieser  Stelle  eine  Kraft  —  Q  statt  -f~  Q,  d.  h.  eine  ver- 
tu'nl  aufwärts  gerichtete  Kraft  statt  einer  vertical  abwärts 
wirkenden  anbrächte,  so  würde  die  Stange  ebenfalls  an  der  Grenze 
des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden.  Denkt  man  sich  als- 
dann die  ganze  Figur  umgekehrt,  so  dass  die  nunmehr  vertical 
abwärts  gerichtete  Kraft  Q  wiederum  durch  ein  Gewicht  darge- 
stellt werden  kann ,  so  erlüilt  man  die  in  Fig.  255  dargestellte 
Gleichgewichtslage,  bei  welcher  die  Unterstützungs- Ebenen  nach 
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hin  convergiren,  statt  nach  unten  hin.     In  analoger  Weise 
sich  aus  Fig.  254  der  in  Fig.  256  dargestellte  Fall  ableiten. 


Fig.  266. 


Fig.  266. 


htss  die  Formen  der  Oberflächen  —  sowohl  des  unterstüzten 
m  als  <\er  unterstützenden  Wände  —  nur  in  sofern  einen  Ein- 
auf den  Gleichgewichtszustand  haben,  als  die  Lage  der  Ver- 
ngslinie  A  B  und  die  Richtungen  der  an  den  Berührungs- 
ii  errichteten  Normalen  der  Berührungsebenen  durch  sie 
gt  werden ,  ist  beispielsweise  durch  den  in  Fig.  257  darge- 
stellten Fall  veranschaulicht, 
Fig.  267.  bej  welchem  die  Bedingungen 

des  Gleichgewichts  genau  auf 
dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  251 
bestimmt  werden  können. 

Die  in  diesem  Paragraphen 
erklärte  Methode  kann  selbst- 
verständlich auch  dann  ange- 
wendet werden,  wenn  statt 
des  Gewichtes  Q  irgend  eine 
andere  Kraft  K  es  ist,  welche 
ein  Gleiten  des  Körpers  her- 
bringen strebt;  auch  dann,  wenn  diese  Kraft  K  wiederum 
ie  Mittelkraft  von  beliebigen  anderen  auf  den  Körper  wir- 
m  Kräften  sich  darstellt.  Für  solche  Fälle  ist  es  nur  nöthig, 
der  verticalen  Richtung  überall  die  Richtung  der  Kraft  K 
fähren,  worauf  dann  die  Bedingungen  der  Gleichgewichtslage 
i  wie  bei  den  vorigen  Beispielen  —  entweder  durch  Con- 
ion  oder  durch  Rechnung  —  gefunden  werden  können. 


er,  Mechanik. 
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Die  zum  gleiehfdrmigen  Heben  eines  Pochstempels  vom  Ge 
forderliche  Hubkraft  K  muss  so  beschaffen  sein,  dats  die  Mitfc 
beiden  Kräfte  K  und  G  genau  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht 
während  der  Bewegung  die  von  den  Unterstützungsstellen  A 
gehenden  Gegendrücke  W,  W  einander  schneiden.  Hiernach  er| 
die  Grösse  der  Kraft  K  aus  Fig.  258  die  Gleichung: 


0  =  G  .  EC.coBt  —  K .  EF .  cos e    oder 


239)    K=  G  . 


Fig.  258. 


EC 
EF' 


Wenn  die  Hubkraft 
wäre  als  K,  so  würde  jei 
links  an  dem  Punkte  O 
und  die  Bewegung  ein« 
sein.  Wenn  dagegen  die 
was  grösser  wäre  als  JT, 
Mittelkraft  rechts  an  de 
vorbeigehen  und  die  Bc 
beschleunigte  sein. 

Die  Lage  des  Paul 
nach  Gleichung  235)  besti 
Wenn  z.  B.  tge  =  2  und  1 
ist,  so  erhalt  man  aus  je» 

-0,4  +  8 
m -0,8 

(wobei  das  Minuszeichei 
dass  der  Punkt  E  in 
links  von  dem  Punkte 
ist  daher  in  diesem  Fa 

AE 


AB 

folglich 


=  2    und 

EC 
AC  = 

Wenn  also  z.  B.  die 
latte,  deren  Endpu 
punkt  der  K  bildet 

fachen  Dicke  des  Pochstempels  wäre,  so  würde  FC=3.A< 
folglich  nach  Gleichung  239)  K  =  \  G.    Wenn  dagegen  d 
latte  gleich  der  doppelten  Dicke  des  Pochstempels  wäre,  f 
lieh  gross  sein  müssen;  d.  h.  wenn  es  überhaupt  möglich  f 
Stempel  gleichförmig  aufwärts  zu  bewegen,  so  muss  die 
hebenden  Kraft  K  rechts  an  dem  Punkte  0  vorbeigehen. 
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§.  62. 

Bedingungen  des  Klemmens. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  bezogen  sich 
auf  solche  Palle,   in  denen  der  Reibungswinkel  <p  kleiner  ist  als 
jeder  von  den  beiden  Winkeln,   welche  die  Verbindungslinie  der 
Unterstützungspunkte  mit  den  in  letzteren  errichteten  Normalen  der 
Berührungsebenen  einschliesst.  Es  zeigte  sich,  dass  in  allen  diesen 
fallen  der  Gleichgewichtszustand  der  Stange  innerhalb  gewisser 
Grenzen  durch  die  Lage    des  Belastungspunktes  bedingt  wird, 
&u&  also  der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Stellen,  welche 
tla  Belastungspunkte    den    Gleichgewichtsbedingungen    genügen, 
immer  nur  einen  Theil  bildet  von  der  (nach  beiden  Seiten  hin 
Ins  ins  Unendliche    verlängert  gedachten)  Verbindungslinie  der 
Unterstützungspunkte.    Es  zeigte  sich  ferner,  dass  der  Gleichge- 
wichtszustand  der  Stange    vollkommen  unabhängig  ist  von   der 
Sitae  der  Belastung;  dass  derselbe  folglich  durch  eine  beliebige 
Vergrös8erung   der  Belastung   nicht   gestört   werden    kann.      Es 
zeigte  sich  endlich  drittens:   dass  die  von  den  Unterstützungs- 
pflichten auf  die  Stange  übertragenen  Druckkräfte  W  und  Wx  so- 
fort  Null  werden,  sobald  die  Belastung  Q  gleich  Null  wird,  in- 
sofern jene  beiden  Kräfte  für  sich  allein  wirkend  die  Stange  nur 
"*im  im  Gleichgewicht  halten  könnten,  wenn  jede  von  beiden  in 
<üfe  Richtung  der  Stange  hineinfiele,  was  aber  unter  der  obigen 
Voraussetzung  wegen  Kleinheit  des  Reibungswinkels  bei  keiner 
r<>n  beiden  möglich  ist. 

Wesentlich  verschieden  von  den  vorigen  sind  die  Bedingungen 
Gleichgewichts  in  dem  Falle,    wenn  der  Reibungswinkel  cp 
E^üwer  ist  als  die  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Stange  und 
Richtungen  der  Normalen,  wenn  also  in  Bezug  auf  jede  der  bei- 
n  Stützflächen  die  Stangen -Richtung  innerhalb  der  Reibungs- 
irnkel-Fläche  liegt     In  diesem  Falle  können  die  von  den  Stütz- 
flächen auf  die  Stange  übertragenen  Druckkräfte  auch  die  Richtung 
der  Stange  selbst  annehmen,  sie  können  folglich  die  Stange  im 
Gleichgewicht  halten,   auch  wenn   dieselbe   ganz   unbelastet  ist. 
Wenn  z.  B.  auf  die  in  Fig.  259  angedeutete  Art  die  unterstützen- 
den Körper  durch  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Kräfte  D  gegen 
die  Stange  gedrängt  werden,   so  entsteht  dadurch  in  der  Stange 
tuie  Druck -Spannung  von  gleicher  Grösse.     Die  Stange  ist  als- 
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dann  zwischen  den  beiden  Körpern  eingeklemmt,  d.  h.  sie  befinde    ^ 
sich   in  einem  Zustande,   bei  welchem   es  —  je  nach  der  Gros 

der  Kraft  D  —  eines 
Fig.  259. 


ringeren     oder     grosse 
Kraftaufwandes  bedarf, 
dieselbe  aus  ihrer  Lag&    i} 
dem    einen    oder  ander-^^ 
Sinne  zu  verschieben.    I>£« 
Widerstandsfähigkeit     g^o- 
gen  das  Gleiten  wächst  nxii 
Vergrösserung  der  Kräfte 
D  und  kann  bis  zu  jeden 
beliebigen  Grade  dadurol 
gesteigert  werden.     Es  ist  also  nur  erforderlich,  jene  Kräfte  hin- 
reichend zu  vergrössern,  um  zu  erreichen,  dass  bei  jeder  beliebiges!) 
Lage  des  Belastungspunktes  und  bei  jeder  beliebigen  Grösse  der 
Belastung  der   Gleichgewichtszustand   fortdauert.     Durch  Hinci»- 
fügung  der  Kräfte  D  zu  den  vorher  schon  stattfindenden  Kraft" 
Wirkungen  wird  allemal  bewirkt,   dass  die  totalen  bei  A  und   J* 
auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte   W  und   Wx  mehr  der  Rief*- 
tung  der  Stange  sich  anschliessen,  also  einer  Richtung  sich  näher**1» 
bei  welcher  die  grosseste  Abweichung  von  der  Normalen  klein  &* 
ist  als  der  Reibungswinkel. 

Auch  in  dem  Falle,  wenn  die  Unterstützungs -  Ebenen  na.c?h 
oben  hin  convergiren,  lässt  sich  auf  solche  Art  für  jede  beliebig* 
Lage  und  Grösse  der  Belastung  Q  der  Gleichgewichtszustand  her- 
stellen.    Durch  Verschiebung  des  Belastungspunktes  E  längs  cter 

,,.     0/vl  Stangenrichtung  un<* 

*  durch    gehörige  Ke- 

gulirung  jener  Span- 
nung des  Klemmens 
lässt  sich  erreichen, 
dass  jeder  beliebige 
Punkt  der  in  Fig.  260 
schraffirten  Fläche 
der  Durchschnitts- 
punkt wird  für  die 
Richtungslinien     der 


<?□ 


drei  einander  im  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  Q,   W  und  Wv 
Denn  das  Gleichgewicht  der  in  -dem  Punkte  E  mit  dem  Gewichte 
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)ten  Stange  würde  an  den  beiden  (festliegend  gedachten) 
kten  A  und  B  resp.  die  verticalen  Gegendrücke  erfordern  : 


K=  Q. 


EB 


und       Kx  =  Q  . 


AE 


AB        ~"       ~l  —  *"  AB' 

tan  sich  alsdann  auf  die  in  Fig.  259  angedeutete  Weise 
viel  Druck  D  hinzugefügt,  dass  weder  die  Mittelkraft  W 
m  Kräfte  K  und  1>,  noch  die  Mittelkraft  Wl  der  beiden 
T,  und  D  um  mehr  als  den  Reibungswinkel  von  der  be- 
n  Normalen  abweicht,  so  erkennt  man,  dass  die  von  den 
ben  auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte  dem  Gewicht 
leichgewicht  halten  können,  und  dass  der  Durchschnitts- 
der  drei  Kräfte  Q,  W  und  Wx  dem  Punkte  E  um  so 
:ckön  wird,  je  grösser  jene  hinzugefügte  Druckspannung 
Zugleich  erkeimt  man,  dass  der  Gleichgewichtszustand 
a  Falle  von  der  Grösse  des  Gewichts  Q  abhängt  Denn 
i  einer  Vergrösserung  des  Gewichts  Q  der  Gleichgewichts- 
Fortdauern  soll,  so  muss  D  ebenfalls  zunehmen.  Geschieht 
nicht,  so  wird  bei  allmäligem  Wachsen  des  Gewichts  Q 
ch  die  Stange  herabfallen. 

tn  bei  einer  von  den  beiden  Unterstützungsflächen  der 
(wischen  der  Normalen  und  der  Stangenrichtung  kleiner, 
inderen  dagegen  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel,  wie 

in    Fig.  261 ,    so   ist 
Fig.  261.  wiederum  bei  unbe- 

lastetem Zustande  der 
Stange  kein  Druck  an 
den  Unterstützungs- 
Jf  stellen  möglich.  Für 
die  belastete  sich 
selbst  überlassene 
Stange  würden  die 
Punkte  E  und  Ex  die 
Grenzen  bilden,  wel- 
che der  Belastungs- 
punkt nicht  über- 
schreiten darf,  wenn 
ein  Gleiten  nicht  ein- 
treten soll.  'Durch 
ie  Hinzufügung  der  Druckkräfte  D  lässt  sich  dagegen  er- 
daßs  der  Belastungspunkt  bis  zu  der  Stelle  E7  hinaus 
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verschoben  werden  darf,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt  Bei  ein 
Lage  des  Belastungspunktes  zwischen  den  Stellen  E  und  Et  tri 
jedoch  der  von  dem  vorigen  abweichende  Fall  ein,  dass  eben» 
wohl  die  einseitige  Vergrösserung  des  Drucks  Z>,  als  auch  d 
einseitige  Vergrösserung  der  Belastung  Q  für  sich  allein  eü 
Störung  des  Gleichgewichts  bewirken  würde,  insofern  erste] 
ein  Heraustreten  der  Mittelkraft  Wx,  letztere  ein  HeraustreU 
der  Mittelkraft  W  aus  der  betreffenden  Reibungswinkel -Fläcl 
zur  Folge  haben  würde.  Wenn  also  die  Last  in  dem  Gwa 
punkte  2?,  selbst  aufgehängt  ist,  so  giebt  es  für  jede  bestimm. 
Grösse  des  Drucks  D  nur  eine  bestimmte  Grösse  des  Gewich 
Q  —  ebenso  für  jede  gegebene  Grösse  des  Gewichts  Q  nur  eil 
bestimmte  Grösse  des  Drucks  Z>,  bei  welcher  der  Gleichgewicht 
zustand  überhaupt  möglich  ist. 

Nicht  nur  bei  den  zuletzt  untersuchten,  sondern  auch  b 
allen  Fällen  des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  also  auf  die : 
Fig.  259  angedeutete  Weise  durch  Vergrösserung  oder  V« 
kleinerung  der  Kräfte,  mit  welchen  die  unterstützenden  Körp« 
gegen  die  Stange  gedrängt  werden,  erreichen,  dass  jeder  In 
liebige  Punkt  des  den  beiden  Reibungswinkel -Flächen  gesteh 
schaftlich  angehörenden  Flächentheils  der  Durchschnittspun) 
wird  für  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  W  und  Wr  Ein 
solche  künstlich  hervorzubringende  Verschiebung  jenes  Durcl 
schnittspunktes  ist  indessen  nur  möglich  während  des  Ruhen 
Standes  der  Stange.  Mit  dem  Eintritt  des  Bewegungszustand« 
gelangen  sofort  die  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Regel 
zur  Bestimmung  jenes  Punktes  wiederum  zur  Gültigkeit.  Währen 
des  Gleitens  weicht  an  jeder  Berülirungsstelle  die  Mittelkraft  a1 
Normaldruck  und  Reibungswiderstand  stets  um  den  Reibunf 
winkel  ab  von  der  Richtung  der  Normalen. 

Wenn  z.  B.  die  zwischen  zwei  verticalen  Wänden  ein] 
klemmte  Stange  A  B  (Fig.  262)  in  vertical  abwärts  gerichte 
fortschreitender  Bewegung  begriffen  ist,  so  schneiden  die  Ri* 
tungslinien  der  von  den  Wänden  auf  die  Stange  übertrage! 
Kräfte  W,  W  einander  in  dem  Punkte  0  und  behalten  bestän< 
dieselben  Richtungen  bei,  so  lange  das  Gleiten  dauert  Soll  di< 
fortschreitende  Bewegung  eine  gleichförmige  sein,  so  müsti 
8ämmtliche  auf  die  Stange  wirkenden  Kräfte  einander  im  Glei' 
gewicht  halten;  es  muss  also  die  Mittelkraft  der  beiden  Kriu 
Wy   W  der  Mittelkraft  R  von  allen  übrigen  Kräften  gleich  u. 
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Fig.  262. 


erfgsgengesetzt  sein,  und  die  Richtungslinie  der  letzteren  muss 
dndi  den  Punkt  O  hindurchgehen. 

Einen  solchen  Gleichgewichts- 
zustand kann  man  sich  durch  die 
in  den  Punkten  E  und  F  aufge- 
hängten Gewichte  P  und  Q  her- 
gestellt denken,  welche  so  regulirt 
sein  sollen,  dass  ihr  Schwerpunkt 
mit    dem    Punkte    0   genau    in 
einer    und    derselben   Verticalen 
liegt,   und   dass   ihre   Summe  R 
genau    dieselbe   Grösse   hat   wie 
die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte 
W,  W  im   Anfange  hatte.     Die 
Bedingungen     der     gleichförmig 
fortschreitenden    Bewegung   sind 
dann  erfüllt,  die  Stange  wird  also  mit  unveränderter  Geschwindig- 
keit ihre  abwärts  gleitende  Bewegung  fortsetzen ,  so  lange  als  in 
dar  Wirkung  der  Kräfte  P  und  Q  sich  Nichts  ändert     Sobald 
jedoch  auf  irgend  eine  Weise  die  eine  von  diesen  beiden  Kräften 
Maier  Thätigkeit  versetzt  würde  —  etwa  durch  eine  feste  hori- 
zontale Ebene,  welche  (je  nach  der  Länge  der  Fäden)  entweder 
i*a  Gewicht  P  oder  das  Gewicht  Q  zuerst  auffängt  und  an  der 
eiteren  Fortsetzung  der  Bewegung  verhindert  —  so  würde  in 
teaem  Augenblicke  eine  Aenderung  in  dem  Bewegungszustande 
*r  Stange  eintreten. 

Angenommen:  das  Gewicht  Q  erreichte  als  das  tiefer  hängende 
*«rst  den  Boden,  so  würde  die  von  diesem  Augenblicke  an  allein 
trkende  Kraft  P,  als  eine  links  neben  dem  Durchschnittspunkte 
»*  beiden  Kräfte  W,  W  vorbeigehende  Kraft  sofort  eine  Drehung 
*r  Stange  von  rechts  nach  links  herum  hervorbringen.  Bei 
eser  Drehung  aber  würde  sogleich  die  Berührung  mit  den 
*nden,  folglich  auch  die  Wirkung  der  Kräfte  W,  W  aufhören ; 
e  Stange  würde  also  nunmehr  frei  herabfallen. 

Wenn  statt  dessen  (wie  in  Fig.  262)  das  Gewicht  P  das 
Jfer  hängende  wäre,  so  würde  in  dem  Augenblicke,  wo  dasselbe 
&  Boden  erreicht,  die  Bewegung  der  Stange  ruckweise  unter- 
gehen werden,  und  ein  völliger  Stillstand  eintreten.  Es  würde 
mlich  mit  jeder  Fortsetzung  der  gleitenden  Bewegung  —  wie 
»n  auch    immer    die    Dauer    derselben    angenommen   werden 
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möge  —  eine  Drehung  der  Stange  nach  rechts  herum  unzertrec*^.. 
lieh  verbunden  sein.    Denn  so  lange  das  Gleiten  dauerte,  würcieil 
die  Richtungen  der  Kräfte   W,   W  unverändert  dieselben  bleiben 
würde  also  der  Durchnittspunkt   O  ihrer  Richtungen  stets  die- 
selbe Lage  gegen   die  Stange  behalten,   und  würde  die  vertjeal 
abwärts  wirkende  Kraft  Q  beständig  rechts  neben  diesem  Punkte 
vorbeigehen. 

Da  nun  aber  eine  solche  Drehung  der  Stange  eine  geome- 
trische Unmöglichkeit  ist,   so  folgt  hieraus,   dass  auch  die  Fort- 
setzung  der  gleitenden  Bewegung  eine  Unmöglichkeit  ist.    Di« 
Widerstände   W,   W  werden  plötzlich  unendlich  gross,   denn  ihr« 
Mittelkraft  bringt  in  der  Zeit  Null  eine  Geschwindigkeitsänderuli  % 
hervor,  und  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungen  springt  nacj;b 
dem  Punkte  F  der  Stange  hinüber.     Nach  dem  Stillstande  \p 
findet  sich  also  die  Stange  zwischen  den  Wänden  so  fest  eing 
klemmt,   dass  es  unendlich  grosser  Kräfte  bedarf,   um  dieselfc^ 
aus   ihrer   Lage   zu   verschieben-     Es   wird   folglich   nachher 
jedem  beliebigen   Punkte  der  Stange  ein  Gewicht  von  jeder  b 
liebigen  Grösse  aufgehängt  werden  können,  ohne  dass  ein  Gleiten 
eintritt. 

In   Wirklichkeit  kann   zwar  von   absolut  festen  Körpern  ^ 
wenig  als  von  unendlich  grossen  Kräften  die  Rede  sein,  und  si»*^ 
daher   die   hier   aus   der   Annahme   absohit  fester  Körper  abg*^"" 
leiteten  Schlussfolgerungen   nur  annäherungsweise  als  gültig  ^** 
betrachten  für  Körper  wie  sie  wirklich  existiren.    Indessen  sub.** 
dieselben  doch  vollkommen  geeignet,  die   bekannte  Thatsache  f0 
erklären,   dass   es  schwierig  und  so  zu  sagen  unmöglich  ist,  diÄ 
Bedingungen    der    gleichförmig    fortschreitenden    Bewegung   fli*" 
einen  solchen  zwischen  senkrechtcu  Wänden  eingeklemmten  Körpef 
zu  realisiren  —  um  so  schwieriger,  jemehr  die  Verbindungslinie 
der  Berührungspunkte  der  horizontalen   Richtung  sich  nähert  — - 
insofern  die   geringste   seitliche   Ausweichung  des  Schwerpunktes 
sofort  entweder  das  Frei-herab- fallen  oder  den  völligen  Stillstand 
zur  Folge  haben  muss. 

§.  63. 
Gleichgewicht  des  Keiles  in  Bezug  auf  Kippen. 

Wenn   der  unterstützte   Körper  jede  von  den  beiden  Unter- 
stützungsebenen  an  zwei  Stellen  berührt,  so  wird  im  Allgemeinen 
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»der  von  den  vier  Unterstützungss teilen  ein  Druck  auftreten, 
sind  es  im  Allgemeinen  vier  Druckkräfte,  welche  dem  Ge- 
be des  Körpers  (oder  der  Belastung  desselben)  das  Gleich- 
est kalten.  Wären  die  Unterstützungstläclien  absolut  glatt, 
ürden  diese  Druckkräfte  nur  rechtwinkelig  zu  denselben  ge- 
et  sein  können.  Denkt  man  sich  die  von  jeder  der  beiden 
ieu  ausgebenden  beiden  Normaldrücke  allemal  zu  einer  Mittel- 
,  Bu&am  nie  i  ige  setzt ,  so  erkennt  man,  dass  —  je  nach  der 
heilu ng  des  Druckes  auf  die  beiden  einer  und  derselben 
ie  Angehörigen   Stützpunkte   —  jeder  Punkt  der  iu  Fig.  263 


Fig.  263. 


Fig.  2t>4. 


»fürten  Parallelogramm  -  Fläche  Durchschnittspunkt  dieser 
en  Hittelkräfte  werden  kann.  Solange  also  die  Verticale  des 
«tungspunkteB  zwischen  den  Eckpunkten  D  und  D,  dieses 
dlelogrammes  liegt,  reichen  die  Normaldrücke  allein  aus,  eine 
liung  des  Körpers  zu  verhindern. 

Wenn  dagegen  die  Verticale  des  Belastungspunktes  ausser- 
dieser  Grenzen,  x.  B.  links  von  dem  Punkte  D  liegt,  so 
le  ohne  Mitwirkung  der  Reibungswiderstände  eine  Drehung 
Körpers  nach  links  herum  eintreten.  Bei  dieser  Drehung 
len  die  Punkte  Al  und  B,  aufhören  Berührungspunkte  zu 
;  es  können  also  nur  die  an  den  beiden  anderen  Stützpunkten 
id  B  wirkenden  Kräfte  W  und  Wv  einer  solchen  Drehung 
egenwirken.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  in  Bezug 
eine   solche   Drehung   Bind    daher   auf  dieselbe   Weise,    wie 
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wenn  nur  diese  beiden  Stützpunkte  vorbanden  wären,  nach  den 
Regeln  des  §.  61  zu  bestimmen.    Wenn  man  den  Reibungswinkel 
<p  bei  A  nach  oben,  bei  B  nach  unten  von  der  betreffenden  Normalen 
aus  abträgt,  so  bildet  der  Durchschnittspunkt  O  der  auf  diese  Art 
erhaltenen  Richtungen  die  Grenze,    bis  zu  welcher  die  Vertkale 
des  Belastungspunktes  nach  links  rücken  darf ;  ohne  dass  eine 
Drehung  eintritt  (Fig.  264).     Auf  analoge  Weise  findet  man  auf 
der  anderen  Seite  den  Grenzpunkt  Ot ,  bis  zu  welchem  die  Ver- 
ticale  des  Belastungspunktes  nach  rechts  verschoben  werden  darf. 

Wenn  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  Aiy  ebenso  zwi- 
schen den  beiden  Punkten  B  und  Bt  jeder  Zwischenpunkt  eben- 
falls eine  Berührungsstelle  bildet ,  die  Berührung  also  an  jeder 
Seite  längs  einer  ganzen  Linie  stattfindet,  so  bleiben  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  genau  dieselben.  Denkt  man  sich 
alsdann  das  Viereck  AAl  BBX  rechtwinklich  zur  Bildfläche  be- 
wegt, und  sieht  man  den  hierbei  von  demselben  beschriebenen 
prismatischen  Raum  als  Form  des  unterstützten  Körpers  an,  so 
findet  man,  dass  die  oben  gefundenen  Gleichgewichtsbediugungen 
auch  gelten  für  einen  Körper  von  der  Form  eines  Keiles,  dessen 
Seiten  -  Ebenen  unter  demselben  Winkel  wie  die  Unterstützungs- 
ebenen convcrgirend  längs  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  letzteren 
berühren. 

Die  in  Fig.  264  gefundenen  Punkte  0  und  Ot  bilden  die 
Grenzen,  zwischen  denen  die  Verticale  des  Belastungspunktes 
liegen  muss,  wenn  der  ruhende  Keil  durch  die  Belastung  Q  nicht 
zum  Kippen  gebracht  werden  soll.  Eine  andere  Lage  nehmen  jene 
Grenzpunkte  an,  wenn  der  Keil  in  abwärtsgerichteter  fortsokrtt- 
tender  Bewegung  begriffen  ist,  was  natürlich  voraussetzt,  dass  minde- 
stens eine  von  den  beiden  Unterstützungsebenen  einem  beweglick* 
Körper  angehört.  Während  der  Keil  A  B  in  Fig.  266  längs  dar 
festen  Unterstützungs-Ebene  B{B  abwärts  gleitet,  wirkt  an  jeder 
von  den  beiden  Stützflächen  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und 
Reibungswiderstaud  beständig  in  einer  Richtung,  welche  von  der 
betreffenden  Normalen  nach  oben  hin  um  den  Reibungswinkel  »k- 
weicht.  Den  geometrischen  Ort  für  alle  Punkte ,  in  welchen  db 
Richtungslinien  der  von  den  beiden  Stützflächen  auf  den  Keil 
übertragenen  Kräfte  einander  schneiden  können,  bildet  für  diesen 
Fall  die  in  Fig.  265  schraffirte  Parallelogramm-Fläche  0  Ov  Wenn 
dagegen  der  Keil  aufwärts  geschoben  wird,  so  weichen  jene 
Mittelkräfte  beständig  an  beiden  Stützflächen  nach  unten  hin  ob 
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1  Reibungswinkel  von  den  betreffenden  Normalen  ab,  und  die 
nllelogramm  -  Fläche  O  Ol  nimmt  für  diesen  Fall  die  in 
;.266  angegebene  Lage  an. 


Fig.  266. 


Wenn  statt  des  Gewichtes  Q  eine  beliebige  andere  Kraft  K 
st,  unter  deren  Einwirkung  der  Keil  seine  fortschreitende  Be- 
trog ausfuhren  soll,  so  wird  dadurch  in  keiner  Weise  eine 
reichung   von   dem   obigen   Constructions  -  Verfahren   bedingt. 

die  Bewegung  eine  fortschreitende  bleiben,  so  darf  die  Rich- 
tlinie dieser  Kraft  K  nicht  an  der  (schraffirten)  Fläche  O  Ox 
Beigehen,   sie  muss   vielmehr  mindestens  einen  (Eck-)  Punkt 

derselben  gemeinschaftlich  haben. 

Eine  Vergleichung  der  beiden  Figuren  265,  266  mit  Fig.  264 
rt,  dass  bei  fortschreitender  Bewegung  des  Keiles  der  Spiel- 
en für  die  Lage  der  Kraft  K  stets  nur  einen  Theil  bildet  von 
tjenigen  Spielräume,  welcher  in  Fig.  264  für  den  ruhenden 
I  gefunden  wurde.  Wenn  also  die  Richtungslinie  der  Kraft  K 
»  solche  Lage  hat,  dass  der  in  fortschreitender  Bewegung  be- 
fene  Keil  durch  sie  nicht  zum  Kippen  gebracht  wird,  so  ge- 
lt dieselbe  um  so  mehr  für  den  in  gleicher  I^age  ruhenden 
1  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  in  Beziehung  auf  das 
•pen. 

Eine   weitere   Beschränkung   erleidet   jedoch   der  Spielraum 

Kraft  K  in  dem  Falle,  wenn  die  bewegliche  Unterstützungs- 
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fläche  des  Keiles  gleichfalls  einem  Keile  angehört,  der  ebenso 
wie  der  erste  an  der  einen  Seite  durch  eine  feste,  an  der  anderen 
Seite  durch  eine  hewegliche  Fläche  unterstützt  ist  In  diesem 
Falle  wird  der  Spielraum  der  Kraft  K  nicht  nur  durch  die  zuvor 
erwähnten  Umstände,  sondern  ausserdem  auch  noch  durch  die 
Lage  der  den  anderen  Keil  im  Gleichgewicht  haltenden  Kraft IC% 
bedingt     Bei  der  in  Fig.  267  durch  die  Pfeile  angedeuteten  Ver- 

schiebungs  -  Richtung 
Fig.  267.  wurde  die  betreffend« 

wm  ]y  Parallelogrammfläch^ 

für   den    Keil    rechte 
wie  in  Fig.  265, 
den  Keil  links  wie 
Fig.  266  zu  construir»» 
sein.    Wäre  der  K&3 
links  unter  allen  Ui 
ständen  an  einer  ki 
penden  Bewegung  v^m> 
hindert,  so  würde  die 
Parallclogrammfläcb  e 
O  P  den  Spielraum  für  die  Kraft  K  bezeichnen.     Wenn  dagegen    . 
die  bestimmt  gegebene  Kraft  Kx  diejenige  Kraft  bildet,  welclw    j 
den  Keil  links  im  Gleichgewicht  hält,   so  wird  nunmehr  an  den     I 
Keile  rechts  der  Spielraum  für  die  Kraft  K  auf  die  Parallel    f 
grammfläche  MN  reducirt     Denn   die  Punkte  m  und  n  in  der 
gemeinschaftlichen    Berührungsfläche    beider    Keile    bilden  die 
Grenzpunkte,  welche  die  Richtungslinie  der  beiden  von  den  Keilen 
gegenseitig  auf  einander  ausgeübten  Druckkräfte  DD  nicht  über- 
sclireiten   darf,   wenn  bei  dem  Keile  links  ein  Zusammentreffen 
der  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  Z),   Wx  und  Kx  in  einem  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkte  noch  möglich  sein  soll.  Av 
gleiche  Weise  findet  man ,   dass  der  Spielraum  für  die  Kraft  #i 
auf   die    Parallelogrammfläche    MXNX   sich   reducirt,    sobald  & 
den  Keil  rechts  im  Gleichgewicht  haltende  Kraft  K  die  bestimmte 
in   Fig.  267  angegebene  Richtung  und  Lage  hat,   da  in  diesen 
letzteren  Falle  die  Richtungslinie  der  Kräfte  DD  nicht  ausser- 
halb der  Grenzpunkte  l  und  m  die  gemeinschaftliche  Berührung8' 
fläche  treffen  darf,  wenn   für  den  Keil  rechts  die  Bedingung  te 
Gleichgewichts  in  Bezug  auf  das  Kippen  noch  erfüllt  bleiben  soi 
Wenn  also  z.  B.  gleichzeitig  die  beiden  Kräfte  K  und  Kx  die  in 
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Hl  angegebene  Lage  haben,  so  befindet  sich  das  Keil-  System 
:r  Grunze  des  Gleichgewichtszustandes ,  weil  der  Punkt  m 
r  gemeinschaftlichen  Berülirungsfläche  der  einzige  Punkt  ist, 
er  als  Angriffspunkt  der  beiden  Drücke  DD  für  beide  Keile 
ch  den  Gleichgewichts  Bedingungen  genügt.  Die  geringste 
hiebung  einer  der  beiden  Kräfte  A*  oder  A",  nach  der  linken 
hinüber  würde  ein  Kippen  des  Keil  -  Systems  zur  Folge 
,  während  die  einseitige  Verschiebung  einer  der  beiden 
i  nach  rechts  bis  zum  gegenüberliegenden  Eckpunkte  der 
lt  schraffirten  Parallelogrammfläche  hin  den  Gleichgcwichts- 
ld  nicht  stören  würde. 

iaf  ähnliche  Weise  wird  auch  bei  dem  ruhenden  Keil-System 
im  Uebrigen  wie  in  Fig.  264  zu  construirende)  Spielraum- 
an  jedem  der  beiden  Keile  auf  ein  kleineres  Gebiet  redu- 
sobald  die  den  jenseitigen  Keil  im  Gleichgewicht  haltende 
eine  bestimmt  gegebene  Richtung  und  Lage  hat.  So  z.  B. 
:hnet  in  Fig.  268  die  doppelt  schraffirte  Fläche  rechts  den 
Spielraum,  inner- 
Fig.  268.  na]D   dessen   die 

Rieh  tu n  gs  -  Linie 
der  Kraft  K  ver- 
schoben werden 
darf,  so  lange 
die  Richtungsli- 
nie der  auf  den 
anderen  Keil  wir- 
kenden Kraft  K, 
die  bestimmte  in 
der  Figur  ange- 
gebene Lage  hat; 
ie  doppelt  schraffirte  Fläche  links  bezeichnet  in  gleicherweise 
pielraum  für  die  Kraft  Ks  für  den  Fall,  dass  die  Richtung»- 
der  Kraft  K  die  bestimmte  in  der  Figur  angegebene  Lage 
-  Torausgesetzt  wie  immer,  dass  der  Grosse  nach  die  beiden 
3  K  und  KK  den  Gleichgewichtsbedingungen  entsprechen. 
Inter  dieser  Voraussetzung  darf  überhaupt  das  Gleichgewicht 
eil -Systems  in  Bezug  auf  das  Kippen  allemal  als  gesichert 
:htet  werden ,  sobald  für  -  die  Richtungslinie  der  von  den 
i  Keilen  auf  einander  gegenseitig  ausgeübten  Druckkräfte 
irgend  eine  (mit  den   Gesetzen  der  Reibung  vereinbare) 
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■ 
solche  Lage  aufgefunden  werden  kann,  bei  welcher  an  jedem  der 
beiden  Keile  ein  Zusammentreffen  der  drei  auf  denselben  wirken- 
den Kräfte  in  einem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  nach- 
weisbar ist. 

§.  64. 
Gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  des  Keiles. 

(Scheitrechtes  Gewölbe.    Kreisgewölbe.    Keil-Presse.) 

Aus  der  in  Fig.  207  und  Fig.  268  angegebenen  Construction 
ist  leicht  zu  erkennen,  wie  mit  zunehmender  Ausdehnung  der 
drei  Stützflächen  auch  die  Ausdehnung  jener  das  Kippen  be- 
treffenden Spielraumflächen  rasch  zunimmt,  und  damit  zugleich 
die  Gefahr  des  Kippens  rasch  sich  vermindert.  Wenn  also  — 
wie  im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  drei 
Stützflächen  und  demzufolge  auch  jene  Spielraumflächen  eine 
solche  Ausdehnung  haben ,  dass  an  jedem  der  beiden  Keile  die 
Kichtungslinie  der  betreffenden  Kraft  unter  allen  Umständen 
durch  das  Innere  der  ihr  zugewiesenen  Spielraumfläche  hindurch- 
geht, so  kommt  die  Möglichkeit  des  Kippens  nicht  weiter  in  Frage, 
darf  also  eine  etwaige  Verschiebung  jedes  der  beiden  Keile  unter 
allen  Umständen  als  eine  fortschreitende  Bewegung  betrachtet 
werden.  Es  handelt  sich  alsdann  nur  noch  um  die  Frage:  in 
welchem  Grössen  -  Verhältniss  die  beiden  ihrer  Richtung  nach  ge- 
gebenen Kräfte  K  und  Kx  zu  einander  stehen  müssen ,  wenn  die 
geradlinig  fortschreitende  Bewegung  jedes  der  beiden  Keile  zu- 
gleich eine  gleichförmige  Bewegung  sein  soll. 

Die  geradlinig  fortschreitende  gleichförmige  Bewegung  eines 
Körpers  setzt  Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte  voraus.  An 
jedem    der    beiden    Keile    müssen    also    die    drei  auf  denselben 
wirkenden  Kräfte   einander  im  Gleichgewicht  halten  (Fig.  269). 
Diese  Bedingung  lässt  sich  nunmehr  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  einfachen  materiellen  Punkte  ausdrücken,  indem  man  —  wie 
in   §.  26   mit   Bezug  auf  Fig.  71    geschehen  —  für  jeden  der 
beiden  Angriffspunkte    O  und    Ox   das  Verhältniss  der  drei  da- 
selbst angreifenden  Kräfte  gleich  dem  Verhältniss  der  Sinus  der 
gegenüberliegenden  Winkel  setzt.     Hiernach  ergiebt  sich  für  den 
Keil  rechts  aus  Fig.  270  die  Proportion: 

240)    K:  D:W=  sin (a  +  2<p)  :  cos(o>  +  <p)  :  cos(a  — »+?)> 
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•  den  Keil  links  aus  Fig.  271  die  Proportion  : 

Kl:D:Wt  =  sin(aj  —  2<p):cos(co, —  <p):cos(g, —  co,  —  <p) 

mld  eine  von  den  fünf  Kräften  gegeben  ist,  können  die 
vier  aus  diesen  beiden  Proportionen  bestimmt  werden, 
mn  man  von  den  beiden  Quotienten: 

IT  _    sin  (a  +  2  y)     und    K^  _   sin(g1—  2<p) 

D  C08  (co -}- <?)  D  COS(o>t  —  <p) 

teren  durch  den  letzteren  dividirt,  so  erhält  man  für  das  ge- 
Verhältniss  der  beiden  Kräfte  K  und  Kx  die  Gleichung: 


242)    -£-  = 


K sin  (g  -{-  %  ?) 

Kt   —    sin  (g,  —  2<p) 


Fig.  269. 


COS  (co,  —  (f) 
cos  (co  -|"  ?) 

Diese  Gleichung  be- 
zieht sich  auf  die 
in  Fig.  269  durch 
die  Pfeile  angedeu- 
tete Art  der  Ver- 
schiebung, also  auf 
den  Fall,  in  welchem 
K  die  treibende 
Kraft,  und  Kx  den 
zu  überwindenden 
Widerstand  bildet. 
Aus  dieser  Glei- 
chung lässt  sich  also 
die  zur  gleichförmi- 
gen Ueberwimjung 
eines  gegebenen 
Widerstandes  Kx  er- 
forderlich treibende 
Kraft  berechnen.  In 
zwei  Fällen  ergiebt 
sich  für  letztere  ein 
ch  grosser  Werth:  nämlich  erstens,  wenn  g,  =2<p  und 
b,  wenn  «u  =  90°  —  <p  wird.  Soll  also  eine  Ueberwindung 
Widerstandes  oder  eine  gleichförmige  Unterhaltung  der  Be- 
mittelst der  treibenden  Kraft  überhaupt  möglich  sein, 
j  ax  >  2  <p  und  co  <  90°  —  <p  sein. 


T  Fig.  270 
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Wenn  man  in  der  obigen  Gleichung  —  tp  statt  +  tp  aubstituirte ,  so  er-   ! 
hielte  man  die  Gleichung:  j 

K_  __  _BinJ"j^2ip)_    cosf^-fy)  ' 

K,  sin(a,  +2ip)  cos{oi  —  v  ' 
welche  für  den  entgegengesetzt«»  Fall  gelten  würde,  in  welchem  der  KeQ 
links  der  treibende,  and  der  Keil  rechts  der  zurückweichende  ist.  Di  in- 
dessen diese  Gleichung  durch  einfache  Vertauscht!  ng  der  auf  die  beiden  Keüe 
bezüglichen  Buchstaben  mit  der  vorigen  wiederum  identisch  wird,-  so  ist  et 
überflüssig,  diesen  Fall  als  einen  besonderen  dem  vorigen  gegenüber  zu  stellen. 
Die  Gleichung  242)  kann  vielmehr  für  beide  Fälle  zugleich  benutzt  werden, 
sobald  die  mit  dem  Index  versehenen  Buchstaben  ein  für  alle  Hai  rar  Be- 
ziehung der  auf  den  zurückweichenden  Keil  bezüglichen  Grössen  gewählt  werden. 

Um  z.  B.  die  Horizontalkraft  K  zu  berechnen,  welche  erforderlich  ist, 
um  mittelst  eines  auf  horizontaler  Grundfläche  verschiebbaren  Keile«  ei» 
Säule  vom  Gewichte  A",  längs  einer  verticalen  Wand  gleichförmig  hinauf  zt 
schieben  (Fig.  272),  setzt  man  tu  =  0  =  <at  und  n,  =90*  — a;  man  erhält 
dann  aus  Gleichung  342): 

nfr  +  gy)  co»  (—  f) 


Fig.  272. 


A",  sin  (90"  —  a  —  ijip)  " 

243)    JC  =  jr,tg(«  +  2?). 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  K  = 


Setzt  m 


wird,  wenn 
-  2  ip  wird,  d.  h.  eine  Wirkung  des  Keiles 
in  der  angegebenen  Weise  ist  nur  dann  möglich, 
wenn   a<9ü°  —  8?   ist.      Setzt   man   a  =  5°   und 
den   Rcibungscnefficienten  /"=  0,08,   also  den  Rei- 
bungswinkel tp  —  4"  3ff,  so  erhält  man : 
K  =  AT,  .  tg  14°  =  Ä,  .  0,249. 
Wenn  also  ein  Gewicht  K,  =  1000  Kit.  in  der 
angegebenen  Weise  gehoben -werden  soll,  so  mos* 
die     auf     den     Keil     wirkende      Horizontal  kraft 
K  =  249  Kil.  sein, 
n  —  tp  statt  +  tp,  so  erhalt  man  statt  Gleichung  248)  die  Gleichung: 
244)    K=  K,  .tg(a  —  8f), 
welche  sngiebt,  wie  gross  die  Kraft  K  sein  muss,  wenn  der  Keil  gleichförmig 
Korttok weichen  soll.    Diese  Kraft  wird  Null,  wenn  a  —  2<j,  und  negativ,  wenn 
a  <  2<p  wird.     Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  ergäbe  sich  a.  B. 
für  letzteren  Fall : 

K  =  —  70  Kil. 
d.  h.  um  nach  dem  Eintreiben  des  Keiles  denselben  später  wieder  zurnckxn- 
ziehen,  dazu  würde  es  einer  von  links  nach  rechts  wirkenden  Kraft  von 
70  Kil.  bedürfen.  (Die  Gleichung  244  gilt  jedoch  für  den  vorliegenden  Fall 
nur  so  lange  als  t  nicht  kleiner  als  <f  ist,  weil  andernfalls  bei  dem  Zurück 
schieben  des  Keiles  die  Berührung  zwischen  der  Sänle  und  der  verticalen 
Wand  aufhören  würde). 
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den  in  Fig.  273  dargestellten  Fall  würde  <u  =  a  und  <ü,  =  a,  =  90n 
sein;  man  erhält  dann  aus  Gleichung  242): 

K    __   sin  («  +  2  y) 

C08  2<p 


*ig.  273. 


sin  <p 


Kx 


C08  (o  -f-  <p) 

K 


Wenn  z.  B.  a  =  <p  =  30°  ist,  so  wird  -^—  =  2 ; 

d.  h.  es  müsste  bei  der  angenommenen  Grösse 
des  Reibungscoefficienten  f  =  tg  30°  =  0,58  das 
Gewicht  des  parallclepipedischen  Blocks  minde- 
stens halb  so  gross  sein  als  das  Gewicht  des 
Keiles,  wenn  ereterer  von  letzterem  nicht  zur 
Seite  geschoben  werden  soll. 

In  den  Gleichgewichtsbedingungen  des 
in  Fig.  269  dargestellten  Keil  -  Systems 
lieh  Nichts;  wenn  an  der  rechten  Seite  ebenfalls  die  feste 
itzungsfläche  ersetzt  wird  durch  die  Seitenfläche  eines  be- 
n  (auf  fester  Ebene  verschiebbaren)  Keiles.  Wenn  bei  dem  in 

Fig.  274  dargestell- 
Fig.  274.  ten  Keil-Systeme  der 

Mittelkeil  vorrückt, 
und  die  Seitenkeile 
zurückweichen ,  so 
wirken  die  Reibungs- 
widerstände am  Mit- 
telkeile und  am  Sei- 
tenkeile links  in 
demselben  Sinne  wie 
in  Fig.  269.  Folg- 
lich bleibt  für  das 
Verhältniss  der  bei- 
♦  den   Kräfte  K  und 

Heichung  242)  auch  in  diesem  Falle  noch  gültig.  Da  ferner 
jhungen  zwischen  Mittelkeil  und  Seitenkeil  —  abgesehen  von 
schiedenheit  der  gleichliegenden  Winkel  —  an  der  rechten 
mau  dieselben  sind  wie  an  der  linken  Seite,  so  erhält 
\  Gleichung  242)  durch  einfache  Vertauschung  der  Buch- 
d.  h.  durch  Substitution  von  a, 


statt  at,  von  co,  statt  «>x 
K 


OL 


245) 


<o  statt  m)  für  das  Verhältniss  -gr-  die  Gleichung: 
K  sin(a-|-2<p)        cos(<o2  —  <p) 


K. 


sin  (ot2  —  2  <p) 


Mechanik. 


cos  (a co  -j-  <p) 

19 
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Die   beiden   Gleichungen  242)   und  245)   enthalten  die  Be- 
dingungen, welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Verschiebungen 
der  drei  Keile  (in  dem  durch  die  Pfeile  angedeuteten  Sinne)  mit 
constanten  Geschwindigkeiten  erfolgen  sollen,   d.  h.  wenn  ein  an- 
fangs vorhandener  Bewegungszustand  solcher  Art  unverändert  sich 
fortsetzen    soll.      Sie    gelten    übrigens    für   jede    beliebige  Ge- 
schwindigkeit einer  solchen  Verschiebung,  folglich  auch  noch  fiix 
die  Geschwindigkeiten  Null.     Das   Erfülltsein  jener  Gleichungen 
bedingt  daher  unter  Anderen  auch  die  Fortdauer  eines  anfänglich 
vorhandenen  Ruhezustandes. 


Scheitrechtes  Gewölbe. 

Setzt  man  <p  =  0  in  den  obigen  beiden  Gleichungen ,  so 
hält  man  die  Bedingungen ,  unter  welchen*  das  System  der  dr-"1^* 
Keile  ganz  ohne  Reibung  im  Gleichgewicht  sich  halten  würcl*- 
Die  Gleichung  245)  nimmt  alsdann  die  Form  an: 

K    sin  a  cos  co, 

K2  sin  a2  cos  (a  —  a>) " 

Wenn  zugleich  die  Kräfte  K  und  K2  in  den  Gewichten  der  Ke>ü- 
Stücke  bestehen,  so  ist  a2  —  co2  —  a>  zu  setzen,  und  man  erhalt 
die  Bedingungsgleichung : 

K   sin  [(q  —  co)  -\-  tu]  cos  to 2    tg  (ot  —  co)  -}-  tg  ai 

Kt  sin  (a>2  —  a>)  cos  (a  —  tu)  tg  a>2  —  tg  a> 

Bei  einem  scheitrech- 
ten Gewölbe  (Fig.  275), 
dessen  Fugen  nach  einem 
und  demselben  Punkte  O 
convergiren,  ist  diese  Be- 
dingung unter  allen  Um- 
ständen   erfüllt   —  *■« 
auch   immer  die  Ünw~ 
Fugen  der  Gewölbstilcke 
ausgewählt  werden  Bö- 
gen.   Denn  die  Gewickte 
K  und  JST,  sind  resp.  **° 
Längen    LN  und  NP 
proportional;  es  ist  folg- 
lich: 


Fig.  275. 


K    __    LM+MN 


K2 


tg  (g  —  u>)  +  tg  o» 
tgco,  —  tgu> 


MP-  MN 

Da  auf  gleiche  Weise  das  Erfülltsein  der  anderen  (auf  das  Mittelstflck  und 
das  Endstück  an  der  bnken  Seite  sich  beziehenden)  GleichgewichtsbediDgon* 
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,  so  folgt  hieraus,  dass  bei  einem  solchen  scheitrechten  Ge- 
ra durch  Gleiten  auf  die  in  Fig.  275  angedeutete  Weise  selbst 
eten  würde,  wenn  die  Fugen  -  Flächen  absolut  glatt  wären, 
isturz  eines  solchen  Gewölbes  ist  daher  immer  mit  einem 
klnen  Gewölbstücke  verbunden,  die  Bedingungen  der  Stabilität 
ttelst  der  in  §.  63  erklärten  Methode  zu  bestimmen, 
man  zunächst  jede  der  beiden  Hälften  als  aus  einem  Stücke 
idet  man  durch  Anwendung  jener  Methode,  dass  ein  solches 
ten  Ebenen  ruhenden  einander  gegenseitig  stützenden  Keilen 
etrisches  Keil -System  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts  sich 
ie  Schwerpunkte  der  beiden  Keile  resp.  mit  den  Eckpunkten 
i  Fig.  276  schraffirten  Flächen  in  denselben  Verticalen  liegen. 

Um  diese  Bedingung  in  Form 


%. 


276*. 


o 


fy.  277. 

rtffw 


M 


>K 


N 


v 


\ 


\ 


Cr 


r 


0 


einer  Gleichung  darzustellen, 
hat  man  den  Abstand  x  der 
Verticalen  des  Schwerpunktes 
von  dem  Eckpunkte  A  das 
eine  Mal  durch  den  Reibungs- 
winkel <p  auszudrücken,  das 
andere  Mal  nach  der  Lehre 
vom  Schwerpunkte  zu  bestim- 
men, und  die  beiden  auf  solche 
Weise  erhaltenen  Ausdrücke 
einander  gleich  zu  setzen.  Aus 
Fig.  276  ergiebt  sich  für  x  die 
Gleichung: 

246)  C 


x  = 


tg  (<o  —  <p) 


Die  zweite  Gleichung  erhält 
man  aus  Fig.  277,  indem  man  (nach 
§.  44)  das  Moment  der  ganzen 
Trapez-Fläche  ABMN  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Momente 
der  beiden  Flächentheile  setzt  (näm- 
lich des  rechteckigen  Theiles  F, 
=  AM  NE  und  des  dreieckigen 
Theiles  F2  =  A  B  -E).  Es  er- 
giebt sich  hieraus  zunächst  die 
Gleichung : 

(F,  +  F2)x  =  Ftxt  —  F2xt 

oder 

_    Fi  x\  —  F2  x2 
x~       Ft+F2       ' 

in  welcher  alsdann  nach  Fig.  277 
folgende  Werthe  zu  substituiren 
sind: 

19* 


21)2  Dritter  Abschritt.    Cap.  XIII.    §.  64. 

c2  tff  <o 
Ft  =  crtga>,        /^j  =  — jjp- 

rtgu)  ctg  to 

#i  =  — 2 —  »         x*  ~~~  — 3^"  ' 

woraus  sich  für  .t  der  Wcrth  ergebt : 

Durch  Gleichsctzung  der  beiden  Gleichungen  246)  und  247)  erhält  v&* 
die  Gleichung: 

c  .       /3r2-c2\       .        .    /  w  c(6r  +  3c) 

ÜT(i=^ö  =  ^-(eF+sFj  odcr   ^--»)|»-  =  -8^r  - 

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  doi  ^^ 
c2  dividirt,  und  das  Verhältniss  —  =  n  gesetzt  wird,  die  Form  an: 

248)    tg(to-?)tgo>  =    Zryi_x  ■ 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  jede  der  drei  Grössen  n,  y,  cd  bestimm  ^^ 
sobald  die  zwei  anderen  gegeben  sind.     Bezeichnet  man  abkürzungsweise  C^3 
numerischen  Werth  der  beiden  in  dieser  Gleichung  einander  gleich  geaetx" 
Grössen  mit  z,   so   lässt   dieselbe  sich  auch  darstellen   durch  folgende  t^~~ 
Gleichungen : 

249)    tg(to-<p)tgu>  =  s     und     250)     3  *,"jl*    =  c> 
Die  letztere  Gleichung  nimmt,  für  n  aufgelöst,  die  Form  an: 

251)    „=>[l  +  j/^Z5H]. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  aus  den  gegebenen  Wertheu  yo>ii  • 
und  cp  der  Wcrth  von  n  berechnen,  sobald  darin  für  z  der  aus  Gleichung  249) 
sich  ergebende  Werth  substituirt  wird.    Setzt  man  ferner  in  Gleichung  24Q): 

*(._,)  =  .Ai=J££      und      tgT=/, 
so  nimmt  dieselbe  für  /  aufgelöst,, die  Form  an : 

252)   /  = 


tg  Ol2  —  z 


tg«o(l+*)   ' 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  erforderliche  Werth  des  Rabanfl- 
coefficienten  /  berechnen ,  sobald  «0  und  n  (folglich  nach  Gleichung  250  •** 
z)  gegeben  sind.  Wenn  man  endlich  Gleichung  252)  für  tg  tu  auflöst,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

«9  «.  =  ^-+ -- + V '+{'*-£■*■)' > 

aus  welcher  tu  berechnet  werden  kann,  wenn  /  und  n  (folglich  nach  Gleichuni 
250  auch  s)  gegeben  sind. 

Setzt  man  in  der  letzteren  Gleichung  /  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung' 

254)    tgtu  =  i/r, 
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elcher  für  einen  gegebenen  Werth  von  n  der  Winkel  <o  berechnet  werden 
den  die  Fuge  am  Widerlager  höchstens  mit  der  Verticalen  einschliessen 
venu  bei  absolut  glatten  Fugen-Flächen  noch  Gleichgewicht  möglich  sein 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  n  und  tu  z.  B.  folgende  zusammen- 
ige Werthe: 

n  =  I    2,5275    I        5        I       50       I      100 


QO 


z  = 


0,446        0,0404        0,0201         0 


o>  =  |      45°      |  33°  45'  |  11°  22'  |     8°  5' 


0° 


Setzt  man  (dem  Reibungscoefficieuten  für  Mauerwerk  ungefähr  ent- 
lend)  den  Reibungswinkel  <p  =  30°,  also  /=  tg30°  =  0,577,  so  ergeben 
na  den  obigen  Gleichungen  folgende  zusammengehörige  Werthe  für  jene 
f rossen: 


|  2,5275 

1   5 

I  io 

|  20 

30 

40  | 

50 

100  | 

QO 

1   1 

0,446 

0,2107 

0,1026 

0,0678 

0,0506 

0,0404 

0,0201 

0 

60°    |50°  20*142°  50*  1 37°  35' 1 35°  25' 1 34°  15' 1 33°  30*  1 31°  50' |   30° 

Velche  Grösse  auch  immer  der  Reibungswinkel  <p  haben  möge  —  sobald 

&•  +  -?-  Ist,  wird  stets  (nach  Gleichung  249)  *  =  1  und  (nach  Gleichung 

=  2,5275;  d.  h.  wenn  die  Fuge  am  Widerlager  den  Winkel  45°  +  -| 

r  Verticalen  einschliesst,  so  muss  unter  allen  Umständen  die  (in  ver- 
Richtung  gemessene)  Dicke  des  Gewölbes  mindestens  die  Grösse  haben 

r 


^5275 


=  0,396  r. 


He  Werthe  z  =  1  und  u>  =  45°  +  ~-  bilden  überhaupt  die  Grenzen, 

reiche  hinaus   die  oben  gefundenen  Gleichungen  nicht  mehr  zur  Be- 
ug eines  scheitrechten  Gewölbes  benutzt  werden  dürfen.     Denn  wenn 
iir  Vervollständigung  der  obigen  Untersuchung  die  Winkel  bestimmt,  um 
bei  den  übrigen  Fugen  die  Druck-Richtung  von  der  Normalen  abweicht, 

let  man,  dass  in  solchen  Fällen,  wo  u>  grösser  als  45°  +  -J-  ist,  es 

uehr  die  Widerlager-Fuge,  sondern  die  um  den  Winkel  45°  +  -|-  ge- 
Fuge ist,  bei  welcher  die  Abweichung  der  Druck-Richtung  von  der  Nor- 
tind  somit  auch  der  zur  Verhinderung  des  Gleitens  erforderliche  Reibungs- 
am  grössten  wird.  Die  hierdurch  bedingte  Beschränkung  der  Gültigkeit 
Gleichungen  kommt  jedoch  in  Bezug  auf  practische  Anwendungen  der- 
kaum  in  Betracht,  da  bei  wirklich  ausgeführten  Constructionen  dieser 
lebe  Fälle,  in  denen  cd  grösser  als  60  Grad  wäre,  selten  oder  nie  vor- 
n. 

Venn  bei  dem  in  Fig.  274  dargestellten  Keil -Systeme  die 
öl  auf  der  einen  Seite  den  gleichliegenden  Winkeln  auf  der 
en  Seite  gleich  sind,  so  ergeben  sich  aus  den  beiden 
mngen  242)  und  245)  gleiche  Werthe  für  die  beiden  Kraft- 
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Verhältnisse  - 


und 


und    verschwindet    überhaupt  jeder  \i 


Unterschied  zwischen  jenen  beiden  Gleichungen.  Dieser  Fall  tritt  J 
z.  B.  dann  ein,  wenn  durch  die  Richtungslinie  der  Kraft  AT  die 
ganze  Figur  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt  wird.  In  solchen 
Fällen  lässt  sieb  also  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  in  Bezog 
auf  furtschreitende  Verschiebung  durch  eine  einzige  Gleichung  aus- 
drücken, und  ist  es  dabei  gleichgültig,  ob  die  eine  oder  die 
andere  von  jenen  beiden  Gleichungen  dazu  benutzt  wird. 

Wenn  ausserdem  die  Kräfte 
K,  K„  JT,  in  den  Gewichten 
der  Keile  bestehen,  so  ist  in 
jenen  Gleichungen  et  =  2« 
und  a,  =  o»,  —  m  ZU  Sttb- 
stituiren.  .Für  den  in 
Fig.  378  dargestellten  Fall 
nimmt  demnach  die  Glei- 
chung 242)  [oder  auch  die 
Gleichung  245)]    die    Form 


ain(2<o  +  2 


2  sin  (a>  -|-  y)  cos  ( m,  - 


K,  sin(n,—  tu  —  2<p)cos<o>-f  <p)  sin  [(tu,  —  <p)  —  (.»  +  ?)] 

oder 

2iT,   _  tg  (»,  —  ?) 
K  tg(»  +  9) 

und,  wenn  hierin  2K,-$-  K  =  G  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 


1, 


2*,+*  _  tg(W,-y) 
K  tg(«.-r--p)' 


die  Gleichung: 


tg(»+ri 


•"">  o  ~  tg(.,-T)' 
in  welcher  K  das  Gewicht  des  mittleren  Keiles  und  G  das  Ge- 
wicht des  ganzen  Keil-Systems  bezeichnet.  Ans  dieser  Gleichung 
lässt  sich  also  der  Grenzwerth  K  berechnen,  welchen  das  Gewicht 
des  Mittelkeiles  nicht  überschreiten  darf,  wenn  durch  das  Gewicht 
desselben  nicht  die  beiden  anderen  Keile  zur  Seite  geschoben 
werden  sollen. 

Für  horizontale  Lage  der  Unterstutzungs-Ebenen  ist  u>,  =  90°  zu  sab- 
stituiren,  and  wird : 

-ff-  —  tg  (u>  +  if)  tg  ip. 
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Wenn  man  ferner  beispielsweise  u>  =  15°  und  <p  =  30°  setzt,  so  erhalt 
die  Gleichung: 

K 


O 


=  tg30°  =  0,58. 


In  diesem  Falle  dürfte  also  das  Gewicht  des  mittleren  keilförmigen 
Blockes  höchstens  58  Procent  Tom  Gewichte  des  Ganzen  betragen,  wenn  die 
beiden  anderen  Blöcke  durch  den  Druck  desselben  nicht  fortgeschoben 
werden  sollen. 

Kreis-Gewölbe. 

Wenn  die  drei  Keile  die  Formen  von  Sector- Stücken  eines 
Kreisringes  haben,  so  verhalten  sich  ihre  Gewichte  wie  die  zu- 
gehörigen Centri- Winkel.  Für  diesen  Fall  nimmt  also  die  obige 
Gleichung  die  Form  an: 

256) 


CO 


CO 


Fig.  279. 


tg  (<u  -f  <p) 
tg(a),  —  <p)   ' 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
o>,  =  90°,  so  erhält  man  für  den 
auf  horizontaler  Grundebene  ruhen- 
den aus  drei  Stücken  symmetrisch 
zusammengesetzten  Halbkreisring 
(Fig.  279)  die  Bedingungsgleichung: 

257)    -^   =  tg(a>  +  ?)tg?. 

Je  nach  der  Grösse  des  Win- 
kels <o  ergeben  sich  aus  dieser 
Gleichung*)  verschiedene  Werthe 
für  den  Reibungswinkel  f.  Man  er- 
hält z.  B.  für : 


U> 


=     0°       15°        27°        28°        29°        30°    I    40°       90° 


<p  =  |  ()•  1 15°  40*  1 17°  ICK  1 17°  11'  1 17°  11'  1 17°  10* !  16°  25'  |   0° 

Der  zum  Gleichgewicht  erforderliche  Reibungscoefficient  /  =  tg  cp  nimmt 
also  den  grossesten  Werth: 

an,  wenn  o>  zwischen  28  und  29  Grad  beträgt.  Hieraus  folgt,  dass  bei  einem 
unbelasteten  Halbkreisgewölbe  mit  radialen  Fugen  nur  dann  Gleichgewicht 
möglich  ist,  wenn  dasselbe  aus  einem  Material  besteht,  dessen  Reibungscoeffi- 


*)  Durch  Auflösung  derselben  für  tg  <p  lässt  sich  die  obige  Gleichung 
auch  auf  die  Form  bringen : 
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cient  mindestens  die  Grösse  0,309  hat;  ferner:  dass  bei  einer  Verminderung 
des  Reibungscoefficienten  unter  diesen  Werth  herab  zunächst  in  den  uro  unge- 
fähr 28,f>  Grad  gegen  die  Verticale  geneigten  Fugen  das  Gleiten  eintrete» 

würde,  während  bei  den  anderen  Fugen 
Fig.  280.  kleinere     Reibungscoefficienten    schon 

ausreichen,    um    das    Gleiten  xu  ?e^- 
hindern. 

Die  beiden  Gleichungen  255)  ueb«1 
256)  gelten  auch   für  solche  Fälle, 
denen   <o  >  90°   ist     Setzt  man  z. 
iut  =  120°  in  Gleichung  256),  so  erbaJt 
man  für  den  in  Fig.  280  dargestelltes  n 
Fall  die  Bedingungsgleichung: 

258}    _ü_—  _*?(<■> +_?L 

**'     120  ""  tg  (120°  -  <p)  * 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sm«h 
für  tu  und  cp  die  zusammengehörigen 
Werthc : 


tu 


=  |  0°  |    15°    |    23( 


24( 


25° 


26°         36 


90° 


<p  =  |  30°  1 35n  49'  1 36°  27'  1 36"  28'  1 36"  28'  1 36°  26'  35°  48'  1 16°  53' 

Hei    einem    unbelasteten     Kreisgewölbe,    dessen    halber    CentriwinK — i 
120  Grad  beträgt,  müsstc  also  der  Reibungscoefticient  mindestens  die  Ghjj.    m 

f       =  tg  36°  28'  =  0,74 

haben,  wenn  ein  Gleiten  nicht  eintreten  soll;  und  die  Fugen,  in  welchen  1 

kleinerem  Werthc  des  Reibungscoefficienten  das  Gleiten  zunächst 
würde,  bilden  einen  Winkel  von  ungefähr  24  Grad  mit  der  Verticalen. 

Für  ein  Kreisgewölbe,  dessen  halber  Centriwinkcl  nur  60  Grad  be 
erhält  man  die  Bcdingungsgleichung : 

2wn    --   -    tg  (<°  +  ?) 

**  ]     60    ~   tg  (60°  -  cp)  ' 
aus  welcher  für  u>  und  -f  die  zusammengehörigen  Werthc  sich  ergeben: 
«)  =  |  0"  |    15°    |    24°    |     25°     |     26°    |    30°    |  60° 


<p  =  |  o°  |  4°  45'  |  5°  23'  |ö°  23,5'  |  5°  23'  |  5°  18'  |   0° 

Bei  einem  solchen  Gewölbbogen  reicht  daher  der  Reibungscoefficiei 

/»«  =  tg  5»  23,5' =  0,094 

schon   aus,   um   das   Gleiten   zu   verhindern.     Würde  jedoch   der  wirk/fc^ 
Reibungscoefficient  kleiner  als  0,094,  so  würde  zunächst  in  den  Fugen  ron 
25  Grad  das  Gleiten  beginnen. 

Bei  einer  Vergleichung  der  für  co,  =90°  und  der  für  cu,  =60"  ge- 
fundenen Zahlen  werthc  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  dem  Halbkreis- 
gewölbe  ausser  den  Fugen  von  28,5  Grad  es  immer  die  horizontalen  Fügen 
am  Widerlager  sind,  in  welchen  gleichzeitig  das  Gleiten  stattfindet,  da  für  die 
Zwischcnfugcu  —  z.  B.  für  die  Fugen  von  00  Grad  —  als  untere  Begrenzungen 
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Iwiden  Seiten -Keile  ein  kleinerer  Reibungscoefficient  schon  ausreichen 
«le,  um  das  Gleiten  zu  verhindern. 

Die  hier  gefundenen  Bediogungsgleichungen  betreffen  —  wie  im  Eingange 
«*  Paragraphen  ausdrücklich  bemerkt  wurde  —  ausschliesslich  das  Gleich- 
icht  in  Bezug  auf  fortschreitende  Verschiebungen  der  keilförmigen  Gewölb- 
slie  und  bedingen  den  wirklichen  Gleichgewichtszustand  nur  in  den  (ver- 
cliweise  seltener  vorkommenden)  Fällen,  in  welchen  die  Ausdehnung  der 
fon-Flachen  oder  die  Dicke  des  Gewölbbogens  so  gross  ist,  dass  eine 
ftfcHDg  der  Gewölb-Stficke  nicht  in  Frage  kommt.  Bei  Gewölbconstructionen, 

«ie  in  der  Praxis  vorkommen,  pflegt  die  Dicke  des  Bogens  meistens  so 
am  zu  sein,  dass  der  etwaige  Einsturz  desselben  fast  immer  mit  eiuer  Drehung 

eiazelnen  Stücke  verbunden  ist.  Die  oben  gefundenen  Gleichungen  bilden 
ei  nur  einen  Theil  der  Gleichgewichtsbedingungen,  und  darf  aus  dem  EriOllt- 
i  jener  Gleichungen  für  sich  allein  noch  keines weges  ein  Schhiss  auf  die 
bilitat  der  Gewölbconstruction  gezogen  werden. 


Keil -Presse. 

Für  den  Fall,  dass  die   beiden   Kräfte  AT,  resp.  den  festen 
tterstützungsebenen  parallel  wirken  —  wie  bei  der  in  Fig.  281 

dargestellten      Keil- 
Fig.  281.  Presse     die     Gegen- 

drücke der  zusam- 
mengepressten  Sub- 
stanzen —  ist  <o,  =0 
und  ausserdem  (we- 
gen symmetrischer 
Anordnung)  a  =  2ü> 
zu  substituiren  in 
der  allgemeinen  Glei- 
chung  242) ,    welche 

tf  ^^^■HM1  ^l    diesen   ^a^   ^e 

'  Form  annimmt: 


260) 


oder : 


K    sin  (2  co  -f-  2  <p )  cos  y 

Kt    ~~~    cos  (co  -f-  <p)  sin  (<*!  —  2  <p) 

K    2  sin  (cd  -f-  cp)  cos  <p 

Kl  siu(a,  —  2<p) 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  für  jeden  Werth  des  Winkels 
die  zum  Hervorbringen  eines  bestimmten  Druckes  A',  erforder- 
te Kraft  K  berechnen. 


Wenn  man  in  obiger  Gleichung  a,  =  90°  +  <p  substituirt,  so  erhält  man 
r  die  in  diesem  Falle  erforderliche  Triebkraft  K  =  P  die  Gleichung : 


«i 

1 
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261)     -^-  =  2sin(<o  +  <p), 

p 

welche  zeigt,  dass  das  Verhältniss  -^r-  in  diesem  Falle  genau  übereinstimmt 

K 

mit  dem  in  Gleichung  240)  für  das  Verhältniss  -y-  gefundenen  Wertbe  (so- 
bald auch  dort  a  =  2  u>  substituirt  wird).     In  diesem  speciellen  Falle  wird 
also  Kx  =  2>,  d.  h.  es  wird  der  von  dem  Mittelkeile  auf  den  Seitenkeil  aber- 
tragene Druck  in  unveränderter  Richtung  und  Grösse  auf  die  zusammen»-     , 
pressende  Substanz  übertragen,  ohne  dass  durch  Reibung  an  der  festen  Unter-     i 
stützungsebene  Kraft  verloren  ginge.    Die  festen  Unterstützungsebenen  leisten 
in  diesem  Falle  gar  keinen  Gegendruck  und  könnten  daher  ganz  weggenommen     ' 
werden,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  dadurch  gestört  würde. 

Setzt  man  ein  anderes  Mal  at  =  90°  —  u>  in  der  Gleichung  260),  so  er- 
hält man  für  die  bei  horizontaler  Lage  der  Unterstützungsebene  erforderliche 
Triebkraft  Q  die  Gleichung: 

262)    -%-  =  2  sin  (u>  +  ?)  r^T\  » 

welche  durch  Gleichung  261)  dividirt  die  Form  annimmt: 

263)    ±=        «*l 

P         cos  (üj  +  2  <p) 

Setzt  man  beispielsweise  <p  =  5°  45'  (also  tg  <p  =/=  0,1)  und  u>  =  2°  30*, 
so  wird: 

JL  =  0,287,     -$-  =  0,294     und     -|r  =  1,025. 

Die  zum  Hervorbringen  des  Druckes  K{  erforderliche  Triebkraft  ist  also  bei 
horizontalen  Gleitflächen  um  2,5  Procent  grösser  als  in  dem  Falle,  wenn  die 
Gleitflächen  um  90°  +  5°  45'  *f  2°  30*  gegen  die  Verticale  oder  um  8°  15' 
gegen  die  Horizontale  geneigt  sind. 

Um  die  beiden  verschiedenen  Anordnungen  ihrem  mechanischen  Werthe 
nach  mit  einander  zu  vergleichen,  darf  jedoch  nicht  lejliglich  die  Kleinheit  der 
zum  Uebcrwinden  eines  gegebenen  Widerstandes  erforderlichen  Triebkraft  K 
als  Maassstab  gewählt  werden  —  denn  eine  Verkleinerung  der  Grösse  K  Hesse 
sich  auch  durch  eine  Verkleinerung  des  Winkels  u>  erreichen  —  sondern  es 
müssen  die  mechanischen  Arbeiten  mit  einander  verglichen  werden,  welche 
von  der  Triebkraft  in  jenen  beiden  Fällen  verrichtet  werden,  um  die  ge- 
gebenen Widerstände  K{  längs  einer  gegebenen  Strecke  u>  zu  Überwinden. 

Für  das  Verhältniss  der  Wegeslängen  x  und  w1  welche  der  vordringende 
Mittelkeil  und  die  zurückweichenden  Seitenkeile  gleichzeitig  zurücklegen,  er- 
giebt  sich  aus  dem  Dreieck  ABC  (Fig:  282)  der  Werth : 

264)    JL  =  J?»L^L_. 
w  sin  üj 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  260)  und  264)  mit  einander  multipli- 
cirt  und  durch  zwei  dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

9ßM    _  Jff— sin  (ui  4"  ?)  c°s  ?  Bm  at 

2  Kx  w  sinlaj  —  2<p)sinco 
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Inf  der  linken  Seite  steht  im  Zähler  die  von   der  Triebkraft  K  zn 
tde  Arbeit,  and  im  Nenner  die  bei  Ueberwindung  der  Widerstände  Kx 

producirte  (Nutz-)  Arbeit.  Wenn 


Fig.  282. 


•  ■ 


man  die  letztere  mit  %  bezeichnet, 
ferner  mit  9P  die  Arbeit,  welche 
die  Triebkraft  zu  verrichten 
hat,  wenn  die  Gleitflachen  um 
den  Winkel  w  +  9  gegen  die 
Horizontale  geneigt  sind  und 
mit  9q  die  bei  horizontalen 
Gleitflächen  von  der  Triebkraft 
zu  verrichtende  Arbeit,  so  er- 
halt man  aus  Gleichung  266) 
nach  Substitution  der  ent-, 
sprechenden  Werthe  für  at  die 
Gleichungen: 

%„    _  sin  (u>  -h  ?)  cos  <p 
Ü  sinui  ' 


3*i    —    sin  (ui  -f-  <p)  co8jp_  cobüj 

%  sinu)  cos(o)  +  2«p) 

enn  man  die  letztere  durch  die  erster e  dividirt,  so  erhält  man  für  das 
Itniss  der  in  jenen  beiden  Fällen  von  der  Triebkraft  zu  verrichtenden 
en  den  Werth: 

«i    _ 


266) 


C08  0) 


ÄP  cos  (co  -f-  2  <p) 

peciell  für  die  oben  angenommenen  Winkel  co  =  2n  30*  und  <p  =  5°  45' 
rerth: 

«q    __     0,999     _ 


«, 


=  1,03. 


0,9703 

He  zum  Hervorbringen  einer  vorgeschriebenen  Arbeitsgrösse  von  der 
raft  zu  leistende  Arbeit  beträgt  also  (für  die  hier  angenommenen  Grössen 
inkel  tu  und  <p)  bei  horizontalen  Gleitflächen  etwa  3  Procent  mehr,  als 
leben,  welche  um  8°  45'  gegen  die  Horizontale  geneigt  sind. 


8-  65. 
Druck-  oder  Stütz  -  Linien. 

►ie  im  vorigen   Paragraphen   gefundenen  allgemeinen  Glei- 
en  242)  und  245)  geben  in  Bezug  auf  das  ruhende  Keil- 

d  nur  die  Grenz  werthe  an,  über  welche  hinaus  die  Kraft- 

K  K 

tnisse  -??-  und   -^-  nicht  wachsen  können,  ohne  dass  ein 


*, 


K. 
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Vorrücken  des  Mittelkeils  und  ein  Zurückweichen  der  Seitenteil 
beginnt;  ebenso,  wenn  darin  —  <p  statt  -|-  <p  substiturt  wird,  di* 
Grenzen,    unter   welche   hinab  jene   Kräfteverhältnisse   nicht  al>- 
nehmen  dürfen,  ohne  dass  ein  Zurückweichen  des  Mittelkeiles  utid 
ein   Vorrücken   der   Seitenkeile   eintritt.      Dia  Glcichgewichtebe- 
dingungcn  des  ruhenden  Keil  -  Systems  erfordern  also  nur,  dass 
jene  Kraftverhältnissc  zwischen  den  Grenzen  liegen,  welche  in 
dem  einen  und  in  dem  anderen  Falle  aus  den  obigen  Gleichungen 
sich  ergeben,  und  innerhalb  dieser  Grenzen  giebt  es  unendlich  viele 
verschiedene    Werthe    derselben,    welche    den    Gleichgewichts!«- 
dingungen  genügen. 

Dasselbe  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  von  jenen  Kräften  her- 
vorgerufenen Gegendrücke,  welche  von  den  festen  Ebenen  auf  die 
Keile,  und  von  den  letzteren  auf  einander  gegenseitig  übertragen 
werden.  Nur  in  den  beiden  Grcnzfällen  ergeben  sich  bestimmte 
Richtungen  und  Grössen  für  diese  Druckkräfte,  insofern  dieselben 
alsdann  immer  um  den  Reibuugswinkcl  von  den  Normalen  der 
Druck-Fläcjien  abweichen  müssen  —  in  dem  einen  Grenzfalle  wie 
in  Fig.  283,  in  dem  anderen  Falle  wie   in  Fig.  284.    In  jedem 


Fig.  283. 


Fig.  284. 


dieser  beiden   Fälle  lässt  sich   zwischen  den  beiden  Punktemi      * 

• 

und  B  als  Endpunkten  nur  auf  eine  Weise  eine  gebrochene  L*!«31* 
so  legen,  dass  die  Seiten  derselben  die  Richtungslinien  der  einzela^ 
Druckkräfte  darstellen.     (Diese   gebrochene  Linie  stellt  zugfex*» 
die   labile   Gleichgewichtsform   einer  in   den   Punkten  A   und    J> 
unterstützten  Stangenverbinduug  dar,  deren  drei  Gelenkpunkte  (be 
Angriffspunkte  der  Kräfte  K,  K,  uud  K2  bilden;  und  die  beiden 
allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  können  daher 
auch    als    Gleichgewichtsbedingungen    einer    solchen   Verbindung 
von   vier  Stangen  benutzt  werden).     In  jedem  Zwischenfalle  da- 
gegen —  d.  h.   sobald   die   Grössen  der  beiden  Kraftverhältnisse 
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—    innerhalb    der    oben    angegebenen    Grenzwerthe 

«st  sich  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  B  bei 
Länge  der  Fugen  auf  unendlich  viele  verschiedene 
gebrochene  Linie  so  legen,  dass  die  Seiten  derselben 
ßlinien  der  einzelnen  Druckkräfte  gelten  können.  Die 
rm  dieser  Druck-  oder  Stütz-Linie  wird  in  jedem  be- 
eile bedingt  durch  die  Richtungen  und  Grössen  der 
den  festen  Ebenen  auf  das  Keil-System  übertragenen 
,  hängt  also  ab  von  der  Art  und  Weise,  in  welcher 
rstem  zwischen  die  beiden  festen  Ebenen  hineinge- 
ie. 

Jnbestimmtheit  wird  um  so  grösser,  je  kleiner  die 
Convergenzwinkel  der  drei  Keile  wird,  und  wenn  die 
iner  ist  als  der  doppelte  Reibungswinkel,  so  können 
Z>,  D  der  festen  Ebenen  gegen  das  Keil -System  un- 
18  werden,  ohne  dass  eine  Störung  des  Gleichgewichts 
enn  der  Winkel  a,  um  welchen  die  rechtwinkelig  zur 
inie  des  Convergenzwinkels  der  beiden  festen  Ebenen 
nie  AB  von  den  Normalen  derselben  abweicht,  ist  in 
)  kleiner  als  der  Reibungswinkel  (Fig.  285),  und  wenn 

die    Drücke   Z>,  D    in    die 

Fig.  285.  Richtungslinie   A  B    fallen, 

<k  so  halten  dieselben  für  sich 

/££\  allein  wirkend  bei  jeder  be- 

/     j  liebigen  Grösse  einander  im 

Gleichgewicht,    in  welchem 
Falle  die  gerade  Linie  AB 
selbst  die  Druck-Linie  bildet. 
Je  grösser  aber  diese  Drücke 
sind,  d.  h.  je  fester  das  Keil- 
System  zwischen  den  beiden 
Wänden    eingeklemmt    sich 
befindet,  um  so  mehr  wird 
auch  den  sonstigen  auf  die 
Keile  etwa  wirkenden  Kräf- 
,   Kt   jede    beliebige    Grösse   und»   Richtung   gegeben 
Den,  ohne  dass  eine  Störung  des  Gleichgewichts  durch 
»bracht  würde  (vergl.  Fig.  260). 
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Wenn  z.  It.  der  mittlere  von  den  drei  (gewichtlos  gedachten/ 

Keilen  mit  einem  Gewichte  Q  belastet  wird,  eo  nimmt  zwar  die 

Drucklinie   eine   von    der    Horizontalen   A  B   abweichende  Form 

A  B  C  an ,  insofern  nunmehr  zu  dem  horizontalen  Gegendruck  D 

noch   eine   verticale   Seitenkraft    V  =  %Q   an  jeder  von  beiden 

Unterstützungsstellen   hinzutritt   (Fig.   286).      Diese   Abweichung 

V      IG 
ist  aber  um  so  kleiner,  je  kleiner  das  Verliältniss  tga  =  77  =  V» 

ist,  oder  je  grösser  der  Druck  D  im  Verliältniss  zur  Grösse  des 
angehängten  Gewichtes  war.  Ks  ist  also  nur  nöthig,  beim  Hin- 
einzwängen des  Keil -Systems  zwischen  die  Wände  einen  hin- 
reichend grossen  Druck  hervorzubringen  —  bevor  noch  das  Ge- 
wicht Q  zur  Wirkung  gelangte  —  um  zu  erreichen,  dass  die 
nachherige  Abweichung  der  Drucklinie  von  der  Horizontalen  be- 
liebig klein  und  innerhalb  der  durch  den  Reibungswinkel  be- 
dingten Grenzen  bleibt  Bei  diesem  sowohl  als  bei  dem  umge- 
kehrten in  Fig.  287  dargestellten  Falle  ist  demnach  die  Möglich- 
keit des  Gleichgewichts  nur  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  die 
Winkel  zwischen  den  äusseren  Fugen  und  der  Verticalen  kleiner 
sein  müssen  als  der  Keibungswinkel. 


Fig.  286. 


Fig.  287. 


Die   Möglichkeit   des   Gleichgewichts   eines   solchen   zwischen 
zwei    festen    Wänden    eingeklemmten    mit    Gewichten    belastet«0 
Keil-Systems  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig  von  der  AuaS* 
der  Keilstücke  oder  von  der  Anzahl  der  Fugen,     Wenn  eise  g*"      l 
rade   Linie   durch   sämmtliche    Fugen   so   hindurchgelegt  werden      1 
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f  dass  die  Abweichung  dieser  Linie  von  den  Normalen  der 
Jnen  Fugen  überall  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel,  so 
inreichender  Druck  die  einzige  Bedingung,  von  welcher  der 
hgewichtszustand  abhängt. 

Der  kleinste  zur  Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichtszu- 
les  noch  ausreichende  Druck  wird  in  diesem  Falle  entweder 
ti  die  Grösse  des  Reibungswinkels  oder  durch  die  Länge  der 
n  —  durch  die  Lage  von  deren  Endpunkten  —  bedingt. 
:t  man  sich  die  Horizontal  -  Drücke  der  Wände  gegen  das 
ftete  Keil -System  anfänglich  unendlich  gross  —  in  welchem 
i  die  Drucklinie  unter  allen  Umständen  eine  gerade  Linie 
t  —  und  nachher  allmälig  abnehmend  so  lange  bis  schliess- 
eine  Störung  des  Gleichgewichts  eintritt,  so  findet  man,  dass 
zweierlei  Weise  die  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  er- 
t  werden  kann:  entweder  dadurch,  dass  an  einzelnen  Stellen 
Abweichung  der  Druck-Richtung  von  der  Normalen  der  Fuge 
Grösse  des  Reibungswinkels  erreicht,  oder  auch  dadurch: 
in  -einzelnen  Fugen  die  Druck-Punkte  bis  an  die  oberen  oder 
ren  Endpunkte  der  Fugen  hinanrücken.  Jedem  dieser  beiden 
zfälle  entspricht  eine  bestimmte  Grösse  des  Horizontaldrucks, 
der  grössere  von  diesen  beiden  Werthen  ist  als  das  Mini- 
des zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Horizontaldrucks  an- 
ben. 


v  Parabolische  Stützlinie. 

Um  den  kleinsten  Horizontaldruck  zu  bestimmen,  bei  welchem 

zwischen    verticalen    Wänden     eingeklemmtes    System     von 

llel-  Platten   noch   im   Gleichgewichtszustande   sich   befindet, 

„.     rtoo  hat    man    sich    die 

Jftg.  äoo. 

V  y 


JT 


.?A 


Jiv 


•ri' 
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beiden  Hälften  zu- 
nächst auf  die  in 
Fig.  288  angedeu- 
tete Art  unterstützt 
zu  denken,  nämlich 
in  dem  oberen  End- 
punkte C  der  Mittel- 
Fuge  einander  ge- 
genseitig stützend 
m  den  unteren  Endpunkten  A  und  B  der  Aussen-Fugen  von 
1  verticalen  Wänden  gestützt. 


tv 


— < 


\ 


'»:■ 

.'V. 


y 


w 


rG 


304 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XIII.    §.  65. 


Bei  dieser  Art  der  Unterstützung  ist  jedenfalls  der  Drudt  in 
der  Mittel -Fuge  horizontal  gerichtet.  Denn  wenn  man  fiir  rf*w 
Ganze  die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 
Punkt  B  als  Drehpunkt  aufstellt,  so  erhält  man  für  die  vertica.1« 
Seitenkraft  des  von  dem  Stützpunkte  A  geleisteten  Gegendrucks 
die  Gleichung  0=  V.21—2GI  oder  V=  ff,  und  da  <U« 
Summe  der  auf  die  Hälfte  A  C  wirkenden  Verticalkräfte  Ni»W 
sein  muss,  so  folgt  hieraus,  dass  der  in  dem  Punkte  C  wirkend« 
Druck  keine  verticale  Seitenkraft  enthalten  kann.  Dieser  Drucl 
ist  also  horizontal  gerichtet  und  gleich-  der  horizontalen  Seiten- 
kraft H  des  von  dem  Stützpunkte  A  geleisteten  Gegendruckes. 

Wenn    man    ferner    für    die     Hälfte    A  C    (Fig.    289)    die 


Fig.  289. 


Jf 


AS 


■"lc 


( 


H 


Gleichung  der  statischen  M 
mente  in  Bezug  auf  den  Punkt 
A  als  Drehpunkt  aufstellt, 
so  erhäR  man  die  Gleichung: 


\v    i 


\d-jn 


267)    0=6? 
oder 

H  = 


j-H.h 

Ol 
2h' 

Wenn  die  Gewichte  der  einzelnen  Platten  —  wie  vorausge- 
setzt werden  soll  —  den  Dicken  derselben  proportional  sind,  und 
das  Gewicht  einer  Platte,  deren  Dicke  gleich  der  Längeneinheit 
ist ,  mit  p  bezeichnet  wird ,  so  ist  G  =pl  zu  setzen  und  man 
erhält  die  Gleichung: 


268) 


2h 


Fig.  290. 
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I 


c    // 

9 


p* 


punkt;  man  erhält  dann  nach  Fig.  290  die  Gleichung: 

2y 


269)    0  =  px^r  -  H.y    oder 


Um  die  Stelle  P  zu  finden,   in  welcher  irgend  eine  andere       I 

Fuge  von  der  Stützlinie  getroffen 
wird,  hat  man  sich  die  beide*1 
■  Platten  -  Gruppen  A  P  und  CP  i* 
dem  Punkte  P  einander  gegen- 
seitig stützend  zu  denken  und  für 
das  Stück  CP  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  aufzustellen  Jö 
Bezug  auf  den  Punkt  P  als  Dreh- 


1 


Druck-  oder  Stütz-Linien. 
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*K  e  =  -TT  = 


Die  Gleichsetzung  der  beiden  in  den  Gleichungen  268)  und 
f)  gefundenen  Werthe  von  H  führt  alsdann  zu  der  Gleichung : 

270)  £  =  £, 

[che  ihrer  Form  nach  genau  übereinstimmt  mit  der  für  die 
-»bolische  Kettenlinie  gefundenen  Gleichung  183)  und  zeigt, 
18  die  Punkte,  in  welchen  die  einzelnen  Fugen  von  der  Druck- 
te geschnitten  werden,  in  einer  Parabel  liegen,  deren  Scheitel- 
akt  mit  dem  Punkte  C  zusammenfällt. 

Die  Abweichungen  der  Druckrichtungen  von  den  Normalen 
r  Fugen  (also  hier  von  der  Horizontalen)  sind  am  grössten  bei 
n  Stützpunkten  A  und  B.  Der  Winkel  s,  welchen  die  Mittel- 
aft  IT  der  Seitenkräfte  V  und  H  mit  der  Horizontalen  ein- 
küiesst,  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

L  —  tL 

H  —    H  ' 

*lche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  268)  für  H  gefundenen 
erthes  die  Form  annimmt: 

271)  tge  =  ^-. 

Dieser  Werth  ist  zu  vergleichen  mit  der  Grösse  des  Reibungs- 
fcflieienten  /  =  tg  <p.     Wenn   der  Winkel  s  kleiner  ist  (oder 
Böigsten*  nicht  grösser)   als  der  Reibungswinkel  <p,   so  ist  die 
Gleichung  268)  gefundene  Grösse  des  Horizontaldrucks  aus- 
lebend.   Wenn  dagegen  e  grösser  ist  als  cp,  so  wird  das  Mini- 
un  des  Horizontaldrucks  durch  die  Grösse  des  Reibungswinkels 
dingt.      Die    der    Grenze    des    Gleichgewichtszustandes    ent- 
sprechende Stützlinie 
*ty.  291.  ax  Ct  Bx   (Fig.  291) 

hat  alsdann  eine  klei- 
nere Pfeilhöhe  A,, 
welche  aus  Gleichung 
271)  zu  bestimmen 
ist ,  nachdem  darin 
e  mit  <p  vertauscht 
wurde.  Es  ist  also 
fr  diesen  Fall  zu  setzen: 

272)    tg«p  =  ^i-     oder     Ä,  =  !&*-. 


Bitter,  Mechanik. 
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Dieser  kleineren  Pfeilhöhe  entspricht  ein  grösserer  Horizontal- 
druck  Äj,  für  welchen  nach  Gleichung  268)  der  Werth  sich 
ergiebt: 

273)    Hl  =  -?l'=lL. 

2ht  tg<p 

Wenn  also  das  zwischen  den  beiden  verticalen  Wänden  ein^e- 
klemmte  Platten  -  System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  1^ 
der   wirkliche   Horizontaldruck  jedenfalls  nicht  kleiner  als  A^1 

grössere  von  den  beiden  Werthen    ^  ,     und   -  - — . 

Die    parabolische    Form    der  Stützlinie  wird    ausschliesslich! 
durch  die  gleichförmig   über  die   Horizontalprojection  vertheiXi* 
Belastung  bedingt  und  ist  im  Uebrigen  unabhängig  von  der  Fcmn 
der  Linien,  in  welchen  die  Endpunkte  der  Fugen  liegen.    E>ie 
Durchschnittspunkte  der  Stützlinie  mit  den  einzelnen  Fugen  bilden 
daher  auch  in  dem  Falle  noch  eine  Parabel,  wenn  das  Platten- 
System  oben  und  unten  krummlinig  abgegrenzt  ist,  vorausgesetzt: 
dass  die  Fugen  vertical   gerichtet  sind,  und  dass  die  Gewichte 
der  Platten  den  Dicken  derselben  proportional  sind  (oder:  dass 
die  Fugen  sämmtlich   gleiche  Länge  haben).     Wenn  jedoch  die 
Pfeilhöhen  jener  krummen  Begrenzungslinien  so  gross  (oder  die 
Längen  der  Fugen  so  klein)  sind,    dass  der  tiefste  Punkt  der 
Mittelfuge  höher  liegt  als  die  höchsten  Punkte  der  Aussenftgen, 
so  tritt  hier  der  von  dem  vorigen  abweichende  Fall  ein,  das» 
nicht  nur  eine  Verminderung,   sondern  auch  eine  Vergrössenuig 
des    Horizontaldrucks    über    eine    gewisse    Grenze    hinaus  ein© 
Störung  des  Gleichgewichts  zur  Folge  hat. 

Denkt  man  sich  die  beiden  Hälften  des  Systems  das  eirx« 
Mal  —  wie  in  Fig.  292  angedeutet  —  in  den  tiefsten  Punkte* 
A  und  B  der  Aussenfugen  an  die  festen  Wände,  und  in  de: 
höchsten  Punkte  8  der  Mittelfuge  an  einander  gegenseitig  sich  a~ 
lehnend,  so  erhält  man  nach  Gleichung  268)  für  die  Grösse  i 
Horizontaldrucks  entsprechend  dieser  Art  der  Unterstützung 
Werth : 

Wenn  man  dagegen  ein  anderes  Mal  —  wie  in  Fig.  293  an- 
gedeutet —  den  tiefsten  Punkt  T  der  Mittelfuge  und  die  höchsten 


Druck-  oder  Stütz-Linien. 
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Punkte  C  und   D  der  Aussenfugen  als   Stützpunkte  betrachtet, 
so  erhält  man  für  den  Horizontaldruck  die  Gleichung : 

276>   *•  =  Tif=?- 


Fig.  292. 


Fig.  293. 


Es  ist  ferner  derjenige  Horizontaldruck,  bei  welchem  die 
Stützlinje  an  den  Endpunkten  um  den  Reibungswinkel  cp  von  der 
Horizontalen  abweichen  würde,  nach  Gleichung  273): 

_    Pl 


276)     H3 


<*? 


^Tenn  also  das  Platten  -  System  im  Gleichgewichtszustande 
sich  befindet,  so  ist  der  wirkliche  Horizontaldruck  jedenfalls 
nicht  grösser  als  Ht  und  nicht  kleiner  als  der  grössere  von  den 
Wen  Werthen  HA  und  H3.  Der  Gleichgewichtszustand  ist  da- 
****  Hur  dann  überhaupt  möglich,  wenn  Ä2  ^>  H3  ist,  oder  wenn 
die  Bedingung  erfüllt  ist: 

277>    tg?  £  lil^zA., 

»tutzHnie  für  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection 

vertheilte  Belastung. 

^enn   die  Länge  der  Fugen  von   der  Mitte  aus  nach  den 

Seiten  hin  gleichförmig  zunimmt,  so 
kann  das  Gewicht  der  einen  Hälfte 
c  AECD  (Fig.  294)  als  aus  zwei  Theilen 
bestehend  angesehen  werden,  deren 
^n  Gewichte  sich  verhalten  wie  die  Flächen- 
inhalte des  Rechtecks  FE  CD  und  des 
Dreiecks  AFD.  Wenn  also  pl  das 
Gewicht  des  ersteren  ist,    so   ergiebt 
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sich  für  das  Gewicht  des  letzteren  die  Grösse: 

278)     Q  =  ±Lpl, 

das  statische  Moment  des  Gewichtes  der  ganzen  Hälfte  in 
auf  den  Punkt  A  ist  also: 

279>    ■-£  +  !.£_£(,  +  !). 

Die  Grösse  dieses  Momentes  bleibt  genau  dieselbe,  wei 
Platten-System  —  wie  bei  den  in  Fig.  295  und  Fig.  296  dargest 
Fällen  —  oben   und  unten  krummlinig  (statt  geradlinig) 


JFYg.  295. 


Fig.  296. 


grenzt  ist  —  vorausgesetzt,  dass  die  Längen  der  Fugen  dies 
Grössen  behalten  (folglich  auch  das  Gesetz  der  Lastvertb 
dasselbe  bleibt).     Hiernach  ergiebt  sich  für  den  kleinsten 
zontaldruck  —  entsprechend  der  in  Fig.  295  dargestellten 
und  Lage  der  Stützlinie  —  die  Gleichung: 

280)    JffJ(«  +  a  +  2c)-=  3K 

und  für  den  grössten  Horizontaldruck.  —  entsprechend  d 
Fig.  296  dargestellten  Lage  der  Stützlijlie  —  die  Gleichung 

281)    H,a  =  ÜÄ, 

endlich  für  denjenigen  Horizontaldruck,  bei  welchem  die  Ricl 
des  von  der  festen  Wand  ausgehenden  totalen  Gegendi 
um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Horizontalen  abweicht 
Gleichung: 

Q  +  pl  _ 


282) 


H. 


tg 


<?• 


Bei  vorhandenem  Gleichgewichtszustande  liegt  also  der  l 
liehe  Horizontaldruck  jedenfalls  zwischen  folgenden  zwei  G 


•  Druck-  oder  Stütz-Linien. 
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ien:   den    oberen    bildet   der   aus    Gleichung    281)    zu    be- 
ttende Werth: 


283) 


*  =  £(»  +  7). 


mteren  Grenzwerth  bildet  der  grössere  von  den  beiden  resp. 
Ien  Gleichungen  280)  und  282)  zu  bestimmenden  Werthen: 


284)    Ht  = 


285) 


#3  = 


6(«  +  a-f  2c) 


(3  +  7) 


und 


8 


■)• 


tgcp  V"    '     2  c 

Vorausgesetzt  sind  bei  diesem,  so  wie  auch  bei  dem  vorigen 
,  solche  Formen  der  Begrenzungscurven ,  bei  welchen  die 
hiedenen  Stützlinien  überall  in  das  Innere  der  von  jenen 
n  Curven  eingeschlossenen  Fläche  hineinfaflen.  Wenn  diese 
igung  erfüllt  ist,  so  hat  im  Uebrigen  die  Form  jener  Curven 
n  Einfluss  auf  die  Grenzwerthe  des  Horizontaldrucks. 
Nenn  irgend  eine  den  Gleichgewichtsbedingungen  ent- 
hende  —  also  zwischen  den  obigen  Grenzen  liegende  — 
e  des  Horizontaldrucks  mit  H  bezeichnet  und  als  eine  ge- 
e  Grösse  angenommen  wird,  so  lässt  sich  alsdann  die  Form 
ligen  Stützlinie,  welche  dieser  Grösse  des  Horizontaldrucks 
rieht,  auf  folgende  Weise  ermitteln.  Es  kann  zunächst  die 
töhe  h  dieser  Stützlinie  bestimmt  werden  aus  der  Gleichung : 

Hh  -  ™  -  £* 


286) 


=  aÄ  =  £L(8  +  .L). 


Fig.  297. 


Um  ferner  die  Lage  des  Punktes  P  zu  finden,  in  welchem 

die  in  der  Entfernung  x  von 
der  Mitte  liegende  Fuge  von  der 
Stützlinie  geschnitten  wird,  bildet 
man  für  das  Stück  PS  (Fig.  297) 
die  Gleichung  der  statischen  Mo- 
mente in  Bezug  auf  den  Punkt  P. 
Das  Gewicht  dieses  Stückes  setzt 
sich  zusammen  aus  den  beiden 
Theilen  px  und  6r,  welcher  letztere 
zu     der     ganzen     ungleichförmig 

eilten  Last  Q  sich  verhält  wie  x1   zu   P;    es  ist  also  nach 

hung  278): 
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r  —  n    x    —    P8       * 
u  -  *  *  i*    —  "27T  • x  ' 

Die  Gleichung   der   statischen   Momente   für   das  Stück  PS 
demnach : 

287>    H y  =  l*  +  ff  ■  *' -. 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  dividirt  durch  Gleichung  286), 
so  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Stützlinie: 


9ftftt      y  (3cl  +  8x)x2 

2m)    I  =  l37fi)F• 


Eine  Vergleichung  derselben  mit  der  früher  gefundenen 
Gleichung  195)  zeigt,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Form  der 
Stützlinie  genau  übereinstimmt  mit  der  Gleichgewichtsform  einer 
Kette,  deren  Belastung  nach  demselben  Gesetze  über  die  Hori- 
zontalprojection  vertheilt  ist. 


§.  66. 

Stützlinien  in  Gewölben. 

Auch  bei  nicht  verticaler  Fugen -Stellung  kann  das  an  de 
vorigen  Beispielen  erklärte  Verfahren  angewendet  werden,  ui 
die  einem  bestimmt  gegebenen  Horizontaldrucke  entsprechen«!-^ 
Stützliuie  ihrer  Form  und  Lage  nach  zu  bestimmen,  und  dam** 
zugleich  die  Bedingungen  der  Möglichkeit  des  Gleichgewicht^^" 
zustandes  aufzufinden. 

Der  Gleichgewichtszustand  eines  von  festen  Widerlager** 
unterstützten,  aus  keilförmigen  Stücken  zusammengesetzten  (am-** 
beliebige  Weise  belasteten)  Gewölbbogens  ist  an  folgende  zw^i 
Bedingungen  geknüpft: 

Erstens:  Es  muss  für  den  Jl orizon taldruck  in  der  Scheitel- 
fuge irgend  eine  solche  Grösse  und  Lage  nachweisbar  sein,  b^J 
welcher  die  diesem  Horizontaldruck  entsprechende  Stützliuie 
weder  die  äussere  noch  die  innere  Wölblinie  irgendwo  über- 
schreitet. 

Zweitens:  Von  den  Winkeln,  welche  diese  Stützlinie  mit  den 
Normalen  der  einzelnen  Fugen  einschliesst,  darf  keiner  grösser 
sein  als  der  Keibungswinkel. 


StüUlinien  in  Gewölben. 
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te  letztere  Bedingung  betrifft  die  Sicherheit  gegen  Störung 
eichgewichts  durch  Gleiten  der  einzelnen  Gewölbtheile,  und 
§.  64  bereits  an  mehreren  Beispielen  gezeigt  wurde,  auf 
Weise  die  zum  Gleichgewichte  erforderliche  Grösse  des 
igswinkels  bestimmt  werden  kann,  so  ist  es  hier  —  unter 
»etzung  einer  genügenden  Grösse  des  Reibungswinkels  — 
och  nöthig,  zu  untersuchen,  von  welchen  Umständen  das 
»ein  der  ersteren  Bedingung  —  betreffend  Störung  des 
gewichts  durch  Umkippen  der   einzelnen  Gewölbstücke  — 

m  für  den  Horizontaldruck  zunächst  zwei  vorläufige  Grenz- 
zu  finden,  zwischen  denen  der  wirkliche  Horizontaldruck 
1  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Gewölbbogens  jeden- 
egen  muss,  hat  man  das  eine  Mal,  wie  in  Fig.  298  ange- 
,  den  höchsten  Punkt  E  der  Scheitelfuge  und  die  inneren 
okte  A,  B  der  Widerlagerfugen  —  das  andere  Mal,  wie  in 
19  angedeutet,   den  tiefsten  Punkt  F  der  Scheitelfuge  und 


Fig.  298. 

*L        k        irt 


Fig.  299. 


seren  Endpunkte  C\  D  der  Widerlagerfugen  als  Stützpunkte 
iden    (symmetrisch   vorausgesetzten)    Gewölbhälften    anzu- 

und  beide   Male   für  eine   der  beiden  Gewölbhälften  die 
tng  der  statischen  Momente  aufzustellen  in  Bezug  auf  den 
inkt  der  Widerlagerfuge. 
ir   den  unteren   Grenzwerth  H^,  entsprechend  der  Stütz- 

EB  in  Fig.  298,  erhält  man  die  Gleichung: 

AN 


J)    0  =  Q.AN  -H..EM     oder     Ht  =  Q. 


EM  ' 


r  den  oberen  Grenzwerth  H21   entsprechend  der  Stützlinie 
in  Fig.  299,  erhält  man  die  Gleichung: 

CL 


)    0  =  Q.CL  —  H2.FR       oder      H2  =  Q. 


FR 
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Der  wirkliche  Horizontaldruck  muss  mindestens  so  gross  s< 
als  Hx ,  um  zu  verhindern ,  dass  die  beiden  Gewölbhälften  na 
innen  hin  umkippen,  und  darf  höchstens  so  gross  sein  als  1 
wenn  dieselben  nicht  nach  aussen  hin  umkippen  sollen.  W© 
jede  der  beiden  Gewölbhälften  aus  einem  ungeteilten  Stücke  b 
stände ,  so  würden  die  beiden  Grössen  Hx  und  Ht  zugleich  d 
Grenzwerthe  bilden,  welche  der  Horizontaldruck  wirklich  e 
reichen  dürfte,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören.  Für  den  dun 
Fugen  getheilten  Gewölbbogen  sind  jedoch  jene  beiden  Gros« 
nur  in  dem  Falle  als  wirkliche  Grenzwerthe  des  Horizontaldruc 
zu  betrachten,  wenn  die  Stützlinien,  welche  diesen  Horizont* 
drücken  entsprechen,  beide  ganz  in  den  zwischen  der  inner 
und  äusseren  Wölblinie  liegenden  Flächenraum  hineinfallen,  vi 
im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird.  Es  ist  daher  ferr 
zu  untersuchen,  um  wie  viel  die  Grenzwerthe  des  Horizont 
drucks  einander  näher  rücken  —  oder  welche  andere  Grenzwert 
an  die  Stellen  der  oben  gefundenen  treten  —  wenn  die  Bedingn. 
hinzugefügt  wird,  dass  die  entsprechenden  Stützlinien  zuglei 
in  das  Innere  jener  Fläche  hineinfallen  sollen. 

Um  zunächst  die  Aenderung  (Vergrösserung)  zu  bestimme 
welche  der  untere  Grenzwerth  Hi  durch  Hinzufügung  dieser  1 
dingung  erleidet,  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  der  im  Scheu 
wirkende  Horizontaldruck  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  Wide 
lagerfuge,  sondern  auch  in  Bezug  auf  jede  andere  Fuge  gross  g 
nug  sein  muss,    um    das   Umkippen   des  oberhalb   dieser  Fu 

liegenden  Gewölbstückes  na 


Fig.  300. 


innen  zu  verhindern.  Für  d 
kleinsten    Werth ,    welcher 
Bezug  auf  das  Stück  JE  dies 
Bedingung  genügt,  ergiebt  si 
aus  Fig.  300  die  Gleichung: 


291)    H=  G. 


JN 
EM 


Wenn  es  sich  zeigt,  dai 

der  auf  solche  Art  zu  bestin 

mende  Werth  von  H  in  Bern 

auf  irgend  eine  der  Zwischei 

fugen  grösser  wird  als  Hx,  so  erkennt  man  daraus,  dass  die  dei 

Horizontaldruck    Ht    entsprechende    Stützlinie    AE    (Fig.  2$ 
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«teilenweise    die    innere    Wölblinie    überschritt.      Damit    dieses 

tieberschreiteu   an  keiner  Stelle  melir  stattfinde,  hat  man  jenen 

Horizontaldruck   zu  vergrössern  uud  zwar  so  lange,  bis  derselbe 

dem  grossesten  aller  Werthe  gleich  geworden  ist,  welche  für  die 

Grösse    H    in    Bezug    auf    die    einzelnen    Zwischenfugen    nach 

Gleichung  291)  sich  ergeben  würden. 

Diesem  grossesten  Werthe  Hmax  entspricht  eine  Stützlinie, 
welche  die  innere  Wölblinie  nicht  mehr  schneidet,  sondern  be- 
rürt  and  zwar  eben  bei  derjenigen  Zwischenluge ,  für  welche 
die  Grösse  H  ihren  grossesten  Werth  annimmt. 

Die  Grösse  flmu  bildet  den  unteren  (kleinsten)  Grenzwerth 
des  wirklichen  Horizontaldrucks,  und  jene  Zwischenfuge ,  für 
welche  dieser  Werth  sich  ergab,  wird  die  Bruchfuge  genannt 
(insofern  bei  abnehmendem  Horizontahlrucke  zuerst  an  dieser 
Stelle  eine  Störung  des  Gleichgewichts  d.  h.  eine  Drehung  des 
-  oberen  Gewölbtheils  um  den  inneren  Endpunkt  der  Fuge  er- 
folgen würde). 

Soll  der  Gleichgewichtszustand   überhaupt  möglich  sein,   so 
darf  ebendieselbe  Stützlinie,  welche  die  innere  Wölblinie  bei  der 
Brachfuge  berührt,   in   ihrem  weiteren  Verlaufe  zugleich  nirgend 
die  äussere  WTölblinie  überschreiten.     Es  darf  also  der  zur  Ver- 
hinderung des   Umkippens   nach   innen   erforderliche   Horizontal- 
drück nicht  grösser  sein  als  der  kleinste  Horizontaldruck,  welcher 
in  Bezug  auf  irgend  eine  andere  Fuge  schon  ein  Umkippen ,  nach 
aussen  liin  bewirken  würde.     In   der  Kegel   wird  es  die  Wider- 
lagerfuge sein,   in  Bezug  auf  welche  das  Umkippen  nach  aussen 
bin  am  leichtesten  möglich  ist.   Diesen  Fall  vorausgesetzt,  würde 
das  Gewölbe  also  an   der   Grenze   der   Stabilität  sich   befinden, 
*enn  der  in  Bezug  auf  die  Bruchfuge  als  erforderlich  gefundene 
Horizontaldruck  gerade  gross  genug  wäre,  um  die  ganze  Gewölb- 
hälfte  um    den    äusseren    Endpunkt    der    Widerlagerfuge    nach 
aU6sen  hin  umzukippen,   in  welchem  Falle  die  jenem  Horizontal- 
druoke  entsprechende  Stützlinie  die  Form   CJEJXD  (Fig.  301) 
annehmen,    und    der    etwaige    Einsturz    in    der   Weise    erfolgen 
*ärde,  dass  die  beiden  Widerlagerfugeu  nebst  der  Scheitelfuge 
*&  der  Innenseite,   die   beiden  Bruchfugen  aber  an  der  Aussen- 
dete anfangen   sich   zu   öffnen.     Die   Stabilität  ist  dagegen  ge- 
schert (d.  h.   ein   Ueberschuss   derselben  vorhanden),   wenn  jene 
StnUlinie   —    wie  in   Fig.  300  beispielsweise  angedeutet  —  zwi- 
äWtoÄ  den  Punkten  A  und  C  durch  die  Widerlagerfuge  hindurch 


314 


Dritter  Abschnitt    Cap.  XIII.    §.  66. 


"vN 


Um 


geht.     In    diesem   Falle   giebt  es   mehr  als  eine  Stützlinie  fiL_ 
den  Gewölbbogen,   und  unter  allen  diesen  möglichen  Stützlinie  : 

wird    es    eine   gebe 
Fi9-  5W-  deren    kleinster    Ab» 

/;  stand  von  den  beiden  3 

Wölblinien  grösser  t^ 
als  bei  den  übrigen 
Die  Grösse  dies^j 
kleinsten  Abstandet 
kann  als  Maass  (Lei 
Stabilität  des  Gewölb- 
bogens  gelten. 


Um  z.  B.  die  Stabilität  eines  unbelasteten  concentrischen  Halbkreisg*. 
wölb  -  Bogens  zu  prüfen ,  hat  man  zunächst  nach  Gleichung  291)  den  unteren 
Grenz werth  des  Horizontaldrucks  zu  bestimmen. 

Der  Hebelarm  des  Horizontaldruckes  H  in  Bezug  auf  den  Punkt  J  ist 
nach  Fig.  302 : 


Fig.  302. 


< — 


/ 


8 


/ 


J 


V 


M 


0 


292)    EM  =  R  -  rcoso 

und  der  Hebelarm  des  Gewichtes  G 
in  Bezug  auf  denselben  Punkt  ist: 

JN=  JM-  NM 

=  r  sin  a  —  Ö  S  sin  \  o. 

Für  die  Grösse  0  8  (als  Schwer- 
punktsabstand  der  Fläche  JE  wm 
Kreismittelpunkte  0)  findet  man  Dieb 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  -  in- 
dem man  jene  Fläche  als  Differeo* 
zweier  Sectorflächen  behandelt  — 
die  Gleichung: 

,««  /JB3-r'\sini« 
05  ~  3  \W=rr)~\*    ' 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form 

293)    J N  =  r sin  a  -  -3  [fiTZT?*') * 

Wenn   ferner  mit  p  das  Gewicht  des  Gewölbbogens  pro  Flächeneinheit 
der  Ringfläche  bezeichnet  wird,  so  ist: 

294)    G=Pj^Zjn±m 

Die  Gleichung  291)  nimmt  nach  Substitution  der  drei  Werthe  292)  994 
294)  die  Form  an: 


295) 
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H=  P  [  3  (R2  -  r2)  V  g  sin  g  -  4  (JB3  -  r3)  (sin  1  a)2  1 
6  L  JB  —  r  cos  g  J ' 

oder,   wenn  darin  ~ statt  (sin|g)J  substituirt,  und  das  Verhältniss 

— -  mit   n  bezeichnet  wird,  die  Form: 

H  _  j?r2   j"  3(n»  -  1)  gsin  g  -  2(n*  -  1)  (1  -  cos  a)  1 
6     L  n  — cosg  J* 

dieser  Gleichung  sind  (nach  Substitution  des  gegebenen  Wert h es  der 
kW  f»)  für  den  Winkel  a  probeweise  die  verschiedenen  Werthe  von  0°  bis 
0°  su  substituiren :  derjenige  Werth  von  a,  für  welchen  H  am  grössten 
vd»  ist  der  Bruch  winkel,  und  der  zugehörige  Werth  von  11  ist  der  untere 
renz^rerth  des  Horizontaldruckes.  Hei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet 
•n  beispielsweise    folgende    zusammengehörige    Werthe    der    drei  Grössen 

»==      1,30  1,25  1,20  1,15  1,10 

« =====   62°  14'  61°  15'  59°  41'  57°  1'  53°  15' 

H  =====  0,1433  p  r2      Ö,1285p  r2      0,1114p  r2      0,09176p  r*      0,06754  p  r2 

tJm  den  kleinsten  Werth  des  Verhältnisses  n  zu  finden,  bei  welchem 
*h  Oleichgewicht  möglich  ist,  hat  man  die  auf  solche  Weise  ermittelten 
Tertia«  VOn  U  zu  vergleichen  mit  derjenigen  Horizontalkraft  K,  welche  in  dem 
unk*^  E  angreifend  dem  Gewichte  der  ganzen  Gewölbhälfte  das  Gleichge- 
rcht  lialten  würde  in  Bezug  auf  Drehung  um  den  äusseren  Endpunkt  C  der 
ITidertagerfage. 

Das  statische  Moment  des  Gewichtes  der  Gewölbhälfte  in  Bezug  auf  den 
buk*  (7ist: 

296)    3H=pr3[jn(n>--l)-4(n3-l)] 

^  Wenn  man  diese  Grösse  dem  Producte  KR  =  Knr  (als  dem  statischen 
Momente  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  denselben  Punkt)  gleichsetzt,  so  erhält 
"^  f ür  K  die  Gleichung: 

297)    K  =  F>[|  (»»-1)  -  if^)]. 

■J*8  Welcher  für  die  beiden  Grössen  n  und  K  z.  B.  folgende  zusammengehörige 
erthe  sich  ergeben: 

*  =      1,30  1,25  1,20  1,15  1,10 

**  =  0,235p  r2      0,1876p  r2      0,14335p  r2      0,1023p  r2      0,06463p  r2. 

Die  Vergleichung  der  für  II  und  K  gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  der 

v^chte  Werth  von  n  zwischen  1,15  und  1,10  liegt,  und  bei  weiterer  Aus- 

r^fUng  der  Rechnung  findet  man,   dass  die  Werthe  von  11  und  K  einander 

eich  werden,  wenn  n  =  1,114  ist,  d.  h.  wenn : 

2r 
R  =  1,114  r,    oder    R  —  r  =  Tfru     ist. 

Das  Gleichgewicht  ist  daher  nur  dann  möglich,  wenn  die  Dicke  des  Ge- 
<*U)ibogen8  mindestens  den  17,544ten   Theil   von   dem  inneren   Durchmesser 

^rselbwi  hetribrt 
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g.  67. 

Frictions  -Verbindungen. 

Die  Druckkräfte,  welche  auf  die  Seitenflächen  eines  zwisck 
zwei   anderen   Körpern  eingeklemmten  Keils  von  diesen  Körpet 
übertragen    werden,    können   höchstens   um   den    Reibungswinlcel 
von   den   Normalen   der   Seitenflächen   abweichen.      Die  Winkel, 
um  welche  eine  rechtwinkelig  zur  Halbiruugslinie  des  Convergenz- 
winkels  der  Seitenflächen  gelegte  gerade  Linie  NN  von  den  Nor- 
malen der  letzteren  abweicht,  sind  dem  halben  Convergenzwinkel 
des   Keiles   gleich   (Fig.  303).      Wenn    dieser   halbe   Convergenz- 

winkel  a   gerade   gleich   dem  Reibungswiniel 

Fig.  303.  ^  wäre,  so  würde  also  jene  Normale  NN  die 

!  einzige  mögliche  Richtung  für  die  Drucklinie 

bilden.     Wenn   dagegen  a  kleiner  ist  als  cp  •» 

:J\  so  ergiebt  sich   ein   gewisser   Spielraum  fii^ 

die  möglichen  Richtungen  der  Drucklinie,  in- 
sofern dieselbe  alsdann  nach  beideu  Seite« 
hin  um  eine  gewisse  Grösse  von  der  Richtum  fi 
NN  abweichen  kann,  ohne  die  durch  de?« 
Reibungswinkel  bedingten  Grenzen  zu  über- 
schreiten. Mau  findet  den  geometrischen  Ox"* 
für  alle  Richtungen,  welche  (bei  hinreichende?! 
Ausdehnung  der  Berührungsflächen)  die  Druck- - 
linie  möglicherweise  annehmen  kann,  indem  man  den  Winkel: 

298)     e  =  ?  —  a 

von  der  Normalen  NN  aus  nach  beiden  Seiten  hin  abträgt  I>»< 
beiden  auf  solche  Art  gefundenen  Richtungen  A  C  und  B  J) 
weichen  resp.  bei  A  und  D  um  den  Reibungswinkel  <p  von  dt^n 
Normalen  der  betreffenden  Seitenflächen  ab,  und  bilden  i** 
Grenz-Richtungeu,  bis  zu  welchen  die  Drucklinie  von  der  RichUi*»l 
NN  sich  entfernen  kann. 

Es   soll  der  Einfachheit  wegen  in  Bezug  auf  den  Punkt  A 
als  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinie  mit  ihrer  Normalen, 
eine  solche  Form  und  Lage  des  Keiles  vorausgesetzt  werden,  bö 
welcher  die  in  dem  Punkte  M  einander  durchkreuzenden  Linien 
der  gross ten  Abweichung  die  Berührungsflächen  in  ihren  GreD* 
punkten  A,  B,  C,  D  treffen,  der  Kreuzungspunkt  M  kann  alsdann 
abkürzungsweise  der  Mittelpunkt  des  Keiles  genannt  werden. 
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g.  304. 


astruction  des  nach  Gleichung  298)  zu  bestimmenden 
ann  —  in  analoger  Weise  wie  im  §.  61  die  Construc- 
bungswinkels  <p  —  benutzt  werden  zur  geometrischen 
ichung  der  Gleichgewichtsbedingungen  für  ein  be- 
igen-Paar,  welches  auf  die  in  Fig.  304  (als  Aufriss) 
)5   (als  Grundriss)   angedeutete   Art  an   zwei   neben 

einander  stehenden  Verticalständern 
aufgehängt  ist  mittelst  keilförmiger 
zu  beiden  Seiten  der  Kreuzungs- 
stellen eingeschobener  Querstangen. 
Wenn  man  auf  der  Halbirungslinie 
des  Kreuzungswinkels  in  den  Mittel- 
punkten M  und  Mx  der  Keil-Quer- 
schnitte Normalen  errichtet  und  von 
diesen  Normalen  aus  die  Winkel  e 
abträgt,  so  bilden  die  auf  solche 
Weise  gefundenen  Linien  MO  und 
M ,  O  die  Grenz-Richtungen ,  bis  zu 
welchen  die  Druck -Richtungen  W 
und  Wx  von  jenen  Normalen  ab- 
weichen können.  Der  Durchschnitts- 
punkt 0  bildet  daher  den  Grenz- 
punkt, bis  zu  welchem  die  Vertical- 
Ebene  der  Belastungen  Q  den  Ver- 
ticalständern genähert  werden  kann, 
ohne  dass  ein  Gleiten  des  Stangen- 
Paares  eintritt.  (Die  Stangen  selbst 
sind  hier  wie  früher  als  gewichtlos 
betrachtet.) 

in  dem  ersten  beweglichen  Stangen-Paare  ein  zweites, 
sem  wiederum  ein  drittes  Stangen -Paar  in  gleicher 
»hängt  ist,  so  können  die  Gleichgewichtsbedingungen 
erholung  des  obigen  Constructionsverfahrens  auf  die 
angedeutete  Art  geometrisch  dargestellt  werden.  Von 
dinittspunkten  O ,  O, ,  Ot  bildet  der  am  weitesten 
tnde  den  Grenzpunkt,  bis  zu  welchen  die  Vertical- 
Belastung  den  Verticalständern  höchstens  genähert 
f,  wenn  an  keiner  Kreuzungsstelle  ein   Gleiten  ein- 


^r.  305. 
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Das  gleiche  Constructionsverfahren  lässt  sich  auch  auf  d< 
in  Fig.  307  dargestellten  Fall  anwenden.     Wenn   von  den  v< 

schiedenen  —  wie  in  dem  vorige 


Fig.  306. 


Falle  zu  construirenden  —  DurcHi 
schnittspunkten    O,    Of  .  .  .   d   .- 
am  weitesten  von  der  Mitte  en 
fernt    liegenden    gerade   in   d_ 
Verticalen  der  Stützpunkte  A, 
hineinfallen  —  wie  in  der  Fig^j 
angegeben   —    so    befindet  ske 
das    Stangen  -  System     an    d^: 
Grenze  des  Gleichgewichtszustan- 
des.   Je  grösser  die  Längen  der 
unteren    Stangen  -  Paare   und  je 
grösser  in  Folge  dessen  die  Ent- 
fernungen   der    Stützpunkte  von 
der  Mitte   sind,    um   so  grösser 
wird  die  Sicherheit  der  Stabilität. 
Wenn  dagegen  die  unteren  Stan- 
gen -  Paare   kürzer  wären  als  in 
der  Figur  angegeben,  so  wurde 


das  Gleichgewicht  nicht  mehr  möglich  sein. 

Fig.  307. 
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Capitel  UT. 

Wirkung  der  Reibnngswiderstände  bei 

rotirenden  Körpern. 

§.  68. 
Bedingungen  der  gleichförmigen  Drehbewegung. 

Nach  der  im  §.  36  gegebenen  Erklärung  befindet  sich  ein 
im  von  materiellen  Punkten  im  Gleichgewichtszustande,  wenn 

*  einzelne  materielle  Funkt  desselben  im  Gleichgewichts- 
tnde  sich  befindet,  d.  h.  wenn  an  jedem  einzelnen  materiellen 
rte  die  Mittelkraft .  sämmtlicber  auf  denselben  wirkenden 
te  Null  ist.     Jeder  materielle  Punkt  eines  gleichförmig  um 

feste  Achse  sich  drehenden  Körpers  bewegt  sich  gleichförmig 
a  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  gleich  der 
ernung  des  Punktes  von  der  Drehachse  ist.     Bei  einem  in 
hförmiger  Kreisbewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  ist 
§.  24  die  Mittelkraft  sämmtlicher  wirkenden  Kräfte  unter 
t  Umständen  gleich  der  Centripetalkraft  (Gleichung  64),  folg- 
von  Null  verschieden.    Es  befindet  sich  also  in  dem  gleich- 
ig rotirenden  Körper  keiner  von  den  ausserhalb  der  Drehachse 
nden    materiellen  Punkten  im   Gleichgewichtszustande,    und 
daher  nach  der  gegebenen  Definition  auch  der  ganze  Körper 

*  als  ein  im  Gleichgewichtszustande  befindliches  System  be- 
btet werden  —  wenn  auch  die  Drehbewegung  eine  gleich- 
ige ist. 

Der  Bewegungszustand  des  gleichförmig  rotirenden  Körpers 
l  indessen  auch  aufgefasst  werden  als  relativer  Ruhezustand  in 
ig  auf  einen  Raum,  welcher  die  gleiche  Drehbewegung  ausfuhrt, 
st  daher  nur  nötliig,  nach  der  im  §.  35  gefundenen  Regel  an 
u  einzelnen  materiellen  Punkte  die  Centrifugalkraft  den 
tigen  wirkenden  Kräften  noch  hinzuzufügen,  um  zu  erreichen, 
nunmehr  auf  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt,  folglich 
i  auf  den  ganzen  Körper,  die  Bedingungen  des  absoluten 
chgewichts  .angewendet  werden  dürfen. 
Bei  einem  gleichförmig  um  eine  bestimmte  Achse  sich 
landen  Körper  bilden  die  wirklich  vorhandenen  Kräfte  mit 
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den  Centrifugalkräften  der  einzelnen  materiellen  Punkte  i 
sammen  ein  Kräfte -System,  welches  den  allgemeinen  Gleiehj 
wichtsbedingungen  entspricht. 

Die  Centrifugalkräfte  sind  nach  §.  35  anzusehen  als  Kräf 
welche  in  den  Richtungen  der  Drehungshalbmesser  nach  aura 
wirken,  ihre  Richtungslinien  schneiden  die  Drehachse,  ihre  sta 
sehen  Momente  in  Bezug  auf  die  Drehachse  sind  daher  sämmtli 
gleich  Null.  Denkt  man  sich  die  Drehachse  des  Körpers  dui 
Widerstände  fester  Punkte  —  etwa  durch  Gegendrücke  fesi 
Zapfenlager  —  derartig  festgehalten,  dass  nur  von  einer  Art  < 
Veränderung  des  Bewegungszustandes,  nämlich  von  Aenderung 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit,  die  Rede  sein  kann,  so  redne 
sich  die  Zahl  der  in  Betracht  kommenden  Gleichgewichts! 
dingungen  auf  eine  einzige,  nämlich  diejenige,  welche  ausdrücl 
dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämm 
lieber  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  Null  sein  muss.  0 
nun  die  Centrifugalkräfte  zu  dieser  Momenten-Summe  keine  Be: 
träge  liefern,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Bedingung  der  Gleict 
förmigkeit  der  Drehbewegung  identisch  mit  der  Bedingung  fi 
die  Fortdauer  des  absoluten  Ruhezustandes,  also  ganz  unabhingi 
von  der  Geschwindigkeit  der  Drehbewegung. 

Was  dagegen  die  von  den  festen  Zapfenlagern  geleistete 
Gegendrücke  betrifft,  durch  welche  die  Drehachse  in  unverifflta 
lieber  Lage  erhalten  wird,  so  wird  deren  Grösse  im  Allgemeine 
durch  die  Grösse  der  Drehgeschwindigkeit  wesentlich  beeinflu 
insofern  die  zur  Bestimmung  jener  Drücke  anzuwendenden  Glekl 
gewichts  -  Bedingungsgleichungen  auch  die  Centrifugalkräfte  en 
halten,  und  diese  letzteren  von  der  Drehgeschwindigkeit  abhinge 
Denkt  man  sich  jedoch  die  Masse  des  Körpers  um  die  Drehtet) 
herum  vollkommen  symmetrisch  vertheilt,  in  der  Weise  also,  da 
jedem  einzelnen  materiellen  Punkte  ein  anderer  von  gleich 
Masse  in  gleichem  Abstände  von  der  Drehachse  gegenüberlie| 
dessen  Centrifugalkraft  die  des  ersteren  aufhebt,  so  bilden 
diesem  Falle  die  (je  paarweise  einander  aufhebenden)  sin 
liehen  Centrifugalkräfte  ein  Kräfte-System,  welches  für  sich  alle 
schon  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügt,  und  müssen  dab 
die  wirklich  vorhandenen  Kräfte  für  sich  allein  ebenfalls  ein  d 
Gleichgewichtsbedingungen  entsprechendes  Kräfte -System  bilde 
Bei  solcher  Massenvertheilung  sind  demnach  die  Bedingungen  A 
relativen  Gleichgewichts  in  jeder  Beziehung  identisch  mit  deoe 
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des  absoluten  Gleichgewichts,  folglich  auch  jene  Gegendrücke  voll- 
kommen unabhängig  von  der  Drehgeschwindigkeit  und  ganz  wie 
bei  dem  ruhenden  Körper  zu  bestimmen. 

Die  Untersuchung  des  Einflusses  der  Gentrifugalkräfte  bei 
unsymmetrischer  Massenvertheilung  bleibt  einem  späteren  Ab- 
schnitte vorbehalten.  Bei  den  hier  folgenden  Untersuchungen 
werden  ausschliesslich  solche  Fälle  vorausgesetzt,  in  denen  wegen 
Gleichgewichts  der  Centrifugalkräfte  es  überhaupt  nicht  erforder- 
lich ist,  auf  das  Vorhandensein  der  Drehbewegung  irgend  Rück- 
sicht zu  nehmen. 

§.69. 
Zapfenreibung. 

Zwei  auf  einen  festen  Körper  wirkende  Kräfte -Paare  halten 
einander  im  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Momente  gleich,  und  ihre 
Drehungsrichtungen  entgegengesetzt  sind.  Nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Erklärung  wird  also  die  Drehbewegung  des 
rotirenden  Körpers  eine  gleichförmige  sein,  wenn  sämmtliche  auf 
denselben  wirkende  Kräfte  zwei  Kräfte-Paare  bilden  von  gleichen 
Momenten  und  entgegengesetzten  Drehrichtungen.  Umgekehrt: 
wenn  ausser  einem  bestimmten  Kräfte -Paare  Z,  K  noch  andere 
Kräfte  auf  den  rotirenden  Körper  wirken,  so  erfordert  die  Be- 
dingung der  Gleichförmigkeit  der  Drehbewegung,  dass  diese 
übrigen  Kräfte  zusammen  ebenfalls  ein  Kräfte -Paar  bilden  von 
gleichem  Momente  und  entgegengesetzter  Drehungsrichtung. 

Hiernach  lässt  sich  das  Moment  SO?  =  Kl  des  treibenden 
Kräfte-Paares  bestimmen,  welches  gerade  ausreicht,  um  die  Dreh- 
bewegung einer  horizontalen  Welle  vom  Gewichte  G  trotz  der 
Zapfenreibungswiderstände  gleichförmig  zu  erhalten.  Es  soll  an- 
S^tommen  werden,  dass  ausser  den  drei  Kräften  ÜT,  Z,  6?  nur  noch 
diejenigen  Kräfte  wirken,  welche  von  den  cylindrischen  Zapfen- 
kgern  auf  die  cylindrischen  Oberflächen  der  Zapfen  übertragen 
**rden,  und  dass  die  letzteren  ohne  geklemmt  zu  sein  (also  mit 
^em  gewissen  beliebig  klein  zu  denkenden  Spielräume)  in  den 
**8fcrn  sich  drehen.  Die  Mittelkraft  W  der  von  den  Zapfenlagern 
***  die  Welle  übertragenen  Kräfte  bildet  eine  zu  jenen  drei 
Gräften  noch  hinzukommende  vierte  wirkende  Kraft  und  muss  mit 
(ler  Kraft  G  zusammen  ein  Kräfte -Paar  bilden,  folglich  eben  so 
8*088  sein  als  G  und  vertical  aufwärts  wirken. 

Btttar,  Mechtnik.  21 
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Die  Kraft  W  kann  angesehen  werden  als  die  Mittelkraft 
dem  normal  gegen  die  Zapfenoberfläche,  also  in  der  Richtung 
Zapfenhalbmessers  wirkenden  Gegendrucke  N  und  dem  in  tang 
tialer  Richtung  wirkenden  Reibungswiderstande  /  N.  N 
Gap.  XIII  weicht  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und  Reibun 
widerstand  stets  um  den  Reibungwinkel  <p  von  der  Richti 
der  Normalen  ab,  sobald  —  wie  hier  —  ein  wirkliches  Gleit 
stattfindet.  Die  Mittelkraft  W  wird  also  nur  dann  vertical  u 
wärts  gerichtet  sein,  wenn  die  Berührung  zwischen  dem  Zapfe 
lager  und  der  Zapfenoberfläche  an  derjenigen  Stelle  P  des  Zapft 
umfangs  stattfindet,  deren  Halbmesser  0  P  um  den  Reibungswinl 
<p  von  der  Verticalen  abweicht  (Fig.  308).    Der  Hebelarm  des  a 

den  beiden  Kräften  G  und 


Fig.  308. 


W\=G 


(=  G)  bestehenden  Kräftepaft 
ist  also  0  P .  sin  <p ,  und  es 
giebt     sich     für    das    Mom 
ÜW  =  Kl  des  treibenden  Krä 
Paares  die  Gleichung: 

299)    3ß  =  G  .  p  .  sin  <p. 

Das  auf  der  rechten  & 
dieser  Gleichung  stehende  P 
duet  wird  das  Moment 
Zapfenreibungswiderstandes 
nannt.  In  der  Regel  ist  « 
Reibungswinkel  <p  so  klein,  dass  man  den  Unterschied  zwiscl 
8inv(p  und  tg  <p  vernachlässigen,  und  ohne  Bedenken  sincp  mit  d 
Reibungscoefficienten  /  vertauschen  darf.  Da  der  genaue  We; 
des  Reibungscoefficienten  ohnehin  nicht  zu  ermitteln  ist  (§.  fi 
so  kann  das  Moment  des  Zapfenreibungswiderstandes  für  < 
Praxis  hinreichend  genau  bestimmt  werden  uach  der  Gleicbui 

300)     3W=/Gp. 

Dieser  Vertauschung  entspricht  die  Vernachlässigung  « 
Unterschiedes  zwischen  den  Grössen  der  Kräfte  N  und  6,  a 
die  Annahme,  dass  der  normale  Gegendruck  N  der  Zapfenl&l 
nur  wenig  verschieden  ist  von  dem  Gewichte  der  Welle.  We 
also  dieser  normale  Gegendruck  N  —  anstatt  von  dem  Gewicl 
der  Welle  —  von  irgend  einer  anderen  in  gleicher  Weise  "W 
kenden  Kraft  2>,  welche  der  Zapfendruck  genannt  werden  » 
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wird,  so  ergiebt  sich  in  analoger  Weise  für  das 
apfenreibungswiderstandes  die  Gleichung: 

301)     Wl=fDP. 

nt  des  Zapfenreibungswiderstandes  ist  gleich  dem 
drei  Factoren:    Reibungscoefilcient,   Zapfendruck, 
jer. 

sich  die  Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes 
m  durch  ein  Gewicht  /#,  welches  an  einem  tun 
rickelten  Faden  hängend  von  dem  drehenden  Kräfte- 
iwunden  wird  (Fig.  309).  Die  Geschwindigkeit  v, 
mit  welcher  dieses  Gewicht  steigt,  ist 
'•.  gleich  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher 

der  Faden  sich  aufwickelt,  also  gleich  der 
Umfangsgeschwindigkeit  des  Zapfen.  Die 
J^  zum  gleichförmigen  Heben  dieses  Ge- 
wichtes in  jeder  Zeiteinheit  erforderliche 
mechanische  Arbeit  ist  qlso: 

302)     %=fDv. 

Ebenso  gross  ist   auch   die   mechanische 
Arbeit,  welche  die  zum  Ueberwinden  des 
Zapfenreibungswiderstandes  erforderliche 
Drehkraft    in   jeder    Zeiteinheit   zu  ver- 
richten hat,  oder  die  mechanischse  Arbeit, 
welche  durch    den    Zapfenreibungswider- 
Zeiteinheit  conBumirt  wird.  Wenn  die  Geschwindig- 
rn  pro  Secunde,  und  der  Zapfendruck  D  in  Kilo- 
idrückt  wird,  so  erhält  man  aus  Gleichung  302)  den 
3  in   „Meterkilogrammen  pro  Secunde".    Bei  Be- 
lirbeitsleistungen  der  Maschinen  pflegt  man  eine  in 
geleistete   Arbeit  von  75  Meterkilogrammen  eine 
nennen : 

erdekraft  =  75  Meterkilogramm  pro  Secunde. 

Arbeitsverlust  in  Pferdekräften  ausgedrückt  zu  er- 
man  die  aus  Gleichung  302)  gefundene  Zahl  noch 
ividiren  haben. 

der  Zapfendruck  B  =  10000  KU.  und  der  Reibungscoefficient 
80  würde  jenes  in  Fig.  309  den  Zapfenreibungswiderstand 
rewicht  die  Grösse  haben: 

fJD  =  0,08  .  10000  =  800  Kil. 

21* 
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leichung  304)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


306)    aß  =  jDp-?JL2|_. 

J  r   2  sin  8 


Fig.  311. 


Wenn  der  Reibungswinkel  _<p  sehr 
klein  ist,  so  kann  man  statt  sin2<p 
auch  2sin<p  oder  2tg<p  setzen,  und 
für  practische  Anwendungen  hin- 
reichend genau  das  Moment  des 
Zapfenreibungs  -  Widerstandes  be- 
stimmen nach  der  Gleichung: 

307)    2R  =  -X^Dp, 

'  sin  8       r 

welche  nach  der  in  Gleichung  220) 
eingeführten  Bezeichnungsweise  die 
Form  annimmt: 

308)     3ß  =ftD9. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  für  cylindrische  Zapfenlager 
denen  Gleichungen  301)  und  302)  auch  für  keilnuthenförmige 
mlager  gelten,  sobald  in  jenen  Gleichungen  statt  des  ge- 
liehen Reibungscoefficienten  /  der  in  §.  60  für  Bewegung  in 
uthen  gefundene  Reibungscoefficient  fx  substituirt  wird.  Da 
iner  grösser  ist  als/,  so  sind  bei  keilnuthenformigen  Zapfen- 
i  sowohl  Moment  als  mechanische  Arbeit  der  Zapfen- 
ag  stets  grösser  als  bei  cylindrischen  Lagern. 

?eon  z.  B.  der  Convergenzwinkel  2  8  =  60°,  also  sin  h  =  \  wäre ,  so 
f\  xt=  ^/»  folglich  sowohl  Moment  als  mechanische  Arbeit  der  Zapfen- 
%  gerade  doppelt  so  gross  als  beim  cylindrischen  Zapfenlager  sein.  Für 
Torigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Werthe  /=  0,08,  B  =  10000  KU., 
■,075,  n  =  6  erhielte  man  z.  B.  /,  B  =  1600  KU.  und 

g  =  75mk,36  =  1,005  Pferdekr&fte. 

¥enn  der  Zapfendruck  D  in  der  Richtung  der  Achse  wirkt 
ktt  rechtwinkelig  zu  derselben  —  und  die  ebene  ringförmige 
iche  des  Zapfen  die  Reibungsfläche  bildet,  so  entwickelt  sich 
lern  einzelnen  Theile  dieser  Fläche  ein  Reibungswiderstand 
estimmter  Grösse,  und  das  von  dem  treibenden  Kräfte-Paare 
'erwindende  Moment  der  Zapfenreibung  ist  gleich  der  Summe 
Momente  aller  dieser  einzelnen  Widerstände  zu  setzen 
312  und  Fig.  313).  Der  Halbmesser  R  der  äusseren 
berie  ist  der  grösste,  und   der  Halbmesser  r  der  inneren 
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Peripherie    ist   der  kleinste  von   den   verschiedenen  Hebelan: 
an    welchen    diese    Reibungs  widerstände    wirken.     Das    gesm 
Moment  SR  muss  also  zwisc 
Fig.  312.  den  Grenzwerthen  fDR 

fDv  liegen,  welche  man 
halten  würde,  wenn  man 
gemeinschaftlichen  Hebelt 
aller  Reibungswiderstände 
eine  Mal  den  grössten  Hei 
arm  R,  das  andere  Mal  i 
kleinsten  Hebelarm  r  annäht 
es  kann  daher  bestimmt  « 
den  nach  der  Gleichung: 
309)  W  =fD?, 
worin  p  eine  noch  näher 
bestimmende  zwischen  .Rui 
liegende  Grösse  bezeich 
welche  von  der  Art  der  Dn 
vertheilung  abhängt 

Wäre  der  Druck  gl« 
förmig  über  die  ganze  Ri 
dache  vertheilt,  so  wo 
die  Abnutzung  der  reiben 
Flächen  eine  ungleichförs 
sein,  weil  die  Geechwini 
keit  des  Gleitens  an 
äusseren  Peripherie  grösser  ist  als  an  der  inneren.  In  F< 
dieser  ungleichförmigen  Abnutzung  würde  der  Druck  aa 
äusseren  Peripherie  alhnälig  abnehmen,  an  der  inneren  Periphi 
zunehmen,  und  diese  Aenderung  in  der  Druck  vertheilung  wü 
sich  so  lange  fortsetzen,  bis  der  Einmiss  des  Unterschiedes 
Geschwindigkeiten  durch  den  Einfhiss  des  entstandenen  Dm 
Unterschiedes  neutralisirt  wird.  Sobald  diese  Ausgleichung  < 
getreten  ist,  wird  die  fernere  Abnutzung  überall  gleichmä 
stattfinden,  und  in  der  Druckvertheilung  keine  weitere  Aenden 
mehr  erfolgen.  Man  darf  annehmen,  dass  bei  solcher  Druck* 
theilung  die  pro  Flächeneinheit  wirkenden  Drücke  im  um 
kehrten  Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  stehen ,  dass  a 
zwei  Flächentheilchen  a  und  A  gleichen  Druck  empfangen,  w" 
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r   Grossen verhäl tn ins   dem   umgekehrten  Verhältniss  ihrer  Ent- 
iiungen  von  der  Drehachse  gleich  ist. 

Denkt   man   sich   die  ganze   Kingfläche  auf  die  in  Fig.  313 

gedeutete  Art  zerlegt  in  unendlich  schmale  concentrische  Ringe 

i  gleichen  Breiten,   und  aus  diesem  Riugsystem  den  unendlich 

inen   Sector  Fig.  314  herausgeschnitten,   so  findet  man,   dass 

die  Mittelkraft  von  den  beiden  gleich 

Mg.  314.  grossen   in   den  Flächentheilchen  a  und 

A  wirkenden  Reibungswideratändeu  den 

Abstand    derselben   halbirt,    dass   also 

diese    beiden    Reibungswiderstände  ge- 

~~=J?    rade  so  wirken,  wie  wenn: 


320)    p  = 


R±r 


ihr  gemeinschaftlicher  Hebelarm  wäre. 
Das    Gleiche    lässt   sich    in   Bezug   auf 
übrigen  Paare  von  Flächen-Elementen  nicht  nur  dieses  einen, 
d«m    auch    aller    übrigen    Sectoren    nachweisen.     Es  wirken 
ier  bei   einem    ringförmigen   Stützzapfen    die    Reibungswider- 
ade gerade   so ,   wie   wenn  der  ganze  Zapfendruck  D  auf  eine 
si&linie  sich  concentrirte,  deren  Halbmesser  dem  arithmetischen 
ttel  des   äusseren   und   inneren   Halbmessers  gleich   ist.     Das 
Moment   des  Zapfen r ei bungswider- 
Ftg.  315.  Standes  für  einen  solchen  Stütz- 

zapfen ist  also: 

311)    ä»=/Z>  (-?+!.). 

Für  den  Fall,  dass  die  Reibung« 
fläche  eine  volle  Kreisfläche  bildet, 
hat  man  r  =  0  zu  setzen,  und  er- 
hält: 

312)     2R=/D-^. 


'*$'  Wären  die  Reibungsflächen  — 

wie  in  Fig.  315  angedeutet  —  mit 

centrischen  Keilnuthen  vom  Convergenzwiukel  2  6  versehen,  so 

•de   statt   deB  Reibungscoefficienten  /  der  Reibungscoefficieut 
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für  Keilnuthen- Flächen  /,  =  —?—=■   zu   setzen   sein,    und  ma.-» 

■"         sm  S  ' 

erhielte  die  Gleichung: 


313)   m  ■■ 


Fig.  316. 


Da   nach    §.  60  die  Grösse 
rtg.  dlo.  ,je8  ReibungswiderBtandes  unab- 

hängig ist  von  der  Anzahl  der 
neben  einander  liegenden  Keil- 
nuthen, «o  würde  diese  Gleichung 
auch  dann  noch  gültig  bleiben, 
die  ganze  Lagerfläcic 
durch  eine  einzige  Keilnuth  ge- 
bildet würde.  Denkt  man  sich 
alsdann  die  innere  Wand  dieser 
Keilnuth  hin  weggenommen,  so 
fj°/  erhält  man  die  Form  deB  kom- 

schen  Stützzapfen,  für  welchen 
Fia   311  ebenfalls    die    obige    Gleichung 

noch  richtig  bleibt 

Um  auf  directum  Wege  je» 

' "      ~        -    \t  Gleichung     abzuleiten,     würde 

/, ,-.--"':-  """"nNT-,  man  in  Fig.  316  die  algebraische 

1 1  f  y     \  N  \  Summe    der    in    der    Achsen- 

1  i  t^ärf  ""'''.       I  I  '  richtung  wirkenden  Kräfte,  turi 

Vk\"  tfJ  '  i  in    FiS-  317     ^e    algebraische 

}Aj- — -*\,' '  ■/  Summe  der. statischen  Momente 

fN'  ^^--7"*  in    Bezug    auf    die   Dren*cb* 

gleich    Null    zu    setzen   haben, 

woraus  sich  die  beiden  Gleichungen  ergeben: 

314)  D  =  2(ATsinö)  =  sin82(tf) 

315)  W  =  2(fN?)=f92(N). 

Durch    Elimination    der    Grösse  £  (N)   erhält  man  hieraus  d'e 
Gleichung: 

Dass   auch   hier  die  lleilmugs  widerstände  gerade  eo  wirken,  wie 
wenn  der  Zapfeiuhuck  auf  die  mittlere  Kreislinie  vom  Halbmesser 


eich  concentrirte,  lasst  sicli  auf  dieselbe  Art,   wie  oben 
;  auf  den  ebenflächig  begrenzten  Stützzapfen  geschehen, 


§•70. 

FrictionBrollen. 

Hittelkraft  W  der  beiden  von  den  Frictionsrollen  ge- 
Gegendrücke Wt,  W,  bildet  mit  dem  Zapfendrucke  D 
m  dasjenige  Kräfte-Paar,  welches  dem  treibenden  Kräfte- 
_  entgegenwirkt;  es  ist  also  nach  Fig.  318  zu  setzen: 

3i7)  an .=  w.ön. 

Statt  des 
statischen  Mo- 
mentes der 
Mittelkraft  W 
kann  die  Sum- 
me der  stati- 
schen Momen- 
te ihrer  bei- 
den Seiten- 
kräfte Wt,  Wt 
gesetzt  wer- 
den, deren  je- 
de au  dem  He- 
belarme p  sin  e 
wirkt ,  also 
ist: 
318)    W  =  (Wt-\-  Wa)  p  sin«. 

der  m  Fig.  318  angedeuteten  Parallelogramm-Construc- 
sben  Bicb  die  Werthe  W,  =  D  cos  e  und  W7  =  _>  sin  e 
i  Substitution  derselben  erhält  man  die  Gleichung: 

319)     2K  =  D  p  sin  s  (cos  e  -f-  sin  e). 

Bestimmung  des  Winkels  e  dient  die  aus  dem  Dreieck 
ch  ergebende  Gleichung: 

r  sin  e  ,  r 

__  ______      oder      sin  e  =  -=-  sin  <p. 


y> 
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Da  e  kleiner  ist  als  <p,  so  kann  bei  kleinen  ReibungswinkeL^^ 
der  Factor  (cos  e  -f-  sin  e) ,  als  wenig  von  Eins  verschieden,  ve*^^ 
nachlässigt    werden,    und    wenn    man    ausserdem  /  statt   sin 

(also  annähernd  sine  =/-=-  J  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichun 

321)    3ß=/-J-Dp. 

Die  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  dem  in  Gleichung  30lj 
gefundenen  zeigt,  dass  durch  die  Frictionsrollen  die  Wirkung  der 
Zapfenreibungswiderstände  vermindert  wird  im  Verhältniss: 

Frictionsrollen  -  Zapfen  -  Halbmesser 

Frictionsrollen-Halbmesser. 

BeiderinFig.319 
Fig.  319. 


r 


dargestellten  Lage 
der  beiden  Fric- 
tionsrollen ergiebt 
sich  für  das  Mo- 
ment des  treibe»- 
den  Kräfte  -  Paar**» 
die  Gleichung: 

322)    STO  =  t) 
Der  Hebelarm 
ist     auf      diesel 
Weise  wie  in  Fig.  3 
zu  bestimmen. 
Gleichung  305) 
giebt  sich  —  w« 
darin  <p  mit  e  vertauscht  wird  —  der  Werth: 

82ä>*  =  'TOT. 

und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  die  Gleichung: 

324) 


31 
us 


nn 


_         n      sin2e 
r   2  sm  8 


worin   der   Winkel   e   wiederum   nach   Gleichung   320)  bestimmt 
werden  kann. 

Die  beiden  Gleichungen  306)  und  324)  unterscheiden  eich 
nur  dadurch  von  einander,  dass  in  ersterer  <p,  in  letzterer  e  steht 
Um   also  eine   für  praktische   Anwendungen   hinreichend  genaue 


N 


Hirn'sche  Reibungswage. 
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uchung  zu  erhalten ,  hat  man  nur  in  Gleichung  307)  statt  / 
i  Werth/-1^-  zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Gleichung: 

che  zeigt,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  319  dargestellten  Art  der 
Sendung  von  Frictionsrollen  die  Wirkung  der  Reibungswider- 


nde  vermindert  wird,  sobald 


kleiner  ist  als  Eins. 


sin  8    R 

Wäre  z.  B.  2  8  =  60°  (also  sin  8  =  \)  und  -~  =  -^ ,  so  würde  durch 

Frictionsrollen  sowohl  das  Moment  als  auch  die  mechanische  Arbeit  des 
»fenreibungswiderstandes  auf  den  fünften  Theil  reducirt. 


§.  71. 

Hirn'sche  Reibungswage. 

Wenn  der  Gegendruck  W  des  rotirenden  Zapfen  dem  Total-, 
richte  G  des  belasteten  Wagebalken  das  Gleichgewicht  halten 
I,  so  muss  die  Richtungfclinie  der  Kraft  G  durch  die  Be- 
trtmgsstelle  der  beiden  Körper  hindurchgehen ,  also  nach  §.  69 
der  Entfernung  p  sin  cp  am  Mittelpunkte  des  Zapfenkreises  vor- 
gehen (Fig.  320).     Bei  symmetrischer  Lastvertheilung  würde 

Fig.  320. 


<; 


3 


*  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  der  Verticalen  des  Zapfenmittel- 
**ites  liegen,  und  die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
*Hte  8ämmtlicher  Gewichte  in  Bezug  auf  den  Zapfenmittelpunkt 
&ch  Null  sein.  Durch  Hinzufügen  eines  Uebergewichts  p  an 
'T  linken  Seite   lässt  sich  erreichen,   dass  der  Schwerpunkt  um 
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die  Grösse  p  sin  <p  seitwärts  rückt.  Das  statische  Moment  de 
Mittelkraft  G  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  statische 
Momente  aller  einzelnen  Gewichte,  und  die  letztere  reducirt  sie 
auf  das  statische  Moment  des  Uebergewichts  p.  Es  ergiebt  si^ 
also  nach  Fig.  320  die  Gleichung: 

326)   pl  =  G  p  sin  <p  oder   sin  <p  =  f -lr  )  ( — ) » 

aus  welcher  der  Zapfenreibungscoefficient  berechnet  werden  kaoj 
wenn  die  Gewichte  p  und  6  durch  directe  Beobachtung  bestiung 
wurden.  Wegen  Kleinheit  des  Unterschiedes  zwischen  Sinus  unc 
Tangente  des  Reibungswinkels  kann  übrigens  —  wie  schon  im 
§.  69  bemerkt  —  die  Grösse  sin  <p  ohne  Bedenken  mit  den 
Reibungscoefficienten  selbst  verwechselt  werden. 

Wäre  z.B.  p  =  0»  06,    l  =  1»    und    G  =  1000  KiL,  p  =  0,5  Kfl.  g* 
funden,  so  ergäbe  sich  für  den  Reibungscoefficienten  der  Werth: 

/  =  _M l_  =  ooi 

7         1000        0,05  ' 

§•  72. 

Bewegung  eines  von  rotirenden  Cylindern  unterstützten 

Körpers. 

Gleichförmige  Bewegung. 

Um  einen  auf  ruhender  horizontaler  Unterlage  ruhenden  Körper 
vom  Gewichte  G  in  Bewegung  zu  versetzen,  dazu  bedarf  es  einer 
Kraft,  welche  mindestens  so  gross  als  der  dem  Drucke  ff  ent- 
sprechende Reibungswiderstand  fG  sein  muss.  Um  dagefp* 
einen  auf  bewegter  Unterlage  ruhenden  Körper  in  Bewegung  & 
versetzen,  dazu  ist  die  kleinste  Kraft  schon  ausreichend.  Den0 
der  ruhende  Körper  ist  im  letzteren  Falle  bereits  in  relativer 
gleitender  Bewegung  in  Bezug  auf  seine  Unterlage  begriffen;  d* 
mit  dem  Gleiten  verbundenen  Reibungswiderstände  sind  al* 
schon  in  voller  Wirksamkeit  und  werden  aufgehoben  durch  die* 
jenigen  Kräfte,  welche  den  Körper  ruhend  erhalten.  Wenn  also 
die  letzteren  unverändert  bleiben,  so  wird  die  geringste  neu  hin- 
zukommende Kraft  diesen  Gleichgewichtszustand  stören,  folglich 
Bewegung  hervorbringen  müssen. 

In  solcher  Situation  befindet  sich  z.  B.  eine  horizontale  t« 
zwei  entgegengesetzt  rotirenden  horizontalen  Cylindern  unterstütze 
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ge,   deren   Schwerpunkt  mitten   zwischen  den  beiden  Unter 
rongsstellen   liegt  (Fig   321).     So  laoge  die  Stange  im  Ruhe- 
zustande   sich    be- 
Pig.  321.  findet,    halten    die 

,  ß  G  beiden      Reibungs- 

widerstände    /  -TT- 


#, 


einander  gegensei- 
tig im  Gleichge- 
wicht; es  bedarf 
also  in  diesem  Falle 
£*?-«  ,  ßj  gar  keiner  äusseren 

JX^  Kräfte,  um  diesen 

M^^       ^^\H       I       i         Ruhezustand  zu  un- 
terhalten. Wenn  da- 
\      *        gegen    durch    eine 
I      "        Horizontalkraft     K 
t  die  Stange  parallel 

[  >e     zur    Richtung    der 

%  |H.     ]         Drehachsen  mit  der 

WH      Ä*  m-      I  i.      Geschwindigkeit     » 

v  ^  gleichförmig  fortbe- 

wegt wird,  so  be- 
eiben  die  Berührungsstellen  Schraubenlinien  auf  den  rotiren- 
Cylinderflächen  (Fig.  322).  Die  relative  Geschwindigkeit  w 
Berührungsstelle  in  Bezug  auf  die  cylindrischc  Unter- 
zongsfläche  setzt  sieb  (nach  §.  33)  zusammen  aus  der  wirk- 
en Geschwindigkeit  v  der  Stange  und  der  in  entgegengesetzter 
itnng   genommenen   Umfangsgeschwindigkeit   e   des  Cylinders. 

Reibungswiderstände  /  -=-  wirken  den  relativen  Bewegungs- 
tungen entgegen,  und  für  den  Winkel  e,  den  dieselben  mit 

Stangenrichtung  bilden,  ergiebt  sich  aus  den  in  Fig.  322 
edenteten  Parallelogrammen  der  Geschwindigkeiten  die 
ichung: 

327)    »i».  =  -^-  '      -, 

»    ■  y,>  +  «■ 

Die  beiden  parallel  zu  den  Drehachsen  gerichteten  Seiten- 
te /  -=j-  sin  e  bilden  zusammengenommen  den  von  der  Kraft 
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K  zu   überwindenden  Widerstand.     Die  Bedingung  der  Gleich» 
förmigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Stange  ist  also: 


328)    K  =  fG%iiiB.  =  fG 


v 


j/V  +  c* 

Die  Gleichung  zeigt ,  dass  K  gleich  Null  wird ,  wenn  v  =  0 
ist,  und  umgekehrt:  dass  v  um  so  mehr  der  Grenze  Null  sich  nähert 
je  kleiner  die  Kraft  K  ist.  Wie  klein  aber  auch  die  Kraft  K 
sein  möge:  es  wird  immer  eine  Geschwindigkeit  t;  geben,  bei 
welcher  diese  Kraft  ausreicht,  um  die  Bewegung  bei  solcher  G 

schwindigkeit  gleichförmig  z 


Fig.  323. 


fGposasfat 


r  i  *ö 


329) 


unterhalten. 

Wie  bei  horizontaler  Lage 
der  Drehachsen  die  Horizon.— 
talkraft  ÜT,  so  wirkt  bei  ge- 
neigter Lage  der  Drehachsen 
die  denselben  parallele  Sex- 
tenkraft G  sin  a  des  Ge- 
wichtes (Fig.  323).  Die  Be- 
dingung der  gleichförmig 
fortschreitenden  Bewegung 
für  diesen  Fall: 

G  sin  ot  =  fG  cos  a  .  sin  e      oder 


tga  =/sine  =  f-  — 


v 


5~   1 


aus   welcher  hervorgeht,   dass  jedem  Neigungswinkel  a  eine 
stimmte  Geschwindigkeit  v  entspricht. 

Die  geringste  Neigung  der  Drehachsen  wird  sich  also  dnrcfc 
eine  fortschreitende   Bewegung  der  Stange  kund. geben.    Ebenso 
wird  ein  mit  unten  angehängtem  Gewichte  belasteter  Bing  an  einer 
einzelnen   rotirenden  Welle  aufgehängt   längs   derselben  sümshg 
fortrücken ,   wenn  auch  die  Abweichung   der  Drehachse  von  der 
Horizontalen  so  klein  ist,  dass  dieselbe  der  directen  Beobachtung 
sich  entzieht. 

Schwingende  Bewegung. 

Wenn  der  Schwerpunkt  der  Stange  dem  einen  Unter- 
stützungspunkte näher  liegt  als  dem  anderen ,  so  entstehen  in 
Folge  ungleichmässiger  Druckvertheilung  ungleiche  Reibungswider- 
stände an  den  beiden  Unterstützungsstellen,  und  der  Ueberschu» 


Prony'scher  Zaum. 
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t  -grösseren  treibt  die  Stange  nach  ihrer  Gleichgewichtslage 
rück.  Bei  der  Entfernung  x  von  der  Gleichgewichtslage  hat 
»er  Ueberschuss  nach  Fig.  324  die  Grösse: 


330)    K 


=  /Vl-fV=££ 


x. 


Hg.  324. 


Die  zurücktreibende 
Kraft  ist  also  propor- 
tional der  Entfernung 
von  der  Gleichgewichts- 
lage, folglich  (nach  §.25) 
die  Bewegung  der  Stange 
eine  hin  und  her  schwin- 
gende. 

Um  die  Dauer  einer 

Schwingung   zu  berech- 

o,  hat  man  (nach  §.  25)  zunächst  die  Beschleunigung  q  bei  der 

fcfieroung  sc  =  1   zu  bestimmen.     Wenn  mit  M  die  Masse  der 

Hge  bezeichnet  wird,  so  ist: 


33D  *  =  m-1==iT" 


Wenn  man  diesen  Werth  in   Gleichung  70)  substituirt,    so 
iJt  man: 


«•>  <  =  W=*j/77 


Die   Schwingungsdauer  ist   also   gleich   der   eines   einfachen 

>dels  von  der  Länge  -^-,   (z.  B.  gleich   der  eines  Pendels  von 

r  Länge  100.  Z,  wenn  f=  0,01  ist). 

Vorausgesetzt  ist  bei  dieser  Berechnung,  dass  der  Reibungs- 
fcfficient  /  unabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit  des  Gleitens, 
äs  (wie  schon  im  §.  57  erwähnt)  der  Wirklichkeit  nicht  ganz 
itepricht. 

§.  73. 
Prony'scher  Zaum. 

Die  beiden  gleichförmig  umlaufenden  Wellen  A  und  B  in 
f.  325  stehen  durch  ein  Zahnräder -Paar  mit  einander  in  Ver- 
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bindung ;  die  Welle  A  ist  die  treibende,  die  Welle  B  die  getriebene. 

Die  beiden  Zahnräder  übertragen  an  der  Eingriffsstelle  auf  ein- 
ander wechselseitig  eine  Druck- 
Fig.  325.  kraft  J9,    welche   treibend  auf 

die  Welle  £,  dagegen  als  Wider- 
stand auf  die  Welle  A  wirkt 
Dieser  Widerstand  wirkt  auf  die 
Welle  A  wie  ein  Gewicht  Dt 
welches  an  einem  um  den  Bad- 
kreis gewickelten  Faden  hängend 
mit  der  Umfangsgeschwindigkeit 
c  hinaufgewunden  ytitd.  Die 
zum    Aufwinden    eines   solchen 

Gewichtes  pro  Secundc  erforderliche  mechanische  Arbeit  ist: 

333)    31  =  De. 

Ebenso  gross  ist  die  zum  Treiben  der  Welle  B  erforderliche 
—  d.  li.  die  von  der  Welle  A  auf  die  Welle  B  pro  Secunde  über- 
tragene  mechanische  Arbeit.  -  -  Die  Grösse  dieser  Arbeit  kann 
mittelst    des    in    Fig.  326   dargestellten  Frony'schen  Zaums  auf 

folgende  Weise  ge- 
Fig.  326.  messen  werden.  Man 

setzt  zunächst  die 
beiden  Zahnräder 
ausser  Eingriff.  Die 
von  dem  Wider- 
stände D  nunmehr 
befreiete  Wellet 
wird  alsdann  (bö 
gleich  bleibende* 
Kraftzuflusse)  rascher  umlaufen  als  vorher.  Die  Zahl  der  Um- 
drehungen  pro  Minute  wird  von  n  bis  auf  nt  zunehmen.  Es  wird 
an  die  Welle  A  dann  der  Zaum  angelegt,  und  mittelst  Anziehen! 
der  Schrauben  bewirkt,  dass  die  Umdrehungszahl  wieder  bis  auf 
die  Zahl  n  herabsinkt.  Sobald  die  frühere  Umdrehungsgeschwindig- 
keit wieder  hergestellt  ist ,  beträgt  die  jetzt  durch  Reibung  pro 
Secunde  verzehrte  mechanische  Arbeit  gerade  so  viel  wie  früter 
die  mittelst  der  Zahnräder  auf  die  Welle  B  übertragene  mechar 
nische  Arbeit. 


r 


kW 
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Der  mittelst  des  Zaumes  hervorgebrachte  Reibungswiderstand 
rkt  auf  die  Welle  A  wie  ein  Gewicht  W,  welches  an  einem 
a  die  Welle  gewickelten  Faden  hängend  mit  der  Umfangsge- 
hwindigkeit  v  an  der  linken  Seite  hinaufgewunden  wird.  Die 
erzu  erforderliche  mechanische  Arbeit  ist: 

334)    «  =  Wv. 

Auf  den  Zaum  wirkt  der  Reibungswiderstand  rechts  herum 
lehend  wie  ein  in  der  Entfernung  p  vom  Mittelpunkte  aufge- 
legtes Gewicht  W.  Dieses  Gewicht  kann  dadurch  gemessen 
f erden,  dass  man  auf  der  linken  Seite  bei  C  so  viel  Gewicht  P 
inhängt,  als  nöthig  ist,  um  dem  Gewichte  W  das  Gleichgewicht 
ind  den  Balken  wagerecht  schwebend  zu  halten.  Nach  der 
Heichung  des  Hebels  ist  alsdann: 

335)    Pl=Wo    oder     W=P.-. 

P 

Wenn  man  diesen  Werth  für  W  in  Gleichung  334)  substi- 
ttirt,  so  erhält  man: 

336)    81  =  ^(-*). 

ter  eingeklammerte  Factor  bezeichnet  die  Peripherie-Geschwindig- 
^it,  welche  ein  Kreis  vom  Halbmesser  l  besitzen  würde,  wenn 
«rselbe  an  der  Drehbewegung  theilnähme.  Wenn  man  diese 
■eschwindigkeit  mit  V  bezeichnet,  so  erhält  man  die  einfachere 
'leichung : 

337)    9L  =  P.V. 

Die  gesuchte  mechanische  Arbeit  ist  also  gleich  dem  ge- 
ladenen Gewichte  P  multiplicirt  mit  der  Geschwindigkeit,  welche 
°r  Aufhängepunkt  besitzen  würde,  wenn  der  Zaum  an  der  Dreh- 
*Wegnng  theilnähme.  . 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  der  Schwerpunkt  des  unbe- 
*teten  Zaumes  in  der  Verticalen  des  Drehpunktes  liegt.  WTäre 
tes  nicht  der  Fall,  läge  der  Schwerpunkt  z.  B.  links  von  der 
rehachse,  so  würde  in  Gleichung  337)  statt  des  Gewichtes  P 
n  entsprechend  grösseres  Gewicht  in  Rechnung  zu  bringen  sein. 

Wenn  z.  B.  die  Umlaufszahl  n  =  75  (Umdrehungen  pro  Minute)  wäre, 
d  das  an  dem  Hebelarme  l  =  2,n,5  wirkende  Gewicht  P  =  100  Kü.  ge- 
iden  wäre,  so  ergäbe  sich  zunächst  für  die  Geschwindigkeit  V  der  Werth: 

V  =  2  In-^  =  2  .  2,5  .  3,14  ^-  =  19«,G35 

Killer,  Mechanik.  22 
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und  für  die  pro  Secunde  abertragene  mechanische  Arbeit  nach  Glektaai 
die  Grösse: 

»  =  100 .  19,635  =  1963mk,5  =  26,18  Pferdekräfte. 

§.  74. 

Frictionsräder. 

Von   den   beiden  Wellen  A  und  B  in  Fig.  327  soll  - 
treibende,   B  die  getriebene   sein;   die  Uebertragung  der 

bewegung  soll  durch  dk 
Fig.  327.  den  auf  den  Wellen  befesl 

einander  berührenden  Sei 
vermittelt  werden. 

Den  Ge8ammtwiden 
welcher  bei  Umdrehung 
getriebenen  Welle  B  zu 
winden  ist,  kann  man 
durch  ein  Gewicht  W  i 
schaulichen,  welches  an  • 
um  die  Welle  —  oder  ein 
der  Welle  umlaufende  Trommel  —  gewickelten  Faden  häi 
bei  Umdrehung  derselben  hinaufgewunden  wird.  Eine  Kn 
welche  am  Umfange  der  Scheibe  vom  Halbmesser  R  in  ta 
tialer  Richtung  wirkend  den  am  Hebelarme  r  wirkenden  V 
stand  W  überwinden  und  die  Welle  B  gleichförmig  treibei 
muss  der  Bedingung  genügen: 


338)     KR  =   Wr     oder 


K=W~R- 


Wenn  durch  Kräfte,  welche  auf  die  Zapfenlager  der  b 
Wellen  wirken,  zwischen  den  beiden  Scheiben  an  der  Berühr 
stelle  ein  Druck  D  hervorgebracht  wird  von  solcher  Grösse, 
der  diesem  Drucke  entsprechende  Reibungswiderstand  fl 
Grösse  K  erreicht  oder  überschreitet,  so  wird  die  Reibung 
sehen  den  beiden  Scheiben  schon  ausreichen,  um  zu  bewi 
dass  die  Bewegung  von  der  Welle  A  auf  die  Welle  B  überti 
wird,  und  dass  die  getriebene  Scheibe  mit  derselben  Peripl 
geschwindigkeit  sich  bewegt  wie  die  treibende  Scheibe.  Fui 
unteren  Grenzwerth  des  erforderlichen  Druckes  D  ergiebt 
hiernach  die  Bedingung: 

339)    fD  =  K    oder    D  =  -^-, 
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ar  nach  Substitution  des  in  Gleichung  338)  für  K  gefundenen 

erthes : 

Wr 

**>  D==  ja- 

Wenn  2.  B.  W  =  100  Kil. ,  r  =  0,15m,  B  =  0,5»  ist,  und  als  Reibungs- 
»fficient  für  die  beiden  (gusseisernen)  Frictionsscheiben  /  =  0,20  gesetzt 
rd,  so  erhält  man : 

»  -  -W&  -  15° m 

Bei  einem  Drucke,  der  weniger  als  150  Kil.  beträgt,  würde  ein  Gleiten 
atreten;  bei  grösserem  Drucke  aber  würde  ein  Tbeil  des  Reibungswider- 
fcandes  schon  ausreichen,  um  die  erforderliche  Triebkraft  K  auf  die  ge- 
riebene Scheibe  zu  übertragen. 

Je  kleiner  der  Reibungscoefficient  /  ist,  um  so  grösser  muss 
der  Druck  D  sein,  und  um  so  grösser  wird  auch  die  durch  diesen 
Druck  entstehende  Vermehrung  der  Zapfenreibung  an  den  beiden 
Wellen.  Nach  §.  60  hat  das  Anbringen  von  Keilnuthen  an  den 
Berührungsflächen  dieselbe  Wirkung  wie  eine  Vergrösserung  des 
Beörang8coefficienten  im  Verhältniss  von  /  zu  /,  (Gleichung  220). 
Es  ist  also  vorteilhaft,  die  Umfange  der  Frictionsscheiben  auf 
d»  in  Fig.  328  angedeutete  Weise  mit  Keilnuthen  zu  versehen, 

für     welchen     Fall 
Fig.  328.  statt    /    der    Rei- 

bungscoefficient für 
Keilnuthen : 

1.- 4- 


Sill  Ö 


m  Gleichung  340)  zu  substituiren  sein  würde,  welche  alsdann  die 
*QHn  annimmt: 

Wr 
341)    D  =  sinS  -^-. 

Wenn  z,  B.  der  Convergenzwinkel  der  Keilnutben  23  =  60°  also  sin$  =  4 
****,  so  würde  bei  den  im  obigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Wertben 
**  Druck  von  75  Kü.  (statt  150  Kil.)  zur  Uebertragung  der  Triebkraft  schon 
*Mchen. 


§.  75. 

Reibung  eines  Fadens  am  Umfange  eines  Cylinders. 

Der  Gleichgewichtszustand  des  durch  die  spannenden  Kräfte 
und    P  ruhend    gehaltenen    vollkommen    biegsamen    Fadens 

22* 
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(Fig.  329)  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn  auf  irgend  eine 
Weise   die  Biegsamkeit  desselben  aufgehoben,   und  der  Faden  in 

eine  feste  Stange  verwandelt  würde. 
Fig.  329.  Ks  müssen  daher  die  auf  den  Faden 

Y  wirkenden  Kräfte  den  allgemeinen 

I  Glcichgewichtsbcdingungen  in  der- 

selben Weise  genügen,   wie  wenn 
der  Faden  ein  fester  Körper  wäre. 
Auf  den  Faden  wirken  ausser 
den   Kräften   K  und  P  noch  die 
radical  gerichteten    normalen  Ge- 
gendrücke des  rotirenden  Cylinders 
nebst    den    ihnen    entsprechenden 
tangential     gerichteten    Reibung»- 
widerständen.      Nach    den   allge- 
meinen Gleichgewichtsbedingongen 
muss   die  algebraische   Summe   der   statischen   Momente  sämnvt- 
licher  auf  den   Faden  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Aclise 
O  gleich  Null  sein.     Es  ist  also  nach  Fig.  329: 

342)     0  =  Pr—Kr+l(fNr)    oder    K—P=S(fN). 

Um   die  an  den  einzelnen  Berührungsstellcn  wirkenden  Nor- 
maldrücke  N  und   die    zugehörigen   Reibungswiderstände  fN  zu 
bestimmen,    zerlegt    man    den    ganzen    vom    Faden    umspannten 
Bogen   in   n  gleiche   Theile,   denkt  sich  an  den  Endpunkten  eines 

solchen  Bogenthciles  den  Faden  durch- 
Fig.  330.  schnitten    und    durch     die    an  den 

V  Schnittstellen  angebrachten  Kräfte  £  _, 

'  und    £,     den    Gleichgewichtszustand  ■ 

dieses  Fadentheiles  wieder  hergestellt 
si*     /:'""~\  r^X      >s     (Fig.  330).     Wenn  keine  Reibung  an 

diesem     Faden  theile    stattfände,  *> 
würde  S  =  St  und : 


*=2Ssin(K) 


gesetzt  werden  können.  Je  grosser 
die  Zahl  n  angenommen  wird,  um  so 
kleiner  würde  der  Fehler  sein,  den 

man   begeht,   indem   man   (die  Sinus -Zahl  mit  der  Winkel-ZaU 

vertauschend): 
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N=  S  ^ 

n 
gebt,  und   indem  man   annimmt,   dass   der  Kraft  Sx  ausser  der 
liafl  S  noch  der  jenem  Normaldrucke  entsprechende  Reibungs- 
liderstand: 

J  J       n 

entgegenwirkt.     Hiernach   würde   man   für  die   Spannung  Sx  die 
Gleichung  erhalten: 

Der  eingeklammerte  Factor  bezeichnet  die  Zahl,  mit  welcher 
■u  die  an  irgend  einem  Theilpunkte  stattfindende  Spannung 
n  moltipliciren  hat ,  um  die  Spannung  in  dem  nächstfolgenden 
Theilpunkte  zu  erhalten. 

Um  also,  von  der  Spannung  P  an  der  Stelle  A  ausgehend, 
die  Spannung  K  an  der  Stelle  B  zu  finden,  hat  man  nmal  nach 
einander  die  Zahl  P  mit  jenem  Factor  zu  multipliciren ,  und  er- 
hält demnach  für  K  die  Gleichung : 


343)    ür=Jp(i  +  /5L)\ 


Je  grösser  die  Zahl  n  angenommen  wird,  um  so  mehr  wird 
diese  Gleichung  das  wirkliche  Yerhältniss  zwischen  den  Kräften 
Jf  und  P  darstellen.     Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist: 


(1+£V  =  1+/„+-L-l(g! 


» (»-!)(» -2)      (/a)3     , 
"1"  «3  1.2.3   "h" 


*)  Nach   der  Bezeichnungsweise  der  Differenzialrechnung  würde  diese 
Gleichung  die  Form  annehmen : 

St-  S  =  dS=fSda    oder    ^|=/da, 

^  durch  Integration  derselben  erhält  man : 

Jp^=/J     da     oder     IglT-lgP  =/«  =  lg  (^-)    also: 

K  /a 

-=r-  =  e     . 
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und  wenn  man  in  dieser  Reihe  n  =  oo  setzt ,  so  erhält  n 
Grenzwerth: 


lim 


(,  +  £)■_  I+/.+Jg  +  ££  +  .... 

worin  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen  -Syste 
zeichnet    (e  =  2,71828  .  .  .)•     Hiernach   erhält  man   für 
Gleichung : 

344)    K=  Pe/a, 

welche  zeigt,  dass  das  dem  Gleichgewichtszustande  entspn 
Verhältniss  der  Kräfte  K  und  P  nur  von  den  Grössen  c 
abhängt,  dagegen  unabhängig  ist  von  dem  Halbmesser  c 
linders. 

Auf  den  rotirenden  Cylinder  wirken  die  Reibungswide 
fN  in  entgegengesetztem  Sinne,  also  der  Drehbewegung  d« 
entgegen.  Als  statisches  Moment  der  zum  gleichförmigen 
des  Cylinders  erforderlichen  Kraft  in  Bezug  auf  die  Dr 
erhält  man  demnach: 

oder  nach  Gleichung  342),  wenn  darin  für  K  der  ge: 
Werth  substituirt  wird: 

345)     3ß  =  (K—  P)r  =  Pr  (e'a  —  1). 

Die  beiden  Gleichungen  344)  und  345)  gelten  für  j 
liebige  Geschwindigkeit  der  Drehbewegung,  folglich  auc 
für  die  Geschwindigkeit  Null,  oder  für  den  Ruhezustand 
linders.  Für  letzteren  Fall  bezeichnet  die  Gleichung  & 
Grenzwerth ,  welchen  die  Kraft  K  nicht  überschreiten  dar 
der  durch  den  Widerstand  P  zurückgehaltene  Faden  nid 
der  ruhenden  Cylinderfläche  gleiten  soll;  und  die  Gleichet: 
bezeichnet  für  diesen  Fall  den  Grenzwerth,  welchen  eine 
Cylinder  wirkende  Drehkraft  nicht  überschreiten  darf,  we 
selbe  nicht  in  Drehbewegung  versetzt  werden  soll. 

Für  den  Fall,  dass  die  Drehbewegung  des  Cylinders 
entgegengesetzten  Richtung  stattfindet,  würde  in  den 
Gleichungen  entweder  K  mit  P  zu  vertauschen ,  oder  — 
-{-/  zu  substituiren  sein,  insofern  alsdann  die  Reibung 
stände  auf  jeden  der  beiden  Körper  in  einer  der  vorig 
gegengesetzten  Richtung  wirken.  Es  kann  daher  der  Gl 
344)  auch  die  allgemeinere  Form  gegeben  werden: 
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346)     K=Pe±fa, 

in  welcher  das  Plus-Zeichen  gilt ,  wenn  die  Reibung  der  Kraft  K 
utgegen,  das  Minus  -  Zeichen ,  wenn  die  Reibung  im  Sinne  der 
Kraft  K  wirkt. 

Wenn  z  B.  als  Reibungscoefficient  für  einen  hänfenen  Faden  auf  hölzer- 
nem Cylinder  /  =  0,4  gesetzt  wird ,  so  erhält  man  für  den  in  Fig.  331  darge- 

gestellten  Fall,  in  welchem  a=ir  ist,  nach  Gleichung  344) 

%  331.  K  =  ioo. c0'4-8*14  =  100.3,51  =  351  Kil. 


K 


Denkt  man  sich  den  Cylinder  unbeweglich  festge- 
halten und  die  Zugkraft  K  allmälig  zunehmend,  so  wird 
das  Gleiten  des  Fadens  und  das  Hinaufziehen  des  Ge- 
wichtes P  beginnen  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Zug- 
kraft K  die  Grösse  von  351  KU.  überschreitet.  Ebenso 
r-i- 1  gross  würde  auch  die  zum  gleichförmigen  Hinaufziehen 

I — 1=  lOOKil.  (jeg  Gewichtes  P  erforderliche  Zugkraft  K  während  der 
Bewegung  sein  müssen.    Soll  dagegen  die  Kraft  K  nur 
fa  Gleiten  des  Fadens  oder  das  Hinabsinken  des  Gewichtes  P  verhindern, 
io  würde  der  untere  Grenzwerth  der  hierzu  erforderlichen  Kraft  zu  bestimmen 
«ein  nach  der  Gleichung : 

K  =  100.«~"",4,*M  =  -|tÜt  =  ^fi  Kü- 

o,Dl 

Ebenso  gross  würde  die  Kraft  K  auch  während  des  Hinabsinkens  des 
Gewichtes  P  sein  müssen,  wenn  dieses  Hinabsinken  gleichförmig  erfolgen  soll, 
ftr  den  ruhenden  Faden  ist  also  die  Fortdauer  des  Ruheszutandes  an  die 
Bedingung  geknüpft:  dass  die  Kraft  K  nicht  grösser  als  351  Kil.  und  nicht 
kleiner  als  28,5  KU.  sein  darf. 

Setzt  man  in  Gleichung  344)  —  statt  der  Grössen  selbst  — 
die  natürlichen  Logarithmen  derselben  einander  gleich,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

347)     lgir=lgP+/a     oder     a  =  j  lg  (-^) 

aus  welcher  der  Winkel  ot  bestimmt  werden  kann,  wenn  die 
Kräfte  K  und  P  gegeben  sind. 

Wenn  z.B.  K  =  500  Kil.,  P  =  1  Kil.,  /=  0,4  gegeben  ist,  so  erhält 
fttn  ans  dieser  Gleichung: 

a.  =  -^  .  lg  500  =  ^5  =  15,5365 

"•b*  wenn  bei  dem  in  Fig.  332  dargestellten  Falle  die  an  dem  einen  Ende 
fa  om  einen  unbeweglichen  Cylinder  gewickelten  Fadens  wirkende  Kraft 
^=lKil.  ausreichen  soll,  um  das  Hinabsinken  des  an  dem  anderen  Ende 
"tagenden  Gewichtes  K  =  500  Kil.  zu  verhindern ,  so  muss  der  zu  dem  vom 
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Faden  umspannten  Bogen  gehörige  Winkel  mindestens  die  Grösse  15,5365 
haben.  Wenn  statt  dessen  die  Anzahl  »  der  erforderlichen  Umw  in  düngen 
berechnet  werden  sollte,  so  würde  man  zu  setzen  haben: 


Fig.  332. 


n  =  —  =    1"1'™   =  2474 

Die  gefundenen  Gleichungen  kön- 
nen auch  auf  den  Fall  angewendet 
werden,  in  welchem  die  Cylinder- 
fläche  mit  einer  Keilnuth  versehen 
ist,  an  deren  Seiten  wände  die  runde 
'  Schnur  sich  anlegt  (I''ig.  333).  Es 
ist  nur  iiötliig,  für  diesen  Fall  statt 
/  den  Reibuugseoefficienten  für 
Keilnuthen  (§.  60  Gleichung  230): 

J'         sin  8 
in  Gleichung  346)  zu  substituiren,   wclclie  alsdann  die  Form  an- 


=  lKil.  t 


K=  P,± 


JSL 


—  sinB 


Fig.  333. 


Fig.  334. 


Nach  §.  60  macht  es  hier- 
bei keinen  Unterschied,  ob 
..     eine  Keilnuth,  oder  mehrere 

Bw  _    /      neben     einander     liegende 

Hf 'tiTtal     Keilnuthen    die     Reibungs- 
H  äjkhen  bUdeten-  Die  Glei- 
jHBB     chiiog  348)  gilt  daher  auch 
für  den  (in  Fig.  334  darge- 
stellten)   Fall ,    wenn    die 
Schnur   aus   mehrfach    neben    einander    iu   Keilnutheu   liegenden 
Theilen  besteht. 

Wenn  bei  dem  in   Fig.  331  dargestellten   Falle  die  Cylinderflache  mit 
Keilnuthen    vom    Convergenzwinkcl    2  3  =  GO"    versehen    wäre,    so    wflrde 

/      =   Oji 
Bin  S  0,5 

werthe  der  Kraft  K  statt  der  dort  gefundenen  Werthe: 


=  0,8  statt  /  zu  aubstituiren  sein,  und  c 


i  erhielte  als  Grenz- 


=  100 


+o^.*,u  =     1230  Kü. 

|       8,13  Kil. 


Brems  -  Band. 


345 


Unter  gleicher  Voraussetzung  würde  man  bei  dem  in  Bezug  auf  Fig.  332 
berechneten  Zahlen beispiele  für  a  einen  Werth  erhalten: 

sin  5     ,    /  K  \        0,5  .    trk/x        _  _„0 
*  =  -j-  •  lg  [-p  )  =  0J4  *«  ***>  =  7»?b8, 

der  nur  halb  so  gross  ist  als  der  oben  gefundene. 

§.  76. 

Brems  -  Band. 

(Dif  f  er  enzial-  Bremse.) 

Das  Umlegen  eines  gespannten  Bandes  um  eine  Triebwelle 
(oder  eine  auf  derselben  befestigte  Scheibe)  erzeugt  einen  Rei- 
bungswiderstand, welcher  die  Drehbewegung  derselben  in  ähn- 
licher Weise  verzögert,  wie  das  Anlegen  des  in  §.  73  beschriebe- 
neu Prony'schen  Zaums.  Es  kann  daher  bei  der  Messung  der 
mechanischen  Arbeit,  welche  von  einer  treibenden  Welle  A  auf 
die  getriebene  Welle  B  übertragen  wird,  statt  des  Prony'schen 
Zaums  auch  ein  einfaches  Bremsband  benutzt  werden,  um  die  Be- 
wegung der  Triebwelle  durch  Reibung  zu  verzögern,  wobei  im 
Uebrigen  dasselbe  Verfahren  anzuwenden  ist,  welches  in  §.  73 
mit  Bezug  auf  Fig.  325  bereits  beschrieben  wurde. 

Um  die  erforderliche  Spannung  hervorzubringen,  befestigt  man 
das  eine  Ende  des  Bremsbandes  an  einem  festen  Punkte  und  be- 
lastet das  andere  Ende  mit  Gewichten  so  lange,  bis  durch  die  er- 
zeugte Reibung   die   normale   Drehgeschwindigkeit  der  Triebwelle 


Fig.  335. 


Fig.  336. 


Fig.  337. 


[U     [Kj 


wieder  hergestellt  ist.     Diesen  Versuch   hat  man  zwei  Male  auf 
verschiedene  Arten  auszuführen:  das  eine  Mal  auf  die  in  Fig.  335 
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dargestellte  Art,  indem  man  dasjenige  Ende  direct  belastet,  bei 
welchem  die  Reibung  und  das  angebängte  Gewicht  in  gleichem 
Sinne  auf  das  Bremsband  wirken,  das  andere  Mal  auf  die  in 
Fig.  336  dargestellte  Art,  bei  welcher  Reibung  und  Gewicht  in 
entgegengesetztem  Sinne  wirken.  Jede  von  den  beiden  spannen- 
den Kräften  K  und  P,  welche  auf  die  Enden  des  Brems- 
bandes *  wirken  müssen ,  um  die  erforderliche  Reibung  hervor- 
zubringen, kann  auf  diese  Weise  durch  directe  Messung  bestimmt 
werden. 

Nach  Gleichung  345)  wirken  die  von  den  spannenden  Kräften 
K  und  P  hervorgebrachten  Reibungswiderstände  auf  die  rotirende 
Scheibe  gerade  so  wie  ein  Gewicht  K — i*  welches  an  einem  um 
die  Scheibe  gewickelten  Faden  hängend  hinaufgewunden  wird  mit 
einer  Geschwindigkeit  v  gleich  der  Umfangsgeschwindigkeit  der 
Scheibe  (Fig.  337).  Zum  Heben  dieses  Gewichtes  würde  pro 
Secunde  die  mechanische  Arbeit  erforderlich  sein: 

349)    %  =  (K—P)v. 

Ebenso  gross  ist  auch  die  gesuchte  mechanische  Arbeit, 
welche  vor  Anstellung  des  Versuches  von  der  treibenden  Welle 
A  auf  die  getriebene  Welle  B  übertragen  wurde  (Fig.  325). 

Wenn  z.  B.  bei  normaler  Umlaufszahl  der  Triebwelle  die  Umfangsge- 
schwindigkeit der  Brems -Scheibe  v  =  2m,5  ist,  und  bei  den  Bremsversuchen 
P  =  100  Eil.,  K  =  250  Kü.  gefunden  wurde,  so  ist  die  gesuchte  mechanische 
Arbeit: 

»  =  (250  -  100)  2,5  =  375mk  =  5  Pferdekräfte. 

Wenn  an  einem  um  die  Welle  A  (oder  eine  auf  derselben 
befestigte  Trommel),  gewickelten  Faden  ein  Gewicht  G  hängt,  so 
würde  die  Wirkung  dieses  Gewichtes  im  Hervorbringen  einer  be- 
schleunigten Drehbewegung  bestehen,  und  die  Last  G  würde  in 
beschleunigter  Bewegung  vertical  abwärts  sinken.  Soll  durch  ein 
Bremsband  diese  Beschleunigung  verhindert,  also  entweder  ein 
gleichförmiges  Sinken  der  Last,  oder  —  bei  einmal  vorhandenem 
Ruhezustande  —  eine  Fortdauer  des  Ruhezustandes  bewirkt 
werden,  so  muss  das  Moment  des  am  Umfange  der  Brems-Scheibe 
wirkenden  Reibungswiderstandes  K —  P  dem  Momente  der  Last 
G  gleich  sein.  Nach  Fig.  338  ist  also  die  Gleichgewichtsbe- 
dingung für  die  Welle  A: 

350)     Gr  =  (K—P)R. 


Brems  -  Band. 


347 


Wenn  man  hierin  für  K  den  in  Gleichung  344)  gefundenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung : 


351)     G  =  P  —  (e 


/a 


1). 


Als   Gleichgewichtsbedingung  des  Hebels,  durch  welchen  die 
Kraft  P  auf  das  Bremsband  übertragen  wird,   erhält  man  nach 

Fig.  338  die  Gleichung  Pl=QL 


l 


Fig.  338.  0(jer: 

352)     Q  =  P-j- 

und    wenn    man    diese  letztere 
durch   Gleichung  351)   dividirt, 
X     so  erhält  man  die  Gleichung: 

353)    -g-  =  _j^--__j. 

Wenn  z.  B.  der  von  dem  Brems- 
bande umspannte  Bogen  zwei  Drittel 
des    ganzen    Umfanges    beträgt,    so 
würde    a  =  $  .  2  k  =  4,19    zu    setzen    sein;    und    wenn    ferner  /  =  0,2, 


l  1         r  1 

—  =  -£;->   -=-  =  -r  gesetzt  wird,  so  erhält  man: 

Li  JU  XV  4 

G  20  '  4  "  V.«.0'2'4'19-!  J 


104,8 


Um  also  einer  Last  G  =  1048  KU.  das. Gleichgewicht  zu  halten,  würde 
am  Ende  des  Bremshebcls  eine  Kraft  Q  =  10  KU.  angebracht  werden  müssen. 

Die  grössere  von  den  beiden  spannenden  Kräften  K  und  P  ist  allemal 
diejenige,  welche  der  Umfangsgeschwindigkeit  der  Brems -Scheibe  entgegen 
wirkt.  Es  ist  also  hinsichtlich  der  Wirkung  einer  solchen  Bremsvorrichtung 
am  vorteilhaftesten,  mit  dem  Bremshebel  dasjenige  Ende  des  Bremsbandes 
in  directe  Verbindung  zu  setzen,  an  welchem  die  hervorgebrachte  Zugkraft  in 
der  Richtung  der  Umfangsgeschwindigkeit  wirkt  Nach  Gleichung  344)  würde 
z.  B.  im  vorliegenden  Falle  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen  der 
Werth  sich  ergeben: 

^  =  e/a  =  2,31. 

Wenn  also  statt  der  in  Fig.  338  dargestellten  Anordnung  die  entgegen- 
gesetzte gewählt  wäre  (nämlich  diejenige,  bei  welcher  das  stärker  gespannte 
Ende  des  Bandes  mit  dem  Bremshebel  verbunden  wäre),  so  würde  unter  sonst 
gleichen  Umständen  eine  2,31  mal  grössere  Kraft  Q  =  23,1  Kil.  am  End- 
punkte des  Bremshebels  angebracht  werden  müssen. 
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Differenzial  -  Bremse 

Bei  der  in  Fig.  338  dargestellten  Anordnung  ist  es  der 
Widerstand  eines  festen  Punktes,  welcher  zum  Hervorbringen 
der  grösseren  von  den  beiden  Spannungen  K  und  P  benutzt 
wird,  und  die  kleinere  Spannung  bildet  diejenige  Kraft,  welche 
der  Drehung  des  Bremshebels  als  Widerstand  entgegenwirkt. 
Eine  Steigerung  der  Wirksamkeit  des  Apparates  kann  man  da- 
durch erreichen,  dass  man  statt  dessen  beide  Enden  des  Brems- 
bandes mit  dem  beweglichen  Hebel  verbindet  und  dabei  den 
Befestigungspunkt  für  das  stärker  gespannte  Ende  so  wählt,  dass 
die  vou  demselben  auf  den  Bremshebel  übertragene  Kraft  för- 
dernd auf  die  Drehung  desselben  einwirkt  (Fig.  339  und  Fig.  340). 


Fig.  339. 


Fig.  340. 


a  b\ 


Wenn  das  Verhältniss  der  Hebelarme  der  beiden  Kräfte  K  und  P 
so  gewählt  wird,  dass  Ka  =  Pb  wird,  oder: 

so  halten  die  Kräfte  K  und  P  für  sich  allein  schon  den  Brems- 
hebel im  Gleichgewicht,  und  für  die  dritte  Kraft  Q  ergiebt  sich 
demnach  die  Grösse  Null,  d.  h.  die  kleinste  am  Ende  des  Brems- 
hebels angebrachte  Kraft  würde  in  diesem  Falle  schon  ausreichen, 
um  beliebig  grosse  Spannungen  in  dem  Bremsbande  hervorzu- 
bringen und  die  Beschleunigung  der  Brems -Scheibe  zu  ver- 
hindern —  wie  gross  auch  immer  das  Moment  der  auf  dieselbe 
wirkenden  Drehkraft  sein  möge. 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  a  =  $  .  2  n   und  /  =  0,2 

würde  z.  B.  für  das  Verhältniss  der  Hebelarme  die  Grösse  —    =   2,31    zu 

a 

wählen  sein,  um  den  genannten  Zweck  zu  erreichen. 
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Riemen  -  Scheiben. 

Von    den   beiden   Wellen   A  und  B   in    Fig.  341    ist   A   die 
treibende,   B  die   getriebene;   mittelst  eines  die  beiden  Scheiben 

umspannenden   Fric- 
Fig.  341.  tions-  Bandes    (Rie- 

men) wird  die  gleich- 
förmige Drehbewe- 
gung von  der  einen 
auf  die  andere  Welle 
übertragen — zugleich 
aber  auch  eine  ge- 
wisse mechanische 
Arbeit,  insofern  ein 
der  Umdrehung  der  getriebenen  Welle  am  Hebelarme  p  entgegen 
wirkender  Widerstand  W  dabei  zu  überwinden  ist.  Es  sollen 
die  Spannungen  K  und  P  bestimmt  werden,  welche  in  den  beiden 
Theilen  des  Bandes  mindestens  vorhanden  sein  müssen,  wenn  das- 
selbe, ohne  an  den  Scheiben  -  Umfangen  zu  gleiten,  die  Drehbe- 
wegung mit  gleicher  Umfangsgeschwindigkeit  von  der  einen  auf 
die  andere  Scheibe  übertragen  soll.  Vorausgesetzt  wird  vor- 
läufig, dass  der  Scheiben-Durchmesser  —  folglich  auch  der  Winkel 

des  von  dem  Bande  umspannten  Bogens  — 
—  an  der  getriebenen  Welle  kleiner  ist 
als  an  der  treibenden,  woraus  folgt,  dass 
bei  gleicher  Grösse  der  Beibungscoeffi- 
cienten  ein  etwaiges  Gleiten  immer  nur  am 
Umfange  der  getriebenen  Scheibe  statt- 
finden wird. 

Die  Wirkung  des  Widerstandes  W  kann 
man  sich  veranschaulichen  durch  ein  gleich 
grosses  Gewicht,  welches  an  einem  um 
die  Trommel  vom  Halbmesser  p  gewickelten 
Faden  hängend  bei  Umdrehung  der  Welle 
B  hinaufgezogen  wird.  Denkt  man  sich 
dieses  Gewicht  einstweilen  von  einer  festen  Unterlage  unterstützt 
und  die  Spannungen  anfänglich  so  klein,  dass  das  mit  der 
treibenden    Scheibe    umlaufende    Band   längs   des   Umfanges   der 


Fig.  342. 


\\v}; 
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getriebenen  Scheibe  gleitet,  ohne  die  Welle  B  zu  drehen  und  das 
Gewicht  W  dabei  zu  heben  (Fig.  342),  so  findet  man  (nach  §.  75 
Gleichung  344),  dass  während  dieses  Gleitens  die  Kräfte  K  und  P 
beständig  der  Bedingung  entsprechen  müssen: 

K  =  Pe/a. 

Denkt  man  sich  alsdann  die  Spannung  in  dem  Bande  all- 
mälig  vergrössert  —  etwa  durch  Druckkräfte,  welche  die  Zapfen- 
lager der  beiden  Wellen  von  einander  abwärts  nach  aussen 
drängen  —  so  wird  die  Differenz  der  beiden  Spannungen: 

355)     K—  P=  P(e/a  — 1) 

ebenfalls  zunehmen,  weil  von  den  beiden  Factoren  auf  der  rechten 
Seite  der  erstere  zunimmt,  während  der  andere  unverändert 
bleibt.  Solange  das  statische  Moment  dieser  Spannungsdifferenz 
noch  kleiner  ist  als  das  Widerstandsmoment  TTp,  wird  der  Ruhe- 
zustand der  Welle  B  fortdauern  (nach  Gleichung  345),  und  erst 
in  dem  Augenblicke,  wenn: 

356)    (K—  P)r  =  W9 

wird,  beginnt  die  Welle  sich  zu  drehen,  wobei  das  Gewicht  W 
gehoben  wird. 

Sobald  die  Umfangsgeschwindigkeit  der  getriebenen  Scheibe 
der  Geschwindigkeit  des  Bandes  gleich  geworden  ist,  hört  das 
Gleiten  desselben  auf,  und  die  Drehung  der  Welle  B  wird  eine 
.  gleichförmige.  Während  vorher  mit  dem  Wachsen  der  Spannungen 
auch  die  Differenz  derselben  zunahm,  würde  nunmehr  bei  etwaiger 
fernerer  Zunahme  der  Spannungen  ihre  Differenz  nicht  weiter  zu- 
nehmen, weil  die  Bedingung  der  gleichförmigen  Drehbewegung 
erfordert,  dass  das  Moment  der  Spannungsdifferenz  stets  gleich 
dem  Widerstandsmomente  bleibt;  die  Zunahme  würde  vielmehr 
zu  gleichen  Theilen  auf  die  beiden  Spannungen  K  und  P  sich 
vertheilen.  Während  der  gleichförmigen  Bewegung  •  der  beiden 
Wellen  sind  also  in  den  beiden  Riemen -Theilen  die  Spannungen 
K-\-A  und  P-\-A  vorbanden,  worin  K  und  P  die  in  den 
Gleichungen  355)  und  356)  angegebenen  Bedeutungen  haben,  und 
A  die  in  Folge  jener  Spannungsvermehrung  noch  hinzugekommene 
Spannungsgrösse  bezeichnet. 

Die  aus  der  Verbindung  obiger  beiden  Gleichungen  sich  er- 
gebenden Werthe: 


357)    P== 
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bilden  demnach  die  unteren  Grenzwerthe  für  die  Spannungen, 
welche  in  den  beiden  Riemen-Theilen  während  der  Bewegung  vor- 
banden sein  müssen.  Wenn  bei  eintretendem  Ruhezustande  der 
beiden  Wellen  die  Spannungsunterschiede  sich  ausgleichen,  so  wird 
die  alsdann  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  des  Riemen  ver- 
theilte  Spannung  wenig  verschieden  sein  von  dem  arithmetischen 
Mittel  der  grössten  und  kleinsten  Spannungen,  welche  während 
der  Bewegung  eingetreten  waren.    Es  kann  daher  die  Grösse: 


JOL 


«,,-£££_  *j.£± 


f) 


angesehen  werden  als  der  untere  Grenzwerth  für  diejenige 
Spannung,  welche  vor  Eintritt  der  Bewegung  dem  Riemen  beim 
Auflegen  ertheilt  werden  musste. 

Wäre  der  Scheibendurchmesser  —  folglich  auch  der  Winkel 
des  vom  Riemen  umspannten  Bogens  —  an  der  treibenden  Welle 
kleiner  als  an  der  getriebenen,  so  würde  die  oben  gefundene 
Spannung  noch  nicht  ausreichen,  um  das  Gleiten  des  Riemen  an 
der  treibenden  Scheibe  zu  verhindern.  In  diesem  Falle  müsste 
vielmehr  die  Spannung  P  des  schwächer  gespannten  Theiles  noch 
so  weit  vergrössert  werden,  bis  die  nach  Substitution  des  kleineren 
Winkels  *x  (statt  a)  aus  Gleichung  355)  zu  berechnende  Spannungs- 
differenz die  in  Gleichung  356)  als  erforderlich  gefundene  Grösse 
erreicht.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  es  nur  nöthig  ist,  mit  dem 
Buchstaben  a  in  den  Gleichungen  357),  358),  359)  stets  den 
kleineren  von  den  beiden  Winkeln  zu  bezeichnen,  um  zu  er- 
reichen, dass  die  Gleichungen  für  beide  Fälle  gültig  sind. 

Wenn  der  Widerstand  W  nicht  direct  gegeben  wäre,  sondern 
statt  dessen  die  pro  Secunde  übertragene  mechanische  Arbeit 
und  die  Umlaufsgeschwindigkeit  der  getriebenen  Welle,  so  würde 
durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke  für  die  mechanische 
Arbeit: 

in  denen  n  die  Umdrehungszahl  pro  Minute,  und  N  die  An- 
zahl der  übertragenen  Pferdekräfte  bezeichnet,  das  Widerstands- 
moment : 
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360)    W-Z.™ 

zu   bestimmen,   und   der   gefundene  Werth  alsdann  in  Gleichung 
359)  zu  substituiren  sein. 

Wenn  z.B.N=2,  n  =  80,  r  =  0m,4,  a  =  it  und  (als  Reibungscoeffi- 
cient  für  lederne  Riemen  auf  gusseisernen  Riemenscheiben)  /  =  0,28  gesetzt 
wird,  so  ergiebt  sich  zunächst  für  das  Widerstandsmoment  der  Werth: 

_      2.60.75      _ 

Wf  ~  "soTo^r  - 17,91 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Gleichung  359)  erhält  man  als  unteren 
Grenzwerth  der  erforderlichen  mittleren  Spannung: 

17  91        /e0,aJ,3'14-|- i  \ 
8  =  g'jDJf  '  I  eo,».3,ir_  j  I  =  54»15  K,l- 

Bei  dieser  mittleren  Spannung  würden  während  der  Rewegung  in  den 
beiden  Riementheilen  die  Spannungen  entstehen  (nach  Gleichung  357  und 
Gleichung  ä58) : 

17  91 

F  =  -ä£fäu=i)  =  31,8  KiL 

K  =  l£§0W  =  76-5  Kil- 

Je  grösser  der  Reibungscoefficient  /  ist,  um  so  kleiner  wird 
die  erforderliche  Spannung  des  Riemen,  und  da  durch  den  ge- 
spannten Riemen  die  beiden  Wellen  gegen  ihre  Zapfenlager  ge- 
drängt, folglich  die  Zapfenreibungswiderstände  dadurch  vermehrt 
werden,  so  ist  das  Princip  der  Keilnuthen  auch  hier  mit  Vortheil 
anzuwenden  (vergl.  §.  74).  Wenn  die  cylindrischen  Scheiben  durch 
Keilnuthen -Räder,  und  die  flachen  Riemen  durch  runde  Schnüre 
ersetzt  werden  (s.  Fig.  333  und  334),  so  ergeben  sich  iür  die 
erforderlichen  Spannungen  kleinere  Werthe,  welche  man  erhält, 
indem  man  statt  des  Reibungscoefficienten  /  den  Reibungscoeffi- 
cienten  für  Keilnuthen 

Jl  sin  8 

in  den  oben  gefundenen  Gleichungen  substituirt.  Für  diesen 
Fall  würden  also  die  erforderlichen  Spannungen  aus  folgenden 
Gleichungen  zu  berechnen  sein: 

/OL 


Wo                                                Woeinh 
361)    p=-..-.jy ,         362)    K=-^Jl 

e       —  \  )  r\e       —  1/ 


Kottcu-  und  Süil-Iiiepucjrewidi'rstiiiitk'. 


31)3)     S  -. 


Kl 


•+• 


.  der  Convcrgenzwinkel  2  ö  der  Keilnutben  &.i  Grad  betröge, 


so  würde  bei  den  obi'n  angenommenen  Zahlenwertben  - 


=  0,5G 


(statt  /  =  0,38)  zu  setzen  sein,  und  es  würden  für  die  erfordern  eben  Spanntmgs- 
grossen   statt  der  oben   gefundenen   die   folgenden   kleineren   Wertbe   sich  er- 

0,4(5,8- 


-1) 


=  9,3  KM., 


«  =  — £— 


M+5*-1 


0,4  (5,8  - 
11,7  KU. 


-  54,1  Kil , 
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Ketten-  und  Seil -Biegungswiderstände. 

Auf  den  in  Fig.  343  dargestellten  an  einem  rotirenden  Zapfen 
seiner  Gleichgewichtslage  [längenden  belasteten  Ring  wirken 
zwei  Kräfte,  nämlicli  erstens:  das  an  dem 
Punkte  D  (einer  mit  dem  Ringe  zu  einem 
Körper  vereinigten  Stange)  angehängte  Ge- 
wicht G,  zweitens  der  von  dem  rotirenden 
Zapfen  geleistete  Gegendruck  D.  Diese  letz- 
tere Kraft  ist  anzusehen  als  die  Mittelkraft 
von  dem  rechtwinkelig  zur  Zapfenoberfläche 
gerichteten  Gegendrucke  N  und  dem  tangen- 
tial gerichteten  Reibungswiderstande  f  N, 
weicht  also  um  den  Reibungswinkel  <p  von 
der  Richtung  des  radial  wirkenden  Normal- 
druckes ab.  Hieraus  folgt ,  dass  die  Be- 
rührung zwischen  Zapfen  und  Ring  an  der- 
jenigen Stelle  C  des  Zapfenumfanges  statt- 
linden muss,  deren  Halbmesser  AC  um  den 
Winkel  <p  von  der  Verticalen  abweicht.  Die 
Horizontal  -  Entfernung  dieses  Punktes  vom 
Zapfenmittelpunkte  hat  nach  Fig.  343  die 
Grösse: 

304)     e  =  p  .  sin  tp. 
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Die  Gleichgewichtsbedingung  des  Ringes  erfordert,  dass  die 
Verticale  des  Belastungspunktes  ebenfalls  um  die  Grösse  e  von 
der  Verticalen  des  Zapfenmittelpunktes  abweicht.  Diese  Grösse 
ist  unabhängig  von  der  Drehgeschwindigkeit  des  Zapfen;  es  wird 
also  die  in  Fig.  343  dargestellte  Lage  des  Ringes  aucli  dann  noch 
eine  Gleichgewichtslage  sein,  wenn  die  Drehgeschwindigkeit  sehr 
klein  oder  auch  Null  ist. 

Denkt  man  sich  an  den  beiden  Enden  A  und  Ax  eines  gleich- 
armigen horizontalen  Hebels  Zapfen  befestigt,  und  an  jedem 
dieser   Zapfen   auf  die   eben   beschriebene   Art   einen    belasteten 

Ring     in    seiner    Gleichge- 


Fig.  344. 


s^. 


16 


a^£. 


(UtZ 


wichtslage  aufgehängt  —  in 
derjenigen  nämlich,  welche 
einer  Drehung  des  Zapfen 
nach  links  herum  ent- 
sprechen würde  —  so  findet 
man  als  Gleichgewichtsbe- 
dingung des  Hebels  A  0  A  t 
nach  Fig.  344  die  Gleichung: 


K{a  —  z)  =   W(a  -f-  e)     oder 


W 


1  +  - 
1     a 


i-- 

a 


Wenn  man  in  der  letzten  Gleichung  auf  der  rechten  Seite 
Zähler  und  Nenner  mit  1  -| multiplicirt,  so  erhält  man : 


K_ 
W 


'  +  »=-  +  (7)' 


1 


-d-T 


In  dieser  Gleichung  würde  für  e  der  gefundene  Werth  p  sin  <p 
zu  substituiren  sein.  Für  den  hier  vorauszusetzenden  Fall  indessen, 
wenn  die  Grössen  p  und  9  beide  sehr  klein  sind,  kann  im  Zähler 

und  Nenner  das  Glied  (—  J    weggelassen,  und  annähernd  gesetzt 
werden: 

W  a 
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Ausserdem  kann  für  diesen  Fall  tg  <p  statt  sin  <p  also  e 
gesetzt  werden:  man  erhält  also  die  Gleichung: 


=/p 


365) 


W 


=  l  +  8/f. 


Fig.  346. 


Annähernd  kann  diese  Gleichung  auch  als  gültig  angesehen 
werden  für  das  Verhältniss  von  Kraft  zu  Widerstand  bei  der  in 
Fig.  345  dargestellten  Kette,  welche   um  eine  in  gleichförmiger 

Drehung  begriffene  Rolle  umlaufend  an 
dem  einen  Ende  mit  dem  Gewichte  W 
belastet  ist  und  durch  eine  am  anderen 
Ende  vertical  abwärts  wirkende  Zugkraft 
K  in  gleichförmiger  Bewegung  erhalten 
wird.  Diese  Kette  ist  aus  einzelnen 
Stangen  zusammengesetzt,  welche  durch 
Gelenkbolzen  mit  einander  verbunden 
sind.  An  den  Stellen  A  und  Ax,  wo  die 
Kette  resp.  aus  der  geradlinig  ausge- 
streckten in  die  gekrümmte  Form  und 
aus  der  gekrümmten  wiederum  in  dfie  ge- 
radlinige Form  übergeht,  findet  eine 
Reibung  der  Bolzen  in  den  Gelenken  statt,  und  diese  Reibung 
wirkt  an  beiden  Stellen  einer  Krümmungsveränderung  der  Kette 
entgegen.  In  Folge  dessen  wird  der  Hebelarm  der  Last  W  stets 
etwas  grösser,  der  Hebelarm  der  Kraft  K  stets  etwas  kleiner 
sein  als  ohne  diesen  Widerstand  der  Fall  sein  würde,  und  wenn 
die  Drehgeschwindigkeit  der  Rolle  so  klein  ist,  dass  die  Wirkung 
der  Centrifugalkräfte  vernachlässigt  werden  darf,  so  können  diese 
Aenderungen  der  Hebelarme  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  344 
bestimmt  werden.  Wenn  also  mit  a  der  um  die  halbe  Dicke  der 
Kette  vermehrte  Rollen-Halbmesser,  mit  8  die  Dicke  der  Gelenk- 
bolzen bezeichnet  (also  2  p  =  8  gesetzt)  wird,  und  der  bei  Um- 
drehung der  Rolle  zu  überwindende  Zapfenreibungswiderstand 
vorläufig  unberücksichtigt  gelassen  wird,  so  ergiebt  sich  nach 
Gleichung  3G5)  für  die  zum  gleichförmigen  Hinaufziehen  der 
Last  erforderliche  Kraft  die  Gleichung: 

366)    K  =   W+f—  W. 

Wären   die   Reibungswiderstände  in  den  Gelenken  nicht  vor- 
handen, so  würde  K  =  W  sein  müssen.     Es  bezeichnet  also  das 

23* 
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zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  diejenige  Grösse,  um  welche 
die  Zugkraft  vermehrt  werden  muss,  um  ausser  dem  Widerstände 
W  noch  den  Biegungswiderstand  der  Kette  zu  überwinden.  Dieser 
Biegungswiderstand  hat  demnach  die  Grösse: 

367)     %  =/—  W. 

Wenn  z.  B.  das    Verhältniss  —  =  0,1   und   als   Reibungscoefficient  der 

Gelenkbolzen  /  =  0,15  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Biegungswider- 
stand die  Grösse: 

SB  =  0,15  .  0,1  .  W  =  0,015  W. 

Es  würde  also  der  Biegungswiderstand  in  diesem  Falle  dieselbe  Wirkung  haben 
wie  eine  Vergrösserung  der  angehängten  Last  um  1,5  Procent. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  der  Kette  die  Reibung  in  den 
Gelenken  —  so  erzeugt  bei  geflochtenen  Seilen  die  Reibung 
zwischen  den  einzelnen  Litzen  oder  Drähten  einen  Biegungs- 
widerstand, durch  welchen  auf  die  in  Fig.  345  angedeutete  Art  das 
Verhältniss  der  Hebelarme  von  Kraft  und  Last  modificirt  wird. 
Die  Grösse  des  Seilbiegungswiderstandes  kann  jedoch  nicht  durch 
Rechnung,  sondern  nur  durch  directe  Versuche  ermittelt  werden 
und  hängt  natürlich  wesentlich  von  der  Beschaffenheit  des  Seiles 
ab.  Annäherungsweise  ist  der  Seilbiegungswiderstand  dem  Qua- 
drate der  Seildicke  proportional  zu  setzen  und  (nach  Redten- 
b  ach  er)  zu  bestimmen  nach  der  Formel: 

368)    S  =  13  —  W, 

a 

in  welcher  o  die  Seildicke  und  a %  den  Rollenhalbmesser  (in 
Metern  ausgedrückt)  bezeichnen. 

Hiernach  würde  z.  B.  bei  einer  Seildicke  S  =  (^,02  und  einem  Rollen- 
halbmesser a  =  0m,l  der  Reibungswiderstand  die  Grösse  haben  : 

0  022 
SB  =  13  .  -^-  W  =  0,052  W 

also  wie  eine  Lastvermebrung  um  5,2  Procent  wirken.*) 


*)  Nach  Weisbach 's  Versuchen  ist  für  getheerte  Hanfseile  von  1,6 Zoll 
Dicke  bei  Rollenhalbmessern  von  2  bis  3  Fuss,  zu  setzen  (auf  Metermaass 
reducirt) : 

©  =  1,5  Kii.  +  ^*L65- .  W, 

a 

für  neue  ungetheerte  Hanfseile  von  J  Zoll  Dicke  bei  einem  Rollenhalbmesser 
von  10,5  Zoll: 

O  001 K4 
53  =  0,08«  Kil.  +  -u'— —  .  W, 

a 
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§.  79. 
Widcrstandscoefficienten  für  Ketten-  und  Seil -Rollen. 


Wie  die  Wirkung  des  Biegungswiderstandes  aufgeiasst  werden 
kann  als  eine  Vermehrung  der  hinaufzuziehenden  Last  um  eine 
Grösse  3),  deren  Bestimmung  im  vorigen  Paragraphen  erklärt 
wurde:  so  kann  auch  die  Wirkung  des  bei  Umdrehung  der  Rolle 
zu  überwindenden  Zapfenreibungswiderstandes  aufgeiasst  werden 
als  eine  Vermehrung  der  Last  um  eine  gewisse  Grösse  $,  welche 
auf  folgende  Weise  zu  bestimmen  ist. 

Wräre  die  Kette  vollkommen  biegsam,  so  hätte  die  Kraft  K 
neben    dem    Widerstände   W  nur    den   Zapfenreibungswiderstand 

zu  überwinden,   und   würde  für  die  zum 
Eig.  34b\  gleichförmigen  Hinaufziehen  der  Last   W 

erforderliche  Zugkraft  K  die   Gleichung 
sich  ergeben  (nach  Fig.  346): 

Ka  =   Wa  -f  f(K-\-  W)  r     oder 


/ 


N 


/ 


f     / 


V 


y$ 


\ 


/ 


m+m 


K 
W 


1+/  — 

1  J   a 


1-/ 


a 


W 


*K 


Da  die  Grösse  /  —    in    der    Regel    sehr 

klein  sein  wird,  so  kann  —  wie  in  dem 
analogen  Falle  des  vorigen  Paragraphen  mit  Bezug  auf  Gleichung 
365)  erklärt  wurde  —    statt  dessen  annähernd  gesetzt  werden: 


K 
W 


r 


=  1  +  2/^ 


für  Drahtseile  von  $  Zoll  Dicke  (bestehend  aus  16  Drähten  von  je  £  Zoll 
Dicke)  bei  Rollenhalbmessern  von  2  bis  3  Fuss: 

*  =  0,49  KU.  +  -°^?8   .  W, 

für  frisch  tfetbeerte  Drahtseile  (mit  Hanf- Seelen  in  den  Litzen  und  im  Seile) 
von  7  Linien  Dicke  (bestehend  aus  4  mal  4  Drähten  von  je  1,2  Linien 
Dicke)  : 


«  =  0,57  KU.  +  -9&*™*.  W. 

a 
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oder  wenn   der  Durchmesser  des  Rollenzapfen  2  r  =  d  gesetzt 
wird: 

369)    K  =  W+f—  W. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  das  zweite  Glied  auf  der 
rechten  Seite  die  gesuchte  Grösse  3*  um  welche  die  Last  ver- 
mehrt werden  müsste,  wenn  die  Wirkung  dieses  hinzugefügten 
Lasttheiles  mit  der  Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes  über- 
einstimmen sollte.    Es  ist  also  zu  setzen: 

370)    S=f-^W. 

Hiernach  kann  man  sich  die  vereinigte  Wirkung  der  Biegungs- 
und Zapfenreibungswiderstände  auf  die  in  Fig.  347  dargestellte 

Weise  veranschaulichen,  indem  man  sich  zu 
der  Last  W  noch  die  beiden  Gewichte  SS 
und  3  hinzugefügt  denkt,  und  nunmehr  die 
erforderliche  Kraft  K  bestimmt  —  wie  wenn 
die  Kette  vollkommen  biegsam  und  der 
Rollenzapfen  vollkommen  glatt  wäre  —  nach 
der  Gleichung: 

371)    K=  W+&  +  & 

Nach  Substitution  der  beiden  in  Gleichung 
367)  und  370)  gefundenen  Werthe  erhält 
man  die  Gleichung: 


Fig.  347. 


372)    *-!T  (!+/.£+/£), 


in  welcher  der  Reibungscoefficient  der  Kettenbolzen  zum  Unter- 
schiede vom  Zapfenreibungscoefficienten  mit  fx  bezeichnet,  und 
die  Rolle  selbst  als  gewichtlos  angenommen  ist. 

Der  eingeklammerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  bezeichnet 
diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  den  Widerstand  W  zu  multipli- 
ciren  hat,  um  die  Grösse  der  erforderlichen  Zugkraft  K  zu  er- 
halten, und  soll  der  Wlderstandscoefflcient  genannt  werden.  Für 
Ketten-Rollen  kann  demnach  der  Widerstandscoefficient  berechnet 
werden  aus  der  Gleichung: 


o 


373)    r-l+fif+f^. 
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Wenn  z.  B.  die  Dicke  der  Gelenkbolzen  der  Kette  o  =  O^Ol,  der  Rollen- 
halbmesser  a  =  Om,l ,  der  Durchmesser  des  Rollenzapfen  d  =  O^OIÖ  und  als 
Reibungscoefficient  sowohl  für  die  Gelenkbolzen  als  für  den  Rollenzapfen 
/  =  0,15  =fx  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Widerstandscoefficienten 
der  Werth: 

|x  =  1  +  0,15.-—-+  0,15.  -gy-  =  1,0375. 

Es  würde  also  in  diesem  Falle  die  erforderliche  Zugkraft  K  um  3,75  Procent 
grösser  sein  müssen  als  der  Widerstand  W. 

Auf  gleiche   Weise   erhält  man  als  Widerstandscoefficienten 

für  Seilrollen  —  indem  man  den  Factor  /.  —  im  zweiten  Gliede 

*     a 

vertauscht  mit  dem  in  Gleichung  368)  angegebenen  Werthe  13  — 

a 

—  die  Grösse: 

374)  f  =  i  +  i»-|t+/-5- 

Wenn  z.  B.  die  Seildicke  &  =  0m,02,  der  Rollenhalbmesser  a  =  0"»,08, 
der  Durchmesser  des  Rollenzapfen  d  =  0m,024  und  der  Zapfenreibungscoeffi- 
cient  /  =  0,15  gesetzt  wird,  so  erhält  man  als  Widerstandscoefficienten : 

0  02*  0024 

t*  =  1  +  13  .  ig|-  +  0,15  .  -^gp  =  1  +  0,065  +  0,045  =  1,11. 

Der  zu  überwindende  Widerstand  würde  in  diesem  Falle  durch  den  Seil- 
biegungswiderstand um  6,5  Procent,  durch  den  Zapfenreibungswiderstand  um 
4,5  Procent,  im  Ganzen  also  um  11  Procent  vergrößert,  d.  h.  zum  gleich- 
förmigen Hinaufziehen  eines  Gewichtes  von  100  Kil.  würde  eine  Zugkraft  von 
111  Kil.  erforderlich  sein. 


Capitel  XT. 

Wirkung  der  Kräfte  bei  zusammengesetzter 
rotirender  und  fortschreitender  Bewegung 

des  Körpers. 

§.  80. 

Gleichformigkeitsbedingungen  für  die  zusammengesetzte 
rotirende  und  fortschreitende  Bewegung. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  eines  Systems  von 
unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  gelten  nicht  nur 
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für  ein  ruhendes,  sondern  auch  für  ein  in  gleichförmiger  gerad- 
linig fortschreitender  Bewegung  begriffenes  System.  Es  bleiben 
daher  die  in  §.  68  gefundenen  Bedingungen  der  gleichförmigen 
Drehbewegung  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Drehachse  des 
rotirenden  Körpers  eine  gleichförmige  geradlinig  fortschreitende 
Bewegung  ausführt. 

Eine  solche  zusammengesetzte  Bewegung  des  Körpers  kann 
aufgefasst  werden  als  relativer  Ruhezustand  in  Bezug  auf  einen 
Raum,  welcher  dieselbe  gleichförmige  Drehbewegung  und  gleich- 
zeitig dieselbe  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt. 
Da  die  Beschleunigung  dieser  letzteren  Null  ist,  so  sind  die  nach 
den  Gesetzen  der  relativen  Bewegung  an  den  einzelnen  mate- 
riellen Tunkten  hinzuzufugenden  Kräfte  genau  dieselben,  welche 
in  §.  68  für  die  gleichförmige  Drehbewegung  allein  gefunden 
wurden  —  nämlich  die  Centrifugalkräfte. 

Wenn  also  —  wie  auch  hier  vorausgesetzt  werden  soll  — 
wegen  symmetrischer  Massenvertheilung  in  Bezug  auf  die  fort- 
schreitende Drehachse  der  Einfluss  der  Centrifugalkräfte  ver- 
schwindet, so  gelten  für  die  Gleichförmigkeit  dieser  zusammen- 
gesetzten Bewegung  genau  dieselben  Bedingungen,  welche  in 
§.  42  für  das  ruhende  System  gefunden  wurden.  Es  müssen 
daher  unter  anderen  folgende  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein: 

Erstens:  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  muss  gleich 
Null  sein. 

Zweitens:  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwinkeliger 
Zerlegung  in  die  Richtung  der  fortschreitenden  Bewegung  fallen- 
den Seitenkräfte  muss  gleich  Null  sein. 

Die  erstere  von  diesen  beiden  Bedingungen  bezieht  sich  auf 
die  Gleichförmigkeit  der  Drehbewegung,  die  letztere  auf  die 
Gleichförmigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung. 

§.  81. 
Rollen  und  Flaschenzügc. 

Während  die  Last  W  von  der  Kraft  K  mittelst  des  um  die 
Rolle  laufenden  Seiles  gleichförmig  hinaufgezogen  wird,  hat  das 
(einstweilen  unbeweglich  vorausgesetzte)  Zapfenlager  der  Rolle 
den  Gegendruck: 

375)    Kx  =  K  -f  W 
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zu  leisten,  um  die  fortschreitende  Bewegung  der  Rollen-Achse  zu 
verhindern.  Dieser  Gegendruck  liisst  sich  auch  dadurch  hervor- 
bringen, dass  das  Zapfenlager  der  Rolle  (oder  das  die  Rollen- 
Achse  enthaltende  Gehäuse)  an  einem  Faden  aufgehängt  wird, 
der  oben  an  einem  festen  Punkte  Px  befestigt  ist  (Fig.  348).     In 

diesem  Faden  wird  alsdann 
Fig.  349. 


Fig.  348. 


n 


t  *!=*(*# 


>; 


*v 


eine  Spannung  von  der- 
selben Grösse  Kx  stattfin- 
den —  abgesehen  von  dem 
Gewichte  des  Rollenge- 
häuses, welches  ebenso  wie 
das  der  Rolle  als  vergleichs- 
weise klein  vorausgesetzt 
wird  und  unberücksichtigt 
bleiben  soll  — .  Nach  Glei- 
chung 372)^  ist  die  zum 
gleichförmigen  Hinaufziehen 
der  Last  W  erforderliche 
Zugkraft: 

376)     K  =  jjl  .  W 

worin  ja  als    Widerstandscoefficient   die   in   Gleichung  374)  ange- 
gebene  Bedeutung   hat.     Wenn   man  den  hieraus  für   W  sich  er- 

K 

gebenden   Werth   W  =  —   in  Gleichung  375)  substituirt,  so  er- 

hält  man  als  Spannung  des  oberen  Fadens: 


W 


v 


IV 


K 


F 


377)     Kx  =2^1  +  -A). 


Nach  §.  80  wird  diese  Gleichung  auch  dann  noch  gültig 
bleiben,  wenn  der  ganze  Raum,  in  welchem  der  Vorgang  statt- 
findet (und  in  welchem  der  Befestigungspuukt  1\  relativ  unbe- 
weglich ist),  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt 
mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  der  vertical  aufwärts  gerichteten 
Geschwindigkeit  v  der  aufsteigenden  Last  W  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist.  Durch  das  Hinzukommen  dieser  Bewegung  er- 
hält der  Angriffspunkt  P  der  Kraft  K  die  Geschwindigkeit  2  t>, 
und  wird  die  absolute  Geschwindigkeit  der  Last  W  auf  Null 
reducirt.  Es  kann  also  dieselbe  Spannung,  welche  vorher  durch 
die  angehängte  Last  W  in  dem  rechts  herabhängenden  Faden- 
theile    erzeugt    wurde,    nunmehr    auch    dadurch    hervorgebracht 
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werden,  dass  das  untere  E  dieses  Fadens  an  einem  festen  Punkte 
F  befestigt  wird  (Fig.  349). 

Der  obere  Faden,  welcher  vorher  im  Ruhezustande  sich  be- 
fand, bewegt  sich  jetzt  mit  der  Geschwindigkeit  v  abwärts,  wäh- 
rend seine  Spannung  die  in  Gleichung  377)  angegebene  Grösse 
behält.  Der  obere  Endpunkt  desselben  Pt  wird  also  bei  dieser 
Anordnung  mittelbar  durch  die  Kraft  K  gleichförmig  abwärts 
gezogen,  und  die  an  diesem  Punkte  angreifende  Kraft  Kx  dabei 
als  Widerstand  überwunden,  d.  h.  es  wird  eine  Zugkraft  von  der 
Grösse  Kt  auf  den  Punkt  Pt  übertragen.  Eine  Vergleichung 
dieser  indirecten  Wirkung  mit  derjenigen,  welche  die  Kraft  K 
bei  unmittelbarer  Wirkung  auf  diesen  Punkt  hervorbringen  würde, 
zeigt,  dass  bei  dieser  Anordnung  die  übertragene  Zugkraft  auf  das 

1  -| fache  gesteigert  wird  dadurch,  dass  unter  Vermittelung 

der  beweglichen  Rolle  der  Widerstand  des  festen  Punktes  F  ge- 
zwungen wird,  zu  der  auf  den  Punkt  P,  übertragenen  Kraft  einen 

IS 

Beitrag  von    der    Grösse   W  = 


Fig.  350. 


M 


*H)=*. 


*Wy*: 


zu  liefern. 

Wenn  dasselbe  Verfahren,  durch 
welches  auf  die  in  Fig.  349  ange- 
gebene Art  die  mittelbare  Wirkung 
der  angewendeten  Zugkraft  K  auf 
die  Grösse  Kt  gesteigert  wurde,  in 
Bezug  auf  die  Kraft  Kt  wiederum 
angewendet  wird  (Fig.  350),  so  er- 
giebt  sich  für  die  Spannung  des  ober- 
halb der  zweiten  Rolle  befindlichen 
Fadens  nach  Gleichung  377)  durch 
entsprechende  Vertauschung  der  In- 
dices  die  Gleichung: 

und  für  die  Spannung  des  an  dem  festen  Punkte  Ft  befestigten 
Fadens  die  Gleichung: 

wt  =  ^-=  — fi  +  — V 

1  u.  u    V  u.  J 


v\ 


o 


V   J 


& 


378) 


iKS-fM) 


379) 
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Wenn  allgemein  mit  n  die  Anzahl  der  angewendeten  Rollen 
bezeichnet  wird,  so  ergeben  sich  auf  analoge  Weise  durch  fort- 
gesetzte Wiederholung  der  obigen  Berechnung  die  allgemeinen 
Gleichungen  : 

380)    Ku  =  K[\  +  — )"   und  381)   Wu-X  =  ~  (l  -f  ~j 


n— 1 


Wenn  z.  B.  als  Mittclwerth  des  nach  §.  79  zu  berechnenden  Widerstands- 
coefticienten  ja  =  1,1  gesetzt  wird,  so  erhält  man  für  die  in  Fig.  350  an- 
gegebene Rollen- Anzahl  die  Werthe: 

A'3  =  K  (  1  +  j^3  =  6,9G  K 


w>  =  *i(l+M=^K- 


Während  der  Angriffspunkt  der  Zugkraft  K  mit  der  Geschwindigkeit  v  ab- 


v 


wärts  gezogen  wird,  steigt  die  Last  W2  mit  der  Geschwindigkeit  -r.    Es  wird 

also  von  der  Zugkraft  K  die  Nutzarbeit  }  W2 .  v  hervorgebracht,  während  die 
unmittelbar  von  derselben  verrichtete  Arbeit  gleich  Kv  ist;  das  Verhältniss 
der  beiden  Arbeitsgrössen  ist: 


Fig.  351. 

K(i+$=K3  ♦ 

i 


\  .W2v    _ 


3,31 .  K 


=  0,8275, 


v 

8 


(^) 


K$+tf=K*l 


JL. 


'4  ' 


o 


X(n.)-K,l 


J 


Kv  4  K 

der  Nutzeffect  beträgt  also  82,75  Procent  der  auf- 
gewendeten Arbeit,  und  17,25  Procent  derselben 
werden  durch  Reibungs-  und  Biegungs- Widerstände 
verzehrt. 

Wenn   man   in    den    gefundenen   allge- 
meinen Gleichungen  die  Zahl  p  vertauscht 

mit  der  Zahl  — ,    so    gelten   dieselben  für 

eine  Bewegung  des  ganzen  Systems  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  (Fig.  351),  bei  welcher 
an  jeder  einzelnen  Rolle  „Kraft4*  und  „Wi- 
derstandtt  ihre  Bedeutungen  gegen  einander 
austauschen.  Man  erhält  also  für  diesen 
Fall  die  Gleichungen: 

382)  Kn  =  #(l+n)n, 

383)  Wn_x  =-  ^^(I+jjl)"-1. 

Bei  der  in  Fig.  351  angenommenen  Rollen -Zahl 
ergiebt    sich    z.   B.    (wenn    wiederum   jj.  =  1,1   ge- 
setzt wird),  für  die  zum  Heben  der  Last  K  erforderliche  Zugkraft  K2  der 
Werth: 

K3  =  K  (1  +  1,1)3  =  926I  K. 


(  - 


Va 


£ 


) 


i      i 


2K1 


\iK=W  v 

llKk+thJYi  i 
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Das  Verhältniss  der  von  diesen  beiden  Kräften  pro  Zeiteinheit  verrichteten 
mechanischen  Arbeiten  ist: 

Kv  8      =0,864. 


K3.lv 


9,261 


Es  werden  also  in  diesem  Falle  86,4  Procent  der  aufgewendeten  Arbeit 
zum  Heben  der  Last,  und  13,6  Procent  zum  Ueberwinden  der  Reibungs-  und 
Biegungs- Widerstände  verwendet. 

Wenn  man  bei  der  in  Fig.  349  dargestellten  Anordnung,  an- 
statt das  untere  Finde  des  an  der  rechten  Seite  befindlichen 
Fadens  an  dein  Punkte  F  zu  befestigen,  den  Faden  um  eine  da- 
selbst angehängte  Rolle  herumführt  und  das  Ende  desselben  als- 
dann mit  dem  Gehäuse  der  oberen  Holle  verbindet,  so  entsteht 
die   in   Fig.  352    dargestellte    Anordnung   (bei   welcher   die    Kut- 

fernung  der  beiden  Rollen 
Fig.  353.  80     gross     vorausgesetzt 

/  ..5     i\    wird,  dass  die  Abweichung 

*  W-  K  i  ^  —     i 

"    Vp.5_p.4y    der     Faden  -  Richtungen 


Fig.  352. 


ULK+K+K 


K 

V 


vom  Parallelismus  ver- 
nachlässigt werden  kann). 
Die  Spannungen  der  bei- 
den Fadentheile  rechts 
und  links  neben  der  un- 
teren Rolle  verhalten  sich 
bei  der  in  der  Figur  an- 
gedeuteten ßewegungs- 
richtung  wie  Kraft  und 
Widerstand  zu  einander; 
es  muss  folglich  die  Span- 
nung an  der  rechten 
Seite  jjl  mal  so  gross  sein 
als  die  andere,  woraus 
sich     für     letztere     der 

Werth  — .-  ergiebt.   Für 

die  an  den  Punkten  P 
und  F  hervorgebrachten  Kraftwirkungen  erhält  man  alsdann  die 
in  der  Figur  angegebenen  Werthe. 

Auf  analoge  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  353  darge- 
stellten Flaschenzug,  indem  man  —  von  dem  freien  Fnde  des 
Fadens  ausgehend  den  Lauf  desselben  verfolgend  —  die  Spannung 


o 


V 


k  n* 
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irgend  eines  Fadentheiles  durch  p,  dividirt,  die  Spannung  des 
nächstfolgenden  Fadentheiles,  worauf  dann  die  auf  die  Rollenge- 
häuse ausgeübten  Kraftwirkungen  W  und  Wt  resp.  gleich  zu 
setzen  sind  den  Summen  der  Spannungen  sämmtlicher  Faden- 
theile,  welche  mit  dem  betreffenden  Rollen-Systeme  in  directer 
Verbindung  stehen.  Hiernach  erhält  man  fiir  die  auf  das  obere 
Rollengehäuse  ausgeübte  Zugkraft  die  Gleichung: 

-('+T  +  -?- +  £  +  -£) 

(in  welcher  für  den  Widerstandscoefficienten  p.  ein  dem  mittleren 
Durchmesser  der  verschiedenen  Rollen  entsprechender  Werth  zu 
setzen  sein  würde).  Indem  man  alsdann  dem  für  W  gefundenen 
Ausdrucke  die  Form  giebt: 

384)    W=jrV  +  ^  +  ,S  +  ^X)  =  JL^^ 

findet  man  leicht  das  allgemeine  Gesetz,  nach  welchem  das  Ver- 
hältniss   der    beiden    Kräfte   W  und   K  mit   der   Anzahl   der   in 

jedem  Gehäuse  befindlichen  Rollen  sich 
ändert.  Wenn  die  Zahl  der  in  jedem 
Gehäuse  befindlichen  Rollen  n  statt  2 
betrüge,   so  würde  zu  setzen  sein: 


Fig.  354. 


,*nH 


(Xn  +  1 «  \ 
H-  — H-  / 
Für  das  untere  Rollen-System  ist  die 
Spannungssumme  der  mit  den  Rollen 
in  directer  Verbindung  stehenden  Faden- 
theile  um  die  Spannung  K  kleiner  als 
für  das  obere;  also  ist: 

386)   Wx  =  W-  K  =  K(  C---t\ 

Die  beiden  allgemeinen  Gleichungen 
2n  385)  und  386)   gelten   auch   für  die  in 

=M~2nH  ~~  ik)  **&*  ^4  dargestellte  Anordnung,  bei 
^  welcher  die  in  jedem  der  beiden  Rollen- 
gehäuse befindlichen  Rollen  nicht  unter-  und  übereinander,  son- 
dern  vor-   und   hintereinander   liegend   angeordnet   sind    in   der 
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Weise,  dass  von  jedem  der  beiden  Rollen -Systeme  nur  die  vorn- 
liegende in  der  Figur  sichtbar  erscheint. 

Wenn  z.  6.  die  Zahl  der  Rollen  in  jedem  Gehäuse  4  beträgt,  und  wieder 
fjL  =  1,1  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  die  Werthe : 

Wx  =  W—  K  =  5,346  K. 

Wenn  das  obere  Rollengehäusc  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt  ist, 
und  der  an  dem  unteren  Rollengehäuse  wirkende  Widerstand  Wt  durch  eine 
angehängte  Last  gebildet  wird,  so  beträgt  die  Geschwindigkeit  des  Aufstcigens 
dieser  Last  den  8ten  Theil  von  der  Geschwindigkeit  f,  mit  welcher  das  freie 
Ende  des  Seiles  durch  die  Kraft  K  abwärts  bewegt  wird.  Das  Verhältniss 
der  beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  demnach: 

K  v  8  U,bW5' 

Es  wird  also  bei  dieser  Anordnung  etwa  ein  Drittel  der  Total -Arbeit 
auf  Ueberwindung  der  Reibungs-  und  Seübiegungs- Widerstände  verwendet. 

Wäre  statt  dessen  das  untere  Rollengehäuse  das  befestigte,  und  das 
obere  das  bewegliche,  so  würde  das  Geschwindigkeits- Verhältniss  der  Angriffs- 
punkte von  Widerstand  und  Kraft  gleich  i  sein,  und  für  das  Verhältniss  der 

mechanischen    Arbeiten    der    Werth    sich    er- 
geben : 

W  .Jv    =    6,346    _ 

9 


*w?i 


Kv 


0,705. 


^k^:j 


Bei  der  letzteren  Anordnung  würde  also  der 
Arbeitsverlust  nur  29,5  Procent  betragen. 

Für  den  in  Fig.  355  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  die  an  dem  oberen 
Rollengehäuse  wirkende  Kraft  W  die 
bewegende  Kraft,  und  die  am  freien 
Ende  des  Seiles  angreifende  Kraft  K 
den  zu  überwindenden  Widerstand  bil- 
det, bei  welchem  also  die  Bewegung  des 
ganzen  Systems  in  einem  dem  vorigen  ent- 
gegengesetzten Sinne  erfolgt,  hat  man  in 
den  gefundenen  allgemeinen  Gleichungen 

die  Zahl  jx  mit  der  Zahl  —  zu  vertau- 


V-  '    sehen  und  erhält  dann  die  Gleichungen : 
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)        (        )  l  t  .  1  _  ..*»+! 


387)     W=El^'^\^E(lr^-). 

.     388)     Wt  =  W -- K  =  ?  K  (^^-Y 

Wenn  auch  hier  wieder  p.  =  1,1  und  n  =  4  gesetzt  wird,  so  ergiebt 
sich  für  die  zum  Ueberwinden  des  Widerstandes  K  erforderliche  Zugkraft  W 
der  Werth: 

w  =  K  (t=m~)  =  13,58  K ' 

und  das  Yerhältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten  beträgt  in  diesem  Falle: 

~wji~  =  1W  =  0>663- 

Für  den  am  unteren  Rollengehäuse  wirkenden  Widerstand  ergiebt  sich 
der  Werth: 

Wi  =  W  -  K  =  12,58  K. 

Wenn  das  untere  Rollengehäuse  statt  des  oberen  das  bewegliche  wäre, 
so  würde  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  gleich  J  sein  und  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten  betrüge: 

Wx.tv    ~    12,48    -ö>bdb' 

Der  Arbeitsverlust  würde  also  bei  der  ersteren  Anordnung  33,7  Procent, 
bei  der  letzteren  36,4  Procent  betragen. 

* 

§.  82. 

Differenzial  -  Flaschenzug. 

Die  oberen  beiden  Rollen  bilden  zusammen  ein  Stück  und 
drehen  sich  um  eine  gemeinschaftliche  feste  Drehachse  O  (Fig.  356). 
Jede  der  beiden  Rollen  ist  am  Umfange  mit  Zähnen  oder  Stegen 
versehen,  durch  welche  ein  Gleiten  der  Kette  längs  des  Rollen- 
Umfanges  verhindert  wird.  Während  diese  Doppel-Rolle  in  der 
Richtung  des  Pfeiles  ein  Mal  um  ihre  Achse  sich  dreht,  wird 
links  an  der  grösseren  Rolle  ein  Kettenstück  von  der  Länge  2Äit 
aufgewickelt  und  rechts  an  der  kleineren  Rolle  ein  Stück  von  der 
Länge  2  r  t:  abgewickelt;  im  Ganzen  also  die  Länge  der  beiden 
verticalen  Kettentheile,  an  welchen  die  untere  Rolle  nebst  der 
Last  W  hängt ,  um  die  Grösse  2  (R  —  r)  tt  verkürzt ,  wovon  auf 
jeden   der   beiden  Theile   die   Hälfte  kommt.     Während  also  der 
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Angriffspunkt  der  Kraft  K  die  Strecke  2  R  *  zurückgelegt ,   wird 
die  Last  W  um  die  Strecke  (R  —  r)  tt  gehoben ;  das  Verhältniss 

der  beiden  Geschwindigkeiten  ist  daher: 

*%•  356-  «  2Ä, 


V 


(R  —  r)  «  ' 


i. 


woraus    sich   für    die    Geschwindigkeit    der 
aufsteigenden  Last  die  Grösse  ergiebt: 

389,    .-f(l--J). 

Wären  bei  der  Bewegung  keine  Reibungs- 
und Biegungs  -  Widerstände  zu  überwinden, 
so  würde  in  jedem  der  beiden  Kettentheile, 
welche  zusammen  die  Last  W  tragen,   die 

W 

Spannung  — -    stattfinden,    und   aus     der 

Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug 
auf  die  bbere  Drehachse  0: 

W  W 

0  =  KR  +  -%-r--%  R 

würde   für    das    Verhältniss    von    Kraft   zu 
Last  der  Werth  sich  ergeben: 

390)    -*    =i(i_Jl). 

Durch  die  in  Wirklichkeit  vorhandenen 
Reibungs-  und  Biegungs- Widerstände  wird  jedoch  ein  Unterschied 
in  den  Spannungen  der  beiden  links  und  rechts  neben  der  unteren 
Rolle  befindlichen  Kettentheile  bedingt.  Bei  der  angenommenen 
Drehungsrichtung  der  unteren  Rolle  wirkt  die  Spannung  rechts 
als  Widerstand,  und  die  Spannung  links  als  Kraft,  welche  diesen 
Widerstand  zu  überwinden  hat.  Es  muss  also  die  letztere  das 
p.-fache  der  ersteren  betragen ,  wenn  mit  p.  der  nach  §.  79  zu 
bestimmende  Widerstandscoefficient  für  Ketten-Rollen  bezeichnet 
wird.  Die  Summe  dieser  beiden  Spannungen  muss  gleich  der 
Last   W  sein,  also  ist: 

391)     W  =  P(l  +  n). 

Wenn  der  Halbmesser  der  unteren  Rolle  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  von  den  Halbmessern  der  beiden  oberen  Rollen 
ist,   so    kann   für   den    Widerstandscoefficienten ,    welcher  bei  der 


jr\\c--zH) 
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Bewegung  des  oberen  Rollen  -  Systems  in  Rechnung  zu  bringen 
ist,  dieselbe  Grösse  wie  für  die  untere  Rolle  angenommen  werden. 
Am  oberen  Rollen -Systeme  wirkt  die  Spannung  jx  P  als  Wider- 
stand, und  die  beiden  Kräfte  K  und  P  an  der  rechten  Seite 
haben  gemeinschaftlich  diesen  Widerstand  zu  überwinden.  Es 
ist  also  die  Momenten-Summe  der  beiden  letzteren  dem  jx-fachen 
des  Momentes  der  ersteren  gleich  zu  setzen,  woraus  sich  die 
Gleichung  ergiebt: 

KR  +  Pr  =  fi .  jjlPÄ     oder     K  =  p(jj.2  -  -^-)  . 

Wenn  man.  die  letztere  Gleichung  durch  Gleichung  391)  divi- 
dirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


2  r 


392) 


K  *         R 


W  1  -f-  JX 


Setzt  man  als  mittleren  Werth  des  Widerstandscoefficienten  für  Ketten- 

r  10 

Rollen  fjL  =  1,05  und  das  Verhältniss  -=-  =  -7^-,  so  erhält  man: 

XV  11 

2  10 

W  ~~      1  +  1,05      ~~  °'0943' 

Nach  Gleichung  389)  ist  in  diesem  Falle  c  =  ijö  J    d*8  Verhältniss   der 
beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  daher: 

Wc  1 


=  0,482. 


Kv         22.0,0943 
Der  Nutzeffcct  beträgt  also  48,2  Procent. 
Wenn  man  in  Gleichung  392)  die  Zahl  p.  vertauscht  mit  der 

Zahl  — ,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(-  V  -  - 

393)     £  =  -^_^-. 

w  1  +  — 

V- 

Diese  letztere  Gleichung  gilt  für  eine  Bewegung  des  ganzen 

Systems  im  entgegengesetzten  Sinne,  bei  welcher  die  Kraft  K  als 

Widerstand  und  die  Last   W  als  treibende  Kraft  wirkt.     Setzt 

man  in  dieser  Gleichung  üf  =  0,  so  erhält  man  die  Bedingung: 

394>    (7)'  =  TT' 

Ritter,  Mechanik.  24 
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welche  erfüllt  sein  musa,  wenn  die  der  Last  W  das  Gleichgewicht 
haltende  Kraft  K  die  Grösse  Null  haben  soll.  Damit  also  durch 
die  Last  W  keine  rückgängige  Bewegung  des  sich  selbst  über- 
lassenen  Apparates  hervorgebracht  werde,  muss  die  Bedingung 
erfüllt  sein: 


395) 


R    —    u1 


1,05  erhielte  man  z.B.  die 


Für   den   üben   angenommenen   Werth   fi  = 
Bedingung : 

JL>„> 

H  =  1,1025 

d.  h.  es  müSBte  der  Halbmesser  der  kleineren  Rolle  mindeste™  etwa  j$  des 
Halbmessers  der  grösseren  Rolle  betragen,  wenn  ein  Zurücksinken  der  ge- 
hobenen Last  verhindert  werden  soll. 


Bedingungen  der  gleichförmigen  Schrauben -Bewegung. 

Körper  gleichzeitig  zwei  gleichförmige  Bewegungen 
ausführt,  von  denen  die  eine  in  einer 
Drehung  um  eine  bestimmte  Dreh- 
achse, die  andere  in  einer  fortschrei- 
tenden Bewegung  längs  dieser  Achse 
besteht,  so  bewegt  sieh  jeder  Punkt 
des  Körpers  gleichförmig  längs  einer 
Schraubenlinie,  und  die  so  zusammen- 
gesetzte Bewegung  des  Körpers  bildet 
eine  gleichförmige  Schraubenbewegung. 
Die  Geschwindigkeit  irgend  eines 
Punktes  setzt  sich  zusammen  aus  der 
allen  Punkten  des  Körpers  gemein- 
schaftlichen Gesell  windigkeit  c  der 
gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung 
und  einer  rechtwinkelig  dazu  gerichte- 
ten (seinem  Abstände  von  der  Dreli- 
Fig.  358.  achse  proportionalen)  Peripherie -Ge- 
schwindigkeit « ,  welche  der  Punkt 
vermöge  der  gleichförmigen  Drehbe- 
wegung besitzt  (Fig.  357  und  358). 
Wenn  t  die  Zeit  ist,  in  welcher  der 
Körper  eine  Umdrehung  ausführt,  und 
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8  die  Strecke,  welche  der  Körper  während  dieser  Zeit  in  der 
Achsen- Richtung  zurücklegt,  so  ergeben  sich  für  die  beiden  Ge- 
schwindigkeiten  eines   in   der  Entfernung   p   von  der  Drehachse 

befindlichen  Punktes  die  Gleichungen: 

g 
396)     ,     s  =  et     oder     c  =  — . 

397)'2pi:  =  vt     oder     v  =  ^. 

V 

Nach  der  in  Fig.  357  angedeuteten  Parallelogramm-Construc- 
tion  bildet  das  Verhältniss  dieser  beiden  Geschwindigkeiten: 

398)    i-  =  tga  =  ^-. 

V  6  p  TT 

das  Steigungsverhältniss  der  von  diesem  Punkte  beschriebenen 
Schraubenlinie. 

Für  irgend  einen  anderen  in  der  Fntfernung  pt  von  der  Dreh- 
achse befindlichen  Punkt  erhält  man  in  gleicherweise  als  Steigungs- 
verhältniss  der  von  diesem  Punkte  beschriebenen  Schraubenlinie: 

3">     *«■  =  2^' 

Die  von  den  einzelnen  Punkten  des  Körpers  beschriebenen 
Schraubenlinien  haben  sämmtlich  dieselbe  Steigung  «;  die  Steigungs- 
verhältnisse  dieser  Schraubenlinien  sind  dagegen  verschieden  je 
nach  den  Entfernungen  der  Punkte  von  der  Drehachse. 

Die  Schraubenbewegung  des  Körpers  ist  eine  gleichförmige, 
wenn  jede  der  beiden  einzelnen  Bewegungen  gleichförmig  ist. 
Nach  §.  80  ist  daher  die  Gleichförmigkeit  der  Schraubenbewegung 
(unter  anderen)  an  folgende  zwei  Bedingungen  geknüpft: 

Erstens,  damit  die  Drehbewegung  gleichförmig  erfolge,  muss 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  auf 
den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achse  der 
Schraubenbewegung  Null  sein. 

Zweitens,  damit  die  fortschreitende  Bewegung  gleichförmig 
erfolge,  muss  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  parallel  zur 
Schrauben-Achse  gerichteten  Seitenkräfte  Null  sein. 

§.  84. 
Flachgängige  Schraube. 

Es  soll  das  Moment  2B  =  Ä7  desjenigen  Kräftepaares  be- 
rechnet   werden,    welches    erforderlich    ist,    um    die    von    fest- 

24* 
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liegender  Schrauben -Mutter  umschlossene  flachgängige  Schraube 
(Fig.  359)  gleichförmig  hinaufzuschrauben  und  den  in  der  Aclisen- 
richtung  wirkenden  gegebeneu  Widerstand  W  dabei  zu  über- 
winden. 

Fig.  359.  Fig.  360. 


"'  '  Auf  die  bewegliche  Schrau- 
be wirken  ausser  dem  Wider- 
stände W  und  den  beiden 
Kräften  K  des  treibenden 
Kräftepaares  nur  noch  die 
von  der  unbeweglichen  Schrau- 
benmutter auf  sie  übertrage- 
nen Gegendrücke,  deren  An- 
griffspunkte die  Berührungs- 
stellen  der  beiden  Körper 
sind.  Die  Stellen,  in  welchen  die  untere  Fläche  des  beweglichen 
Seh raubengewindeg.il ige s  unterstützt  wird  von  der  oberen  Fläche 
des  unbeweglichen  Ganges,  sollen  —  wie  in  Fig.  360  ange- 
deutet —  auf  einer  mittleren  Schraubenlinie  vom  Halbmesser 
K  +  r 


£sin(». 


P  = 


stetig  vertheilt  liegen.     Diese  mittlere  Schrauben- 
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linie  bildet  die  ausschliessliche  Berührungslinie  der  beiden 
Körper,  enthält  foglich  die  Angriffspunkte  sämmtlicher  Gegen- 
drücke. Das  Steigungsverhältniss  tg  a  dieser  mittleren  Schrauben- 
linie kann  nach  der  gewählten  Bezeichnungsweise  unmittelbar  aus 
Gleichung  398)  bestimmt  und  soll  hier  als  gegeben  angenommen 
werden. 

An  irgend  einer  Stelle  P  dieser  mittleren  Schraubenlinie 
wird  von  Seiten  der  Schraubenmutter  auf  die  bewegliche  Schraube 
ein  Druck  D  übertragen,  welcher  angesehen  werden  kann  als  die 
Mittelkraft  aus  dem  rechtwinkelig  zur  Berührungsfläche  gerichteten 
Drucke  N  und  einem  der  Richtung  des  Gleitens  entgegenwirken- 
den Reibungswiderstande  f  N.  Der  Normaldruck  N  wirkt  in 
verticaler  Ebene  rechtwinkelig  zur  mittleren  Schraubenlinie,  bildet 
also  den  Winkel  a  mit  der  verticalen  Achsenrichtung  der  Schraube. 
Der  Reibungswiderstand/iV  wirkt  längs  der  mittleren  Schrauben- 
linie tangential  abwärts,  bildet  also  den  Winkel  a  mit  der  Horizon- 
talen. Da  ein  wirkliches  Gleiten  stattfindet,  so  weicht  (nach 
§.  58)  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und  Reibungswiderstand 
um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Richtung  des  Normaldrucks 
ab.  Die  Kraft  D  bildet  also  den  Winkel  a  -f-  <p  mit  der  Ver- 
ticalen. Dasselbe  gilt  von  den  an  allen  übrigen  Berührungs- 
stellen auf  die  Schraube  übertragenen  Gegendrücken. 

Das  statische  Moment  des  Druckes  D  in  Bezug  auf  die 
Achse  der  Schraube  erhält  man  aus  Fig.  361,  indem  man  dessen 
horizontale  Seitenkraft  D  sin  (a  -f-  <p)  mit  dem  Hebelarme  p  mul- 
tiplicirt.  Wenn  die  Drehbewegung  der  Schraube  eine  gleich- 
förmige sein  soll,  so  muss  das  Moment  9K  des  treibenden  Kräfte- 
paares gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller  Drücke  D 
sein;  es  ist  also: 

400)     m  =  2[Z)sin(a  +  <p)pJ. 

Die  verticale  Seitenkraft  des  Druckes  D  ist  D  cos  (a  -f-  <p). 
Wenn  die  fortschreitende  Bewegung  der  Schraube  eine  gleich- 
förmige sein  soll,  so  muss  die  Summe  aller  dieser  vertical  auf- 
wärt« wirkenden  Drücke  gleich  dem  vertical  abwärts  wirkenden 
Widerstände   W  sein,  also  ist: 

401)     W  =  1  [D  cos  (a  +  <p)  |. 

In  Gleichung  400)  kann  die  Grösse  p  sin  (a  -f-  <p)  als  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  Summen  -  Glieder  auch  vor  das 
Summationszeichen  gesetzt  werden;  ebenso  in  Gleichung  401)  die 
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Grösse  cos  (a  -f-  <p).  Die  beiden  Gleichungen  nehmen  alsdann 
die  folgenden  Formen  an: 

m  =  psin(a+?)2(Z)), 

W=  cos(a  +  <p)2(Z>), 

und  wenn  man  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

402)     -^r  =  ptg(a  +  ?)    oder    Kl  =  W9  tg  (a  +  <p). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  —  <p  statt  +  ?  >  s0  erhält 
man  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  entgegengesetzte  Be- 
wegung, bei  welcher  die  Schraube  in  dem  festliegenden  Mutter- 
gewinde gleichförmig  abwärts  geschraubt  wird.  In  diesem  Falle 
wirken  die  Reibungswiderstände  in  entgegengesetzter  Richtung, 
und  weichen  daher  die  Gegendrücke  D  um  den  Winkel  a  —  <p  von 
der  Achsenrichtung  ab;  die  Gleichung: 

403)  Kl  =  TFptg(a  —  <p) 

zeigt  also:  wie  gross  das  Kräftepaar  sein  muss,  um  eine  Be- 
schleunigung dieser  abwärtsgerichteten  Schraubenbewegung  zu 
verhindern.  Wenn  a  =  <p  ist,  so  wird  für  diese  Bewegungs- 
richtung  üfZ  =  0;  d.  h.  wenn  der  Steigungswinkel  der  mittleren 
Schraubenlinie  gleich  dem  Reibungswinkel  ist,  so  bedarf  es  gar 
keiner  Drehkraft,  um  eine  Beschleunigung  dieser  Bewegung  zu 
verhindern;  die  einmal  vorhandene  Bewegung  wird  sich  gleich- 
formig  fortsetzen  —  wie  gross  auch  immer  die  in  der  Achsen- 
richtung wirkende  Kraft  W  sein  möge.  Wenn  ferner  a  kleiner 
ist  als  <p,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  403)  ein  negativer  Werth 
für  das  Moment  Kl;  d.  h.  in  diesem  Falle  würde  ein  entgegen- 
gesetzt herum  drehendes  —  also  im  Sinne  der  Drehbewegung 
wirkendes  —  Kräftepaar  erforderlich  sein,  um  die  abwärts  ge- 
richtete Schraubenbewegung  gleichförmig  zu  erhalten. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  der  flachgängigen  Schraube 
lässt  sich  hiernach  in  einer  für  beide  Bewegungsrichtungen  ge- 
meinschaftlich geltenden  Form  darstellen  durch  die  Gleichung: 

404)  Kl  =  Wptg(ot  +  <p), 

in  welcher  das  obere  Vorzeichen  auf  den  Fall  sich  bezieht,  in 
welchem  die  fortschreitende  Bewegung  der  Richtung  der  Kraft  W 
entgegengesetzt  ist,  das  untere  dagegen  auf  den  Fall,  in  welchem 
die  fortschreitende  Bewegung  in  der  Richtung  der  Kraft  W  erfolgt. 


Flachgängige  Schraube. 
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Die  Bedingungen  der  gleichförmigen  Bewegung  sind  unab- 
hängig von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit;  die  gefundenen 
Gleichungen  gelten  daher  auch  für  die  Geschwindigkeit  Null  oder 
für  den  Ruhezustand.    Die  beiden  in  Gleichung  404)  gefundenen 

Werthe  bezeichnen  demnach  die  Grenzwerthe, 
welche  das  Kräftepaar  9K  =  Kl  nicht  über- 
schreiten darf,  wenn  die  ruhende  Schraube  nicht 
(nach  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  hin) 
in  Bewegung  gerathen  soll.  Bei  vorhandenem 
Ruhezustande  würde  aber  weder  in  dem  Gleich- 
gewichtszustande der  Schraubenspindel,  noch  in 
dem  Gleichgewichtszustande  der  Schraubenmutter 
Etwas  verändert,  wenn  beide  Körper  zu  einem 
Stücke  vereinigt  würden.  Betrachtet  man  also 
Schraubenspindel  nebst  Schraubenmutter  als  ein 
Stück,  und  wendet  dann  auf  das  Ganze  die  all- 
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen  an,  so  findet 
man  die  Kräfte,  welche  auf  die  —  bisher  unbe- 
weglich vorausgesetzte  —  Schraubenmutter  wirken 
müssen,  um  zu  verhindern,  dass  dieselbe  in  Be- 
wegung gerathe  (Fig.  362  und  Fig.  363). 

Druck  und  Gegendruck  haben  stets  gleiche 
Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung;  die  Drücke 
Z>,  welche  die  Schraube  und  die  Schraubenmutter 
gegenseitig  auf  einander  übertragen,  haben  auf 
den  Gleichgewichtszustand  des  Ganzen  keinen  Ein- 
fluss  und  können  daher  unberücksichtigt  bleiben. 
Hiernach  ergiebt  sich,  dass  auf  die  Schraubenmutter  in  der 
Richtung  der  Achse  eine  Kraft  wirken  muss,  welche  der  Kraft  W 
gleich  und  entgegengesetzt  ist,  und  ausserdem  ein  Kräftepaar, 
welches  dem  Kräftepaare  9W  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Ge- 
nau dieselben  Gleichungen,  welche  oben  für  das  auf  die  Schrauben- 
spindel wirkende  Kräftepaar  gefunden  wurden,  gelten  daher  auch 
für  das  entgegengesetzt  drehende  Kräftepaar,  welches  auf  die 
Schraubenmutter  wirken  muss,  um  dieselbe  im  Ruhezustande  zu 
erhalten,  während  die  Schraubenspindel  in  derselben  ihre  gleich- 
förmige Schraubenbewegung  ausführt. 

In  den  Gleichgewichts  -  Bedingungen  des  ganzen  Systems 
Fig.  362  wird  keinerlei  Aenderung  bedingt  durch  das  gleich- 
zeitige   Vorhandensein    einer    gleichförmigen    Drehbewegung    des 


Fig.  363. 
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Ganzen  um  die  Achse  der  Schraube,  ebensowenig  durch  das 
gleichzeitige  Vorhandensein  einer  gleichförmig  fortschreitenden 
Bewegung  des  Ganzen  in  der  Richtung  der  Schrauben  -  Achse. 
Denkt  man  sich  also  zu  der  stattfindenden  Schraubenbewegung 
der  Spindel  noch  eine  gleichförmige  Bewegung  des  Ganzen  hinzu 
—  das  eine  Mal  eine  gleichförmige  Drehbewegung,  welche  der 
Drehung  der  Spindel  gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  das  andere 
Mal  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung,  welche  der  fort- 
schreitenden Bewegung  der  Spindel  gleich  und  entgegengesetzt 
ist  —  so  findet  man,  dass  die  allgemeine  Gleichung  404)  auch 
dann  noch  gültig  bleibt,  wenn  die  Schraubenbewegung  in  der 
Weise  auf  die  beiden  Körper  sich  vertheilt,  dass  der  eine  nur 
die  fortschreitende  Bewegung,  der  andere  nur  die  Drehbewegung 
ausfuhrt. 

§.  85. 
Schraubenpresse. 

Wenn  die  in  der  Achsenrichtung  der  Schraube  wirkende 
Widerstandskraft  W  durch  den  Gegendruck  eines  Körpers  ge- 
bildet wird,  der  nur  an  der  fortschreitenden  —  nicht  aber  an 
der  drehenden  —  Bewegung  der  Schraube  theilnimmt,  so  findet 
ausser  dem  im  vorigen  Paragraphen  berücksichtigten  Schrauben- 
reibungswiderstande  noch  eine  Zapfenreibung  statt  an  der  Stelle, 
wo  der  Gegendruck  auf  die  (ebene)  Endfläche  der  Schraube  über- 
tragen wird,  und  das  Moment  Kl  des  drehenden  Kräftepaares 
hat  in  diesem  Falle  ausser  dem  Widerstandsmomente  Wptg(a-\-<p) 
noch  das  Moment  eines  dem  Zapfendrucke  W  entsprechenden 
Zapfenreibungswiderstandes  zu  überwinden.  Für  einen  cylindri- 
schen  ebenflächigen  Stützzapfen  vom  Halbmesser  pt  ist  (nach 
§.  69,  Gleichung  312)  das  Moment  des  dem  Zapfendrucke  W 
und  dem  Zapfenreibungscoefficienten  fx  entsprechenden  Zapfen- 
reibungswiderstandes gleich  ±ft  Wp  zu  setzen.  Das  Moment  des 
zum  gleichförmigen  Drehen  der  Schraube  erforderlichen  Kräfte- 
paares ist  also  in  diesem  Falle  zu  bestimmen  nach  der  Gleichung: 

405)    Kl  =  W9tg(a-\-<f)-\-^f1Wpl, 

wenn  die  fortschreitende  Bewegung  der  Schraube  der  Richtung 
der  Kraft  W  entgegengesetzt  ist.  Für  die  rückgängige  Bewegung 
der  Schraube  dagegen  ist  sowohl  <p  als  /,  negativ  zu  setzen,  und 


Schraubenpresse. 
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das  Moment  des  der  Drehung  entgegenwirkenden  Kräftepaares 
muss,  um  eine  Beschleunigung  dieser  rückgängigen  Bewegung  zu 
verhindern,  die  Grösse  haben: 

406)     Kl  =  W9tg(a-9)-iflW9l. 

Um  nach  diesen  Gleichungen  die  Wirkung  der  in  Fig.  364  und  Fig.  365 
dargestellten  Schraubenpresse  zu  berechnen,  würde  man  zunächst  aus  den  in 

der  Figur  angegebenen  Dimensionen  der 
Schraube  das  Steigungsverhältniss  der 
mittleren  Schraubenlinie  zu  berechnen 
haben.  Nach  der  in  §.  83  gewählten  Be- 
zeichnungsweise ist  «=Om,02,  B  =  Omfibi 

r  =  0",04  und  p  =  °j^+^  =  0»,045 

zu  setzen,  folglich  nach  Gleichung  398): 

0,02 


Fig.  364. 


tga  = 


=  0,0708 , 


2 . 0,045 . 3,14 

woraus  sich  für  den  Steigungswinkel 
der  mittleren  Schraubenlinie  die  Grösse 
a  =  4°  3'  ergiebt.  Wenn  ferner  die 
Reibungscoeföcienten  fx  und  tg  cp  beide 
gleich  0,08  angenommen  werden,  also 
cp  =  4<>  34',5  gesetzt  wird,  so  erhält  man 
nach  Gleichung  405): 

K .  0,4  =  W .  0,045  tg  (8°  37',5) 
+  ±.  0,08  W.  0,04,    oder 

K  =  0,0171  W  +  0,004  W  =  0,0211  W. 

Es  würde  also  z.  B.  um  einen  Druck 
W  =  10000  Kil.  hervorzubringen,  eine 
am  Umfange  des  Rades  wirkende  Tangen- 
tialkraft K=211  Kil.  erforderlich  sein. 

Während  die  Pressplatte  um  die 
Strecke  s  =  0m,02  fortschreitet,  legt  ein 
Punkt  am  Umfange  des  Rades  die  Strecke 
2 1  TT  =  2 . 0,4 . 3,14  =  2m,512  zurück.  Das 
Verhältniss  der  hervorgebrachten  zur  auf- 
gewendeten mechanischen  Arbeit  ist  dem- 
nach: 

TT.  0,02  W.  0,02         _oq77; 

K .  2,512         0,0211 .  W .  2,512"        '     ' 

der  Nutzeffect  beträgt  also  37,7  Procent  der  aufgewendeten  Arbeit. 

Für  die  Kraft,  welche  erforderlich  ist,  um  eine  rückgängige  Bewegung 
der  Schraube  zu  verhindern,  erhält  man  nach  Gleichung  406)  den  Werth: 


K     Fig.  365. 


K=  W. 


0,045 


tg(4°3'-4°34',5)--|-. 


0,08 


0,4     ^v  *  ■" '  '        2       0,4 

=  -  0,001  .  W  -  0,004  .  W  =  -  0,005  .  W. 


TT.  0,04 
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Es  würde  also  z.  B.  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Druck  an  der  Press- 
platte 10000  Kil.  beträgt,  einer  rückwärts  drehenden  Kraft  von  50  Kil.  be- 
dürfen, um  die  Schraube  zurückzudrehen. 

Bei  einer  genaueren  Berechnung  der  zum  Drehen  der  Schraube  erforder- 
lichen Kraft  K  würden  noch  folgende  —  bisher  unberücksichtigt  gebliebene  — 
Kräfte  und  Widerstände  in  Rechnung  zu  bringen  sein:  erstens,  das  Gewicht 
der  Schraube  und  der  Pressplatte;  zweitens,  die  Reibung  zwischen  der  Press- 
platte  und  den  Säulen,  welche  derselben  als  Führung  dienen;  drittens,  die 
Reibung  des  in  die  Nuth  eingreifenden  an  der  Innenfläche  der  Rad-Nabe  vor- 
ragenden Schlüssels  längs  der  Nuth  (welche  eine  fortschreitende  Bewegung 
ausführt,  an  der  das  Rad  nicht  theilnimmt);  viertens,  die  Seiten  -  Reibung 
zwischen  den  Mantelflächen  der  Schraube  und  der  Schraubenmutter,  ent- 
stehend durch  die  von  letzterer  auf  erstere  übertragenen  horizontalen  Gegen- 
drücke, welche  durch  die  am  Umfange  des  Rades  einseitig  wirkende  Kraft  K 
hervorgerufen  werden  und  in  ihrer  Mittelkraft  die  zweite  Kraft  des  Kräfte- 
paares darstellen.  Die  aus  der  Berücksichtigung  dieser  Kräfte  sich  ergebende 
Gorrection  des  für  K  gefundenen  Werthes  wird  indessen  meistens  so  klein 
ausfallen,  dass  dieselbe  in  der  Praxis  vernachlässigt  werden  kann. 


§.  86. 
Schrauben  -  Keil  -  Presse. 

Die   in   §.  64   für   eine  Keil -Presse  mit  horizontalen  Gleit- 
flächen gefundene  Gleichung  262): 

Q    2  sin  (cd  -f-  <p)  cos  y 

Kx  cos  (cd  -f-  2  <p) 

bezog  sich  auf  eine  solche  Verschiebung  des  Keil -Systems,  bei 
welcher  der  Mittelkeil  vorrückt  und  die  beiden  Seitenkeile  zu- 
rückweichen. Wenn  man  in  dieser  Gleichung  —  <p  statt  -f-  <p 
setzt,  so  gilt  dieselbe  für  eine  Verschiebung  des  Keil-Systems  im 
entgegengesetzten  Sinne,  nämlich   für  diejenige,  bei  welcher  die 

Seitenkeile  vorrücken  und 
Fig.  366. 


der     Mittelkeil     zurück- 
weicht. 

Bei  der  in  Fig.  366 
dargestellten  Keil-Presse 
soll  durch  die  von  den 
Horizontalkräften  Kl  nach 
innen  geschobenen  Seiten- 
keile der  Mittelkeil  nebst 
der  Pressplatte  nach  oben  gedrängt,  und  der  Widerstand  Q  d^bei 
überwunden  werden.  Für  die  dazu  erforderlichen  Kräfte  Kt  er- 
giebt  sich  demnach  die  Gleichung: 
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Q    2  sin  («>  —  cp)  cos  ( —  cp) 

Ki  cos  (cd  —  2  cp) 

2  sin  (cd  —  cp)  cos  cp  , 

cos  (cd  —  cp)  cos  cp  -(-  sin  (cd  —  cp)  sin  cp    ' 

407)    2  Kx  =  Q  [cotg  (co  —  cp)  +  tg  cp] . 

Diese  Verschiebungen  der  Seitenkeile  können  durch  Um- 
drehung von  Schraubenspindeln  hervorgebracht  werden,  für  welche 
jene  Keile  selbst  die  zugehörigen  Schraubenmuttern  bilden.  Die 
in  den  Achsenrichtungen  wirkenden  Kräfte  Kx  in  entgegenge- 
setzten Richtungen  genommen  bilden  die  Widerstände,  welche 
diesen  Verschiebungen  entgegen  wirken.  Es  kann  daher  die  zum 
Drehen  jeder  von  beiden  Schraubenspindeln  erforderliche  Dreh- 
kraft unmittelbar  nach  Gleichung  402)  bestimmt  werden,  sobald 
dariu  Kx  statt  TT,  und  (für  den  Fall,  dass  der  Reibungscoefficient 
der  Schrauben  von  dem  Reibungscoefficientcn  der  Keile  verschieden 
ist)  cp,  statt  cp  substituirt  wird. 

Wenn  zugleich  die  eine  Schraube  mit  rechts  gewundenem, 
die  andere  mit  links  gewundenem  Schraubengewinde  versehen  ist, 
so  werden  beide  Schraubenspindeln  in  gleichem  Sinne  umgedreht 
werden  müssen,  um  die  beiden  Keile  einander  zu  nähern  und  die 
Pressplatte  nach  oben  zu  schieben.  In  diesem  Falle  können  die 
beiden  Schraubenspiudeln  auch  aus  einem  Stücke  angefertigt 
werden ;  die  beiden  Kräfte  Kx ,  deren  jede  einzeln  genommen:  eine 
seitliche  Verschiebung  der  betreffenden  Schraubenspiudel  hervor- 
bringen würde,  heben  nunmehr  in  Bezug  auf  einen  solchen  Seiten- 
Schub  einander  auf;  die  zur  Umdrehung  dieser  Doppel- Schraube 
erforderliche  Drehkraft  beträgt  alsdann  das  Doppelte  von  der 
zur  Drehung  jeder  einzelnen  Schraube  erforderlichen  Drehkraft, 
ist  also  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

408)    Kl  =  2#1ptg(a-f<p1). 

Wenn  man  hierin  fiir  2  Kx  den  in  Gleichung  407)  gefundenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

409)    Kl=  Qptg(a  +  cp1)[cotg(ü)-cp)  +  tgcp]. 

Wenn  hierin  J  =  0m,4,  p  =  0m,025,  u>  =  85°,  a  =  4°  und  <p  =  yt 
=  4°  35'  (also  der  Reibungscoefficient  für  die  Keile  sowohl  als  für  die 
Schrauben  gleich  0,08)  gesetzt  wird,  so"  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

K .  0,4  =  Q .  0,025  tg  (8°  35')  [cotg  (80°  25')  +  tg  (4°  35')]    oder 
A  =  -M|L  0,151  (0,169  +  0,08)  =  0,00235. 
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Um  also  z.  B.  an  der  Pressplatt«  einen  Druck  Q  —■  10000  Kil.  hervorzu- 
bringen, würde  am  Ende  des  Kurbelarmes  eine  Kraft  £=33,5  Kil.  wirken 
müssen. 

Während  einer  Umdrehung  der  Kurbel  legt  der  Angriffspunkt  der  Kraft 
K  die  Strecke  2in  zurück,  die  beiden  keilförmigen  Schraubenmuttern  rücken 
eine  jede  um  die  Schrauben-Steigung  a  nach  innen  vor,  und  die  Pressplatte 
wird  um  die  Höbe  * .  cotg  w  gehoben.  Das  Verhältniss  der  bei  Ueberwindung 
des  Widerstandes  Q  an  der  Pressplatte  geleisteten  Arbeit  zu  der  unmittelbar 
auf  die. Kurbel  übertragenen  Arbeit  ist  demnach: 


K.2ln 


j-  cotg  <u  =  - 


l 


der  Nutzeffect  betragt  also  1 
Arbeit 


1,3  Procent  der   auf  die  Kurbel  übertragen 


§■87. 
Differenzial  -  Schraube. 

Der    auf   dem   Boden    festliegende   Hohlcylinder  enthält   das 
Schraubenmutter  -  Gewinde     für    die    mittlere    hohle    Schrauben- 
Spindel  ,     welche     ihrerseits 


Fig.  367, 


wiederum  die  Schrauben- 
mutter bildet  für  die  obere 
massive  Schrauben  -  Spindel 
(Fig.  367). 

Wenn  die  mittlere  hohle 
Schraube  mittelst  des  am 
Kopfe  derselben  angebrachten 
Schlüssels  um  eine  Windung 
des  äusseren  Gewindes  in  der 
festliegenden  Schraubenmut- 
ter hinab  geschraubt  wird, 
und  zugleich  die  obere  massive 
Schraubenspindel  auf  irgend 
eine  Weise  verhindert  wird, 
au  der  drehenden  Bewegung 
theilzunehmen,  bo  führt  die 
obere  Schraubeuspindel  wäh- 
lend jener  Umdrehung  eine 
relative  Schraubenbewegung 
in     Bezug     auf     die    hohle 


Differenzial  -  Schraube. 
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Fig.  368. 
D 


.A 


■V. 


H> 


D. 


Fig.  369. 


Schraubenspindel  aus,  indem  sie  um  eine  Windung  des  inneren  Ge- 
windes in  derselben  hinaufgeschraubt  wird.  Während  einer  solchen 

Umdrehung  der  hohlen  Schraube 
wird  also  die  obere  Schrauben- 
spindel nebst  der  Last  W  um 
die  Steigungsdifferenz  sx  —  s  des 
äusseren  und  inneren  Gewinde- 
Ganges  gehoben. 

Um     die     zu     einer    solchen 
Drehung    der    hohlen    Schrauben- 
spindel erforderliche  Drehkraft  Kl 
zu   berechnen,   hat  man   zunächst 
mit    Berücksichtigung    der    Rich- 
tungen, in  welchen  das  Gleiten  an 
den  Schraubenflächen  erfolgt  (auf 
ähnliche  Weise  wie  in  Fig.  359  ge- 
schehen)   die    Richtungen   der   — 
allemal  um  den  Reibungswinkel  cp 
von  den  Normalen  abweichenden  — 
Drücke   D  und  Dt  zu  bestimmen, 
welche    einerseits    von    dem    fest- 
liegenden Muttergewinde  und  an- 
dererseits von  der  oberen  Schrau- 
benspindel  auf   die    hohle    Schraubenspindel 
übertragen    werden.       Nach    Fig.  368    und 
Fig.  369  erhält  man  dann  als  Gleichgewichts- 
bedingungen  für  die   hohle  Schraubenspindel 
die  Gleichungen: 

410)     1  [D  cos  («  -  ff)]  =  2  [Dt  cos  (a  -f  <p)] 
oder 

cos  (a  —  tf)  1  (D)  =  cos (a,  -f  <p ) 1  (Dl ) , 

411)  /TZ=v[Z>1sin(a1+cp)Pl]-2[Z>sin(a-(p)P] 
=  plsin(a1-f-<p)2(Z>1)  —  psin(a — <p)2(Z>). 

Aus  Fig.  370  erhält  man  ferner  als  Gleich- 
gewichtsbedingung für  die  obere  Schrauben- 
spindel die  Gleichung: 

412)     1  \DX  cos  (at  +  <p)l  =  W    oder 

cos(a1+(P)2(Z>1)  =  W, 


D8in(a-<p\ 


K 


Fig.  370. 
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und  wenn  man  die  aus  den  Gleichungen  41 2). und  410)  sich  er- 
gebenden Werthe: 

W  W 

1  {D^  =  cos  («,  +  ?)'     2  {D)  =  cos(a-?) 

alsdann  in  Gleichung  411)  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

413)    Kl  =  WP^-tg(ai  +  ?)-tg(a-<?)y 

Wenn  man  hierin  z.  B.  <z,  =  20°,  a  =  8°,  1  =  0m,8,  Pl  =  0m,02,  p  =  0,n,04, 
und  den  Reibungscoefficienten  /=  0,07,  also  den  Reibungswinke]  y  =  4° 
setzt,  so  erhält  man: 

K.  0,8  =  W.  oW-^g-  .  tg  24°  -  tg  4°)    oder 

K  =  0,0076  .  TT. 

Es  würde  also  z.  B.  eine  am  Endpunkte  des  Schraubenschlüssels  wirkende 
Kraft  K  =  7,6  KU.  ausreichen,  um  einen  Widerstand  W  =  1000  Kil.  zu 
überwinden. 

Während  der  Schraubenschlüssel  einmal  umgedreht  wird, 
legt  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  den  Weg  21tz  zurück,  und 
verrichtet  die  Kraft  K  die  mechanische  Arbeit  K .  2  l  tt.  Der  An- 
griffspunkt des  Widerstandes  W  wird  gleichzeitig  um  die  Grösse 
sx  —  8  gehoben,  und  die  dazu  erforderliche  Arbeit  beträgt 
W(sx  — «).  Für  das  Verhältniss  dieser  beiden  mechanischen 
Arbeiten  ergiebt  sich  demnach  die  Gleichung: 

_    W{sx  —  s)    _    TT(2  pt  TT  tg  qt --  2p7:tga) 
n  ~     K.21*     ~  K.21* 


=  lff  (vtga'~tga)' 


welche   nach  Substitution   des   für   Kl   gefundenen  •  Werthes  die 
Form  annimmt: 

-£j-  tg  a,  —  tg  a 
414)     n  = P- 


-e'-tg(aI  +  ?)-tg(a-?) 

Diese  Gleichung  zeigt,   dass  —  tg  al  grösser  sein  muss  als 

P 
tg  a ,  wenn  überhaupt  ein  Nutzeffect  erreicht  werden  soll. 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  egiebt  sich  für  n  der  Werth: 

i.tg20"-tg8°    _ 
n  -  ~Mg24«-tg4«    ""  °^' 
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beträgt  also  der  Nutzeffect  27  Procent  der  am  Schlüssel  verrichteten  Arbeit, 
während  73  Procent  derselben  zur  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände  ver- 
wendet werden. 

Die  Gleichung  413)  nimmt,  wenn  darin  -}"  ?  m^  — ?  ver" 
tauscht  wird,  die  Form  an: 

415)    !TI  =  TFp(-^tg(al-9)-tg(i  +  ?)) 

und  zeigt  in  dieser  Form,  wie  gross  die  (in  gleichem  Sinne  wie 
vorher)  am  Schlüssel  wirkende  Kraft  K  sein  muss,  um  die  hohle 
Schraubenspindel  an  einer  rückgängigen  Bewegung  —  d.  h.  am 
Aufsteigen  —  zu  verhindern.  Es  muss  also  ausserdem  die  Be- 
dingung erfüllt  sein: 

-^-tg(al-?)^tg(a  +  9), 

P 

wenn  eine  solche  rückgängige  Bewegung  des  sich  selbst  über- 
lassenen  Apparates  ohne  Wirkung  der  Kraft  K  allein  schon 
durch  die  Reibung  verhindert  werden  soll. 

Wenn  man  -f-  K  mit  —  K  vertauscht  in  Gleichung  415)  so 
nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

416)    Ä'  l  =  W  p  (tg  («  +  ?)  -  -h-  tg  («,  -  <p)) 

und  kann  in  dieser  Form  für  die  entgegengesetzte  Anordnung 
der  Difterenzial- Schraube  benutzt  werden,  nämlich  für  diejenige, 
bei  welcher  die  Steigung  s  des  äusseren  Schraubenganges  grösser 
ist  als  die  Steigung  sx  des  inneren,  und  in  Folge  dessen  das  Auf- 
steigen der  Last  W  mit  dem  Aufwärts -Schrauben  der  hohlen 
Schraubenspiudel  verbunden  ist. 

§.  88. 
Scharfgängige  Schraube. 

Wenn  man  in  den  für  die  flachgängige  Schraube  in  §.  84  mit 
Bezug  auf  Fig.  359  und  Fig.  360  gefundenen  Gleichungen  statt 
des  gewöhnlichen  Reibungscoefficienten  /  den  Reibungscoeffi- 
cienten 

/,  -  j- 


sm  h 

für  Gleiten  in   Keilnuthen,  und  demgemäss  statt  des  Reibungs- 
winkels  9  überall  den  nach  §.  60  aus  Gleichung  221): 
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tg  *  =  /,   ■ 


tg"*f 


Fig.  372. 


zu  bestimmenden  Reibungswinkel  <{.  für  Gleiten  in  Keiluuttien  ein- 
führte, so  würden  jene  Gleichungen  nunmehr  gelten  für  eine  flach- 
gängige Schraube,   an   wel- 
itg.  371.  cner   ,üe   beiden   Reibungs- 

flächen mit  Keihiuthen  vom 
Convergenzwinkel  2  8  ver- 
seilen wären  (Fig.  371). 

Denkt  man  sich  die  Zahl 
der  neben  einander  liegenden 
Keilnuthen  bis  auf  einB  re- 
ducirt  und  von  den  beiden 
Seitenwänden  der  in  dem 
festliegenden  Schraubenmut- 
tergewinde  befindlichen  Keil- 
nuth  alsdann  die  innere 
Wand  hin  weggenommen,  so 
gelangt  man  zu  der  in 
Fig.  372  dargestellten  Form, 
für  welche  (nach  der  in 
§.  69  mit  Bezug  auf  Fig.  315 
und  Fig.  316  gegebenen  Er- 
klärung) jene  Gleichungen 
ebenfalls  noch  gültig  bleiben.  Da  femer  die  Formen  der  beiden 
Körper  nur  insoweit  einen  Einfluss  haben  auf  die  zwischen  beiden 
stattfindenden  Druckkräfte,  als  die  Formen  der  beiden  Berührungs- 
flächen durch  sie  bedingt  werden,  so  können  nach  Ausführung 
der  erwähnten  Substitution  jene  für  die  flachgängige  Schraube 
gefundenen  Gleichungen  auch  für  die  gewöhnliche  sch&rfgängige 
Schraube  benutzt  werden,  bei  welcher  die  Querschnittsform  des 
Gewindeganges  —  satt  eines  Rechtecks  —  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  hildeE  (Fig.  373),  und  deren  Form  man  sich  dadurch  ent- 
standen denken  kann,  dass  ein  nach  einer  Schraubenlinie  ge- 
krümmter Stab  von  der  in  Fig.  374  dargestellten  dreieckigen 
Querschnittsform  um  einen  Cylinder  vom  inneren  Durchmesser 
der  Schrauben  Spindel  herumgelegt  und  nachher  mit  demselben 
zu  einem  Stücke  vereinigt  wird. 

Hiernach    ergiebt    sich    z.  B.    aus    Gleichung   402)    fiir   das 
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Moment  der  zum  Ueberwindei)  des  Widerstandes  W  erforderlichen 
Drehkraft  die  Gleichung: 

417)    Kl=  Wptg  (<*  +  *). 


Fig.  373. 


Fig.  374. 


Wenn  der  halbe 
Winkel  an  der 
Spitze  des  gleich- 
schenkeligen  Drei- 
ecks, welches  den 
Gewinde  -  Quer- 
schnitt darstellt, 
mit  ß  bezeichnet 
wird,  so  ist  nach 
Fig.  374  der  Win- 
kel 8  =  90"  —  ß, 
folglich  sinS=cosß 
zu  setzen.  Man 
erhält  also  zur  Be- 
stimmung des  Win- 
kels tji  die  Glei- 
chung : 

Während  einer  Umdrehung  der  Schraube 
wird  der  Angriffspunkt  des  Widerstandes  W 
um  die  Steigung  s  —  also  nach  Gleichung 
398)  um  die  Grösse  2pi:tga  —  zurückgedrängt, 
und  legt  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  die 
Strecke  "21-r  zurück.  Das  Verhältniss  der 
beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  demnach: 
—  W^ptttgtt  _  H^p_ 
"~       K$ü        ~~    Kl 

Ep 


tga. 


chung  417)  sich  ergebenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

419)     B=*S« 

tg  (■  +  +) 
welche  auch  zur  Bestimmung  des  Nutzeffects  der  flachgängigen 
Schraube  dienen  kann,  wenn  wiederum  4  mit  »  vertauscht  wird. 
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Da  nach  Gleichung  418)  der  Winkel  ty  immer  grösser  ist  als  der 
Winkel  ep,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung,  dass  unter  sonst 
gleichen  Umständen  der  Nutzeffect  bei  der  scharf  gängigen  Schraube 
immer  kleiner  ist  als  bei  der  flachgängigen  Schraube ,  dass 
also  in  solchen  Fällen,  wo  die  Schraube  als  Bewegungs-Mechanis- 
mus verwendet  wird,  die  flachgängige  Schraube  allemal  der 
scharfgängigen  vorzuziehen  ist. 

Nach  Gleichung  403)  ergiebt  sich  für  das  zur  Verhinderung 
einer  rückgängigen  Bewegung  der  scharfgängigen  Schraube  er- 
forderliche Drehungsmoment  der  Werth: 

420)     Kl  =  Wptgfa-^). 

Wenn  also  durch  die  Reibungswiderstände  allein  schon  eine 
solche  rückgängige  Bewegung  verhindert  werden  soll,  so  muss  die 
Bedingung  erfüllt  sein: 

■  £♦, 

während  eine  flachgängige  Schraube  schon  bei  dem  kleineren 
Steigungswinkel  *  =  y  von  selbst  zurückweichen  würde.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  in  solchen  Fällen,  wo  Sicherheit  gegen  rück- 
gängige Bewegung  der  Schraube  Haupterforderhiss  ist,  d.  h.  in 
solchen  Fällen,  wo 
Fig.  375.  Fig.  376.  die     Schraube     als 

Be festigu ngs  -  Mittel 
verwendet  wird, 
die  schai'fgängige 
Schraube  bei  glei- 
)Vj£  chem  Steigungswin- 
/  kel     ihren     Zweck 

besser    erfüllt    als 
die  flachgängige. 

Bei  dem  An- 
schrauben einer 
Platte  an  eine 
Wand  mittelst  ei- 
nes scharf  gängigen 
Schrauben  -  Bolzen 
(Fig.  375  u.  Fig.  376) 
hat  die  am  Schrau- 
benschlüssel wirkende  Drehkraft  Kl  ausner  dem  in  Gleichung  417) 
gefundenen  Widerstandsmomente   Wp  tg(a-{-i)    noch    das   nach 
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Gleichung  311)  zu  bestimmende  Moment  des  zwischen  Schrauben- 
mutter und  Platte  entstehenden,  dem  Drucke  W  entsprechenden, 
Reibungswiderstandes  zu  überwinden.  Wenn  mit  pt  der  mittlere 
Halbmesser  der  ringförmigen  Reibungsfläche  und  mit  /  der  be- 
treffende Reibungscoefficient  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für 
die  zum  Hervorbringen  des  Druckes  W  erforderliche  Drehkraft 
die  Gleichung: 

421)  Kl  =  W9  tg  («  -f  $  +/  W9t. 

Wenn  der  Convergenzwinkel  des  Gewindeprofiles  2  ß  =  60°  beträgt  und 
für    die   Schraube   der  Reibungswinkel   <p  =  6°   gesetzt   wird,    so   ist  nach 

Gleichung  418)  tg*  =  ^|-  =  0,1213,  also  <|>  =  6°  56'  zu  setzen.     Wenn 

ferner  l  =  0m,3,  p  =  0m,012,  pt  =  O^Olö,  der  Reibungscoefficient  für 
Schraubenmutter  und  Platte  /  =  0,15  und  der  (auf  gleiche  Weise  wie  bei  der 
flachgängigen  Schraube  aus  Steigung  und  mittlerem  Schraubenbolzen -Durch- 
messer zu  berechnende)  Steigungswinkel  der  mittleren  Schraubenlinie  et  =  2°  20* 
gesetzt  wird,  so  erhält  man  nach  Gleichung  421): 

K .  0,3  =  W  (0,012 .  tg  9°  15'  +  0,15 . 0,015) ,    oder 

K  =  W  (0,0065  +  0,0075)  =  0,014 .  W. 

Eine  am  Endpunkte  des  Schraubenschlüssels  wirkende  Kraft  K  =  14  KU. 
würde  also  bewirken ,  dass  die  Platte  mit  einer  Kraft  W  =  1000  Kil.  gegen 
die  Wand  gepresst  wird,  und  wenn  der  Reibungscoefficient  zwischen  Platte 
und  Wand  0,4  beträgt,  so  würde  der  diesem  Drucke  entsprechende  —  einer 
Verschiebung  der  Platte  längs  der  Wand  entgegenwirkende  —  Reibungswider- 
stand 400  Kil.  betragen. 

Die  zum  Rückwärtsdrehen  des  Schraubenschlüssels  erforder- 
liche Kraft  findet   man   aus   Gleichung  421),   indem   man   darin 

-f-  K  mit  —  K ,  ferner  -(-  ^  m^  —  ty  un^  +/  m^  ~~  /  ver" 
tauscht,  also  aus  der  Gleichung: 

422)  Kl  =  -W9tg(*-V+fWPr 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  würde  z.  B.,  wenn  vorher 
beim  Anschrauben  ein  Druck  W  =  1000  Kil.  hervorgebracht  worden  war,  zum 
Lösen  der  Schraubenverbindung  im  ersten  Augenblicke  die  Kraft  erforder- 
lich sein: 

1O0O 
K  =  -~  [-  0,012 .  tg  (-  4°  35')  +  0,15 . 0,015]  =  10™  ,7. 
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Dynamik  fester  Körper 

oder 

Lehre  von  der  Bewegung  eines  nicht  im  Gleich- 
gewichtszustände befindlichen  Systems  von  un- 
veränderlich verbundenen  materiellen 


Capitel  HL 

Allgemeine  Lehrsätze. 

§.  89. 
Wirkung  der  inneren  Kräfte. 

Arbeits-Summe  der  inneren  Kräfte  gleich  Null. 

Wenn  auf  zwei   materielle  Punkte,   die   einem  unveränder- 
lichen Systeme  angehören,  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie 

zwei  constante  gleich  grosse  entgegen- 
gesetzte Kräfte  wirken,  so  ist  die  bei 
4  irgend  einer  fortschreitenden  Bewegung 
des  Systems  von  diesen  beiden  Kräften 
zusammen  verrichtete  Arbeitssumme 
"?tii  gleich  Null.  Denn  bei  dem  Uebergange 
der  Linie  45  in  die  parallele  Lage 
Ax  Bi  (Fig.  377)  verrichtet  die  in  dem 
Punkte  A  angreifende  Kraft  die  mecha- 
nische Arbeit  — Ks,  und  die  in  dem 
Punkte  B  angreifende  Kraft  die  mecha- 
nische Arbeit  -{-Ks]  die  von  beiden 
Kräften  zusammengenommen  verrichtete 
Arbeitssumme  ist  also  gleich  Null. 
Das   Gleiche  gilt  von  einer  solchen 


Fig.  377. 
K 


*K 
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Bewegung  des  Systems,  bei  welcher  die  Verbindungslinie  der  bei- 
den Angriffspunkte  um  den  einen  ihrer  Endpunkte  sich  dreht 
(Fig.  378).  Denn  bei  dieser  Drehung  verrichtet  die  in  dem  fest- 
liegenden Punkte  A  angreifende  Kraft 
die  mechanische  Arbeit  Null  wegen 
Unbeweglichkeit  ihres  Angriffspunktes, 
und  die  in  dem  Punkte  B  angreifende 
*  Kraft  verrichtet  die  Arbeit  Null,  weil 
die  Bewegung  ihres  Angriffspunktes 
stets  rechtwinkelig  zur  Kraft  gerich- 
tet ist. 

Denkt   man    sich   den   Raum,   in 
welchem  die  in  Fig.  378  dargestellte 
.4/''  Bewegung  erfolgt,  gleichzeitig  die  in 

/  Fig.  377  dargestellte  fortschreitende  Be- 

wegung ausführend,  so  findet  man,  dass 
K  in  diesem   Falle  die   im    Ganzen  ver- 

richtet werdende  Arbeit  in  jedem 
Zeittheilchen  sich  zusammensetzt  aus  zwei  Arbeitssummen,  von 
denen  die  eine  der  drehenden  Bewegung,  die  andere  der  fort- 
schreitenden Bewegung  entspricht.  Da  jeder  von  diesen  beiden 
Theilen  einzeln  genommen  beständig  die  Grösse  Null  hat,  so  gilt 
der  obige  Satz  auch  in  Bezug  auf  eine  solche  Bewegung  des 
Systems,  welche  als  aus  einer  drehenden  und  einer  fortschreiten- 
den Bewegung  zusammengesetzt  aufgefasst  werden  kann,  d.  h.  in 
Bezug  auf  eine  ganz  beliebige  Bewegung  des  Systems. 

Dieser  Satz  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  während  der 
Bewegung  die  Grösse  der  beiden  Gegenkräfte  stetig  sich  ändert. 
In  diesem  Falle  kann  man  sich  nämlich  die  ganze  Bewegungs- 
dauer zerlegt  denken  in  Theile,  die  so  klein  sind,  dass  innerhalb 
eines  solchen  Zeit  -  Intervalles  die  beiden  Kräfte  als.  constant 
bleibend  angesehen  werden  dürfen.  Für  jeden  einzelnen  dieser 
Zeittheile  ist  dann  der  Satz  als  bereits  bewiesen  zu  betrachten; 
folglich  muss  derselbe  auch  für  die  Summe  aller  dieser  Zeittheile, 
oder  für  die  ganze  Bewegungsdauer  noch  richtig  sein. 

Nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  (§.  19)  haben  die  in 
einem  Systeme  von  materiellen  Punkten  wirkenden  inneren  Kräfte, 
d.  h.  die  von  den  einzelnen  Punkten  auf  einander  gegenseitig 
übertragenen  Kräfte,  je  paarweise  gleiche  Grössen  und  entgegen- 
gesetzte   Richtungen    in    den    Verbindungslinien    ihrer   Angriffs- 
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punkte.  Da  zugleich  (nach  der  in  §.  36  gegebenen  Erklärung) 
bei  einem  Systeme  von  unveränderlich,  verbundenen  materiellen 
Punkten  diese  inneren  Kräfte  stets  diejenigen  Grössen  haben, 
welche  erforderlich  sind,  um  die  Entfernungen  ihrer  Angriffs- 
punkte unverändert  zu  erhalten,  so  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen 
Satze,  dass  bei  einem  solchen  Systeme  die  von  den  inneren 
Kräften  verrichtete  Arbeitssumme  stets  gleich  Null  ist  —  wie 
auch  immer  die  Bewegung  des  Systems  beschaffen  sein  möge, 
und  wie  auch  immer  diese  inneren  Kräfte  während  der  Bewegung 
sich  ändern  mögen. 

§.  90. 
Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Zunahme   der   lebendigen  Kraft  gleich   Arbeit  der   äusseren 
Kräfte.     Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Die  Bewegung,  welche  ein  mit  anderen  Punkten  zu  einem 
unveränderlichen  Systeme  verbundener  materieller  Punkt  unter 
Einwirkung  einer  bestimmten  Kraft  K  ausführt,  ist  im  Allge- 
meinen verschieden  von  derjenigen  Bewegung,  welche  dieser  Punkt 
ohne  jene  Verbindung  als  vollkommen  freier  materieller  Punkt 
ausführen  würde  unter  Einwirkung  derselben  Kraft  K.  Der  eine 
materielle  Punkt  kann  nicht  in  Bewegung  versetzt  werden,  ohne 
dass  die  übrigen  Punkte  gleichfalls  in  Bewegung  gerathen,  und 
eine  Aenderung  seines  Bewegungszustandes  ist  im  Allgemeinen 
unzertrennlich  verbunden  mit  Aenderungen  in  den  Bewegungs- 
zuständen  der  übrigen  materiellen  Punkte. 

Dasjenige,  was  einen  materiellen  Punkt  in  Bewegung  versetzt, 
oder  seinen  Bewegungszustand  verändert,  ist  (nach  §.  27)  allemal 
als  eine  Kraft  aufzufassen.  Es  werden  also  durch  das  Auftreten 
der  Kraft  K  mittelbar  noch  andere  Kräfte  in  Thätigkeit  versetzt, 
nämlich  einerseits  die  Kräfte,  welche  bewirken,  dass  die  Be- 
wegung ihres  Angriffspunktes  von  der  eines  freien  materiellen 
Punktes  abweicht,  andererseits  diejenigen  Kräfte,  durch  welche 
gleichzeitig  die  Bewegungszustände  der  übrigen  materiellen  Punkte 
verändert  werden.  Diese  mittelbar  in  Thätigkeit  versetzten  Kräfte 
sind  eben  jene  inneren  Kräfte,  welche  von  den  einzelnen  mate- 
riellen Punkten  nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  auf  ein- 
ander übertragen  werden,    und  durch  welche  die  Entfernungen 
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derselben  unverändert  erhalten  werden.  Es  sind  also  diese  inneren 
Wechsel  Wirkungskräfte  aufzufassen  als  Widerstandskräfte,  welche 
allemal  nur  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  ahne  dieselben 
die  Abstände  der  einzelnen  Punkte  sich  ändern  würden.  Sie 
bilden  eine  Kräfte-Gruppe,  deren  Wirkung  das  Auftreten  der  ge- 
gebenen äusseren  Kräfte  stets  begleitet  und  wesentlich  durch  die 
letzteren  bedingt  wird. 

Die  wirkliche  Bewegung  eines  jeden  zum  Systeme  gehörenden 
materiellen  Punktes  geschieht  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  die 
eines  einfachen  freien  materiellen  Punktes,  der  unter  Einwirkung 
von  zwei  Kräften  sich  bewegt:  Die  eine  von  diesen  beiden 
Kräften  ist  die  als  bekannt  anzusehende  Mittelkraft  K  der  von 
aussen  her  auf  jenen  Punkt  einwirkenden  Kräfte;  die  andere  Kraft 
J  ist  die  unbekannte  —  je  nach  den  Umständen  sich  ändernde  — 
Mittelkraft  aller  von  den  übrigen  Punkten  des  Systems  auf  jenen 
Punkt  übertragenen  inneren  Kräfte  ip  i2,  i3  . . .  Wäre  die  Kraft 
J  bekannt,  so  würde  nunmehr  die  Bewegung  des  Punktes  be- 
stimmt werden  können  nach  dem  in  §.  21  für  den  einfachen 
materiellen  Punkt  bereits  bewiesenen  Princip  der  lebendigen 
Kraft.  Wenn  mit  21  die  von  der  Kraft  K  während  der  Bewegung 
verrichtete  mechanische  Arbeit,  mit  Q  die  von  der  Kraft  J  ver- 

richtete  Arbeit,  mit     ^       die    lebendige    Kraft    des    materiellen 

2 

Punktes  im  Anfange  der  Bewegung,  mit  — ^ —    die    lebendige 

Kraft  desselben  am  Ende  der  Bewegung  bezeichnet  wird,  so 
würde  nach  Gleichung  51)  zu  setzen  sein: 


mv2         mc7 


2 


=  ST  +  a. 


Denkt  man  sich  in  gleicher  Weise  auf  jeden  der  übrigen 
materiellen  Punkte  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  angewendet 
und  nachher  die  auf  solche  Weise  gefundenen  Gleichungen 
sämmtlich  zusammen  addirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  2  (a)  die  von  sämmtlichen 
inneren   Kräften   zusammengenommen   verrichtete   Arbeitssumme, 
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welche  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsatze 
immer  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.     Es  ist  also: 

423)    1  (?*)  -  v  (J£)  =  2  (20. 

Die  Grösse  2  (31)   bedeutet  die  Summe  der  von  den  äusseren  — 
unmittelbar  gegebenen  —  Kräften  K  verrichteten  mechanischen 

f  ine*  \ 
Arbeiten,  die  Grösse  2  l  —^—  I   bedeutet  die  Summe   der  leben- 
digen Kräfte  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  im  Anfange  der 

—^—1  bedeutet  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  am  Ende  der  Bewegung.  Die  obige  Gleichung 
zeigt  also,  dass  das  früher  für  den  einfachen  materiellen  Punkt 
gefundene  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  für  ein  System 
von  unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  noch  gül- 
tig ist. 

Die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Systems  ist 
gleich  der  von  den  gegebenen  äusseren  Kräften  verrichteten  Ar- 
beitssumme. 

Der  specielle  Fall,  in  welchem  die  äusseren  Kräfte  so  be- 
schaffen sind,  dass  die  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte 
durch  sie  nicht  verändert  werden,  in  welchem  also  die  Zunahme 
an  lebendiger  Kraft  beständig  die  Grösse  Null  hat,  ist  derjenige, 
in  welchem  die  äusseren  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
Bei  einem  solchen  gleichförmigen  Bewegungszustande  des  Systems 
hat  also  aucli  die  von  den  äusseren  Kräften  verrichtete  Arbeits- 
summe (nach  Gleichung  423)  stets  die  Grösse  Null.  Die  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  Kräfte -Systems  sind  aber  unabhängig 
von  der  Art  des  gleichförmigen  Beweguugszustandes ,  in  welchem 
das  System  ihrer  Angriffspunkte  unter  ihrer  Einwirkung  augen- 
blicklich begriffen  ist.  Wenn  also  die  Kräfte  einander  im  Gleich- 
gewicht halten,  so  muss  nicht  nur  für  den  wirklichen  Bewegungs- 
zustand, sondern  auch  für  einen  beliebigen  anderen  Bewegungs- 
zustand, in  welchem  man  sich  das  Punkten-System  augenblicklich 
begriffen  denken  kann,  jene  Bedingung  erfüllt  sein,  d.  h.  die  von 
den  äusseren  Kräften  verrichtet  werdende  Arbeitssumme  gleich 
Null  sein  —  wobei  jedoch  (wegen  der  im  Allgemeinen  mit  der 
Bewegung  eintretenden  Lagen-Veränderung  des  Punkten-System s 
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gegen  das  Kräfte-System)  das  Wort  „Arbeitssunime"  nur  auf  den 
nächstfolgenden  unendlich  kleinen  Theil  dieser  fingirten  Bewegung 
zu  beziehen  ist.  Auf  diese  Weise  kann  die  Statik  als  ein 
specieller  Fall  der  Dynamik  aufgefasst  werden,  und  die  eben 
erklärte  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  auf  den 
speciellen  Fall  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  führt  zu  folgendem 
allgemeinen  Lehrsatze: 

Wenn  die  auf  ein  System  unveränderlich  verbundener  mate- 
rieller Punkte  wirkenden  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht 
halten,  so  ergiebt  sich  für  die  bei  irgend  einem  fingirten  Be- 
wegungszustande des  Systems  während  des  ersten  unendlich  kleinen 
Theiles  der  Bewegung  von  den  Kräften  verrichtete  Arbeitssumme 
stets  die  Grösse  Null  —  wie  auch  immer  der  Bewegungszustand 
gewählt  werden  möge.  Umgekehrt:  wenn  in  Bezug  auf  jeden 
denkbaren  Bewegungszustand  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  halten 
die  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  (da  andernfalls  durch  die 
Kräfte  das  ruhende  System  in  Bewegung  versetzt,  also  die  leben- 
dige Kraft  derselben  verändert,  folglich  nach  Gleichung  423)  die 
bei  diesem  Uebergange  aus  Ruhe  in  Bewegung  von  den  Kräften 
verrichtete  Arbeit  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben 
würde). 

Dieser  Lehrsatz  wird  das  „Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keitenu  genannt. 

Bei  einer  fortschreitenden  Bewegung  des  Systems  besteht  die 
während  des  ersten  unendlich  kleinen  Theiles  der  Bewegung  von 
den  Kräften  verrichtete  Arbeit  in  dem  Producte  aus  der  zurück- 
gelegten Wegeslänge  in  die  algebraische  Summe  der  bei  recht- 
winkeliger Zerlegung  in  die  Richtung  dieser  Bewegung  fallenden 
Seitenkräfte.  Bei  einer  Drehung  des  Systems  besteht  diese  Arbeit 
(nach  der  in  §.  22  mit  Bezug  auf  Fig.  51  gegebenen  Erklärung) 
in  dem  Producte  aus  dem  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  in 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse.  Wenn  man  also  als  Be- 
wegungszustand des  Systems  das  eine  Mal  eine  fortschreitende 
Bewegung  in  beliebiger  Richtung,  das  andere  Mal  eine  Drehbe- 
wegung um  eine  beliebige  Drehachse  annimmt,  so  ergeben  sich 
die  beiden  am  Schlüsse  des  §.  40  gefundenen  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen als  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 
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§.  91. 

d'Alembert's  Princip. 

Die  den  Beschleunigungen  der  einzelnen  materiellen  Punkte  ent- 
sprechenden  Kräfte,  in   entgegengesetzten   Richtungen   hinzuge- 
fügt,  würden   den    wirklich    vorhandenen   Kräften   das  Gleichge- 
wicht halten. 

Die  auf  irgend  einen  der  materiellen  Punkte  des  Systems 
wirkende  Totalkraft  ist  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  erklärt  — 
anzusehen  als  die  Mittelkraft  aus  der  gegebenen  äusseren  Kraft  K 
und  aus  einer  unbekannten  Kraft  J,  welche  durch  die  Verbindung 
desselben  mit  den  übrigen  Punkten  bedingt  wird.  Wenn  also 
mit  R  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  AT,  J,  und  mit  m  die 
Masse  des  materiellen  Punktes  bezeichnet  wird,  so  ist  die  wirk- 
liche Beschleunigung  desselben  jedenfalls: 

R 

P  —  — • 
m 

Hieraus  ergiebt  sich  für  jene  Totalkraft  selbst  —  oder  für  die 
der  wirklichen  Beschleunigung  des  materiellen  Punktes  ent- 
sprechende Kraft  —  der  Werth: 

424)    R  =  mp. 

Wenn  man  eine  Kraft  von  derselben  Grösse,  aber  von  ent- 
gegengesetzter Richtung  zu  den  beiden  wirklich  vorhandenen 
Kräften  K  und  J  an  jenem  materiellen  Punkte  noch  hinzu- 
fugte, so  würde  derselbe  dadurch  jedenfalls  in  den  Gleichgewichts- 
zustand versetzt  werden.  In  gleicher  Weise  würde  durch  das 
Hinzufügen  einer  der  Beschleunigung  desselben  entsprechenden 
aber  entgegengesetzt  genommenen  Kraft  jeder  der  übrigen  mate- 
riellen Punkte  des  Systems,  und  damit  zugleich  das  ganze  System 
selbst  in  den  Gleichgewichtszustand  versetzt  werden  können. 
Denkt  man  sich  also  an  dem  ganzen  Systeme  die  den  wirklichen 
Beschleunigungen  der  einzelnen  materiellen  Punkte  entsprechenden 
Kräfte,  in  entgegengesetzten  Richtungen  genommen,  zu  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  noch  hinzugefügt,  so  muss  die  Ge- 
sammtheit  der  nunmehr  vorhandenen  Kräfte  den  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen  genügen.  Es  können  also  die  allge- 
meinen Gleichgewichtsbedingungen  dazu  benutzt  werden,  jene  unbe- 
kannten Kräfte  mp  . . .  —   und  damit  zugleich  die  unbekannten 
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Beschleunigungen  der  einzelnen  materiellen  Punkte  selbst  zu  be- 
stimmen. 

Wie  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  in  der  speciellen  Form 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  angewendet  werden 
kann,  die  allgemeinen  Gleichgewiehtsbedingungen  aus  den  Ge- 
setzen der  Dynamik  abzuleiten,  so  lassen  sich  umgekehrt  mittelst 
des  hier  gefundenen  Princips  die  Gesetze  der  Dynamik  zurück- 
führen auf  die  im  vorigen  Abschnitte  bereits  gefundenen  Gesetze 
der  Statik. 


Capilel  ML 

Gleichförmige  Drehung  eines  Körpers  um  eine 

feste  Drehachse. 


§.92. 
Lebendige  Kraft  des  mit  der  Geschwindigkeit  «>  rotirenden 

Körpers  gleich      ™  .     Definition  des  Trägheits- 
momentes T. 


Bei  einem  Körper,  der  eine  fortschreitende  Bewegung  aus- 
führt, haben  sämmtliche  Punkte  stets  gleiche  Geschwindigkeiten; 
die  lebendige  Kraft  eines  solchen  Körpers  ist  daher  wie  bei  einem 
einfachen  materiellen  Punkte  zu  definiren  als  Product  aus  der 
ganzen  Masse  des  Körpers  in  das  halbe  Quadrat  seiner  Ge- 
schwindigkeit. Bei  einer  Drehung  des  Körpers  dagegen  —  wie 
überhaupt  bei  solchen  Bewegungen,  die  nicht  rein  fortschreitende 
sind  —  ist  auf  den  Unterschied  zwischen  den  Geschwindigkeiten 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  Rücksicht  zu  nehmen,  und  die 
lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers  stets  als  „Summe  der  leben- 
digen Kräfte  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  des  Körpers"  zu 
definiren. 

Die    lebendige    Kraft    irgend    eines    einzelnen    materiellen 

Punktes  von   der  Masse  m  und  der  Geschwindigkeit  v  ist  — ^— ; 

der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  L  des  ganzen  Körpers  er- 
scheint daher  allemal  in  der  Form: 


(mv*  \ 
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worin  das  Summationszeichen  2  andeutet,  dass  die  auf  ähnliche 
Weise  in  Bezug  auf  jeden  einzelneu  materiellen  Punkt  des  Körpers 

zu  bildenden  Producte  — g—    sämmtlich    zu    einer   Summe   ver- 
einigt werden  sollen. 

Wenn  die  Bewegung  des  Körpers  in  einer  Drehung  um  die 
feste  Drehachse  0  besteht  (Fig.  379),  und  mit  o>  die  Geschwindig- 
keit der  Drehbewegung  bezeichnet  wird 
(im  Sinne  der  am  Schlüsse  von  g.  24 
gegebenen  Erklärung),  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit eines  in  der  Entfernung 
v=,pa)    p  von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes 

V   =   p  Ü>, 

und  wenn  man  in  analoger  Weise  die 
Geschwindigkeit  eines  jeden  der  übrigen 
materiellen  Punkte  durch  seine  Entfer- 
nung von  der  Drehachse  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit co  ausdrückt,  so  erhält 
man  für  die  lebendige  Kraft  des  rotirenden  Körpers  einen  Aus- 
druck von  der  Form: 

Die  Grösse  -r-  ist  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  und  kann  deshalb  vor  das 
Summationszeichen  gesetzt  werden;  es  ist  also: 

425)    I  =  y.2(mpJ). 

Der  Ausdruck  2  (m  p2)  bedeutet  die  Summe  der  Producte 
aus  allen  einzelnen  Massentheilchen  des  Korpers  in  die  Quadrate 
ihrer  Abstände  von  der  Drehachse  und  wird  das  Trägheits- 
moment des  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Drehachse  genannt. 

Wenn  das  Trägheitsmoment  mit  T  bezeichnet,  also  abkürzungs- 
weise : 

426)  1  (m  pa)  =  T 

gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  lebendige  Kraft  des  mit  der 
Geschwindigkeit  u>  rotirenden  Körpers  der  Werth: 

AM\       T  Tu}7 

427)  L  =  —,—  . 
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Um  also  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  Be- 
stimmung der  Drehbewegung  eines  Körpers  anwenden  zu  können, 
hat  man  zuvor  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Drehachse  zu  berechnen. 

§.93. 
Trägheitsmomente,  reducirte  Massen,  Trägheitshalbmesser. 

Ring. 

Wenn  die  einzelnen  Massentheilehen  des  Körpers  sämmtlich 
gleich  weit  von  der  Drehachse  0  entfernt  liegen  (Fig.  380),  so 
kann  in  dem  Ausdrucke: 

T  =  2  (m  p2) 
big.  ö8i).  jje  (jrys8e   p2  ai8  gemeinschaftlicher  Factor 

aller  Glieder  unter  dem  Summationszeichen 
auch  vor  dasselbe  gesetzt  werden,  und  es 
wird: 

T=  p22(m), 

oder,  wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers  mit 
p  bezeichnet  wird: 

428)     T  =  pt  p2. 

Um  also  das  Trägheitsmoment  eines  Ringes  (oder  eines  Hohl- 
cylinders  von  unendlich  kleiner  Wandstärke)  in  Bezug  auf  die 
geometrische  Achse  desselben  zu  erhalten,  hat  man  die  ganze 
Masse  des  Ringes  mit  dem  Quadrate  seines  Halbmessers  zu 
multipliciren. 

Hiernach  kann  das  Trägheitsmoment  eines  beliebigen  anderen 
Körpers  als  gefunden  angesehen  werden,  sobald  die  Masse  p.  be- 
kannt ist,  welche  ein  Ring  vom  gegebenen  Halbmesser  p  haben 
müsste,  wenn  sein  Trägheitsmoment  dem  jenes  Körpers  gleich 
sein  soll.  Man  nennt  alsdann  diese  Masse  jx  die  auf  den  Drehungs- 
halbmesser p  reducirte  Masse  jenes  Körpers.  Die  Grösse  der 
reducirten  Masse  hängt  ab  von  der  Grösse  des  angenommenen 
Drehungshalbmessers.  Da  das  Product  pp2  als  Trägheitsmoment 
des  Körpers  eine  bestimmte  unveränderliche  Zahl  ist,  so  ent- 
spricht jedem  Werthe  von  p  ein  bestimmter  Werth  von  ja.  Der- 
jenige Werth  von  p,  für  welchen  die  reducirte  Masse  p,  gleiche 
Grösse  mit  der  wirklichen  Masse  des  Körpers  hat,  wird  der  Träg- 
heitshalbmesser  des  Körpers  genannt. 


398 


Vierter  Abschnitt.    Cap.  XVII.    §.  93. 


C  y  1  i  n  d  e  r. 

Wenn  die  Masse  eines  Körpers  stetig  und  gleichförmig  über 
eine  Kreisfläche  vom  Halbmesser  R  vertheilt  ist  in  der  Weise, 
dass  auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Kreisfläche  die  Masse  *j 
kommt,  so  ist  die  ganze  Masse  einer  solchen  Scheibe: 

429)    M  =  T  R1  ic. 

Denkt  man  sich  diese  Scheibe  in  concentrische  Ringe  von 
der  unendlich  kleinen  Wandstärke  A  zerlegt  (Fig.  381),  so  erhält 

man   als  Masse   eines  solchen  Ringes  vom 
Fig.  381.  Halbmesser  x: 

m  =  y  •  2xtz .  A 

und  als  Trägheitsmoment  desselben  in  Be- 
zug auf  die  Achse  O  nach  Gleichung  428): 


m  x' 


=  2  n  7  .  a*3  A. 


Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Scheibe 
ist   gleich   der   Summe    der   Trägheitsmo- 
mente   aller    einzelnen    Ringe    zu   setzen; 
man  erhält  also  die  Gleichung: 

430)     T  =  2irT2(a:3A), 

in  welcher  das  Summationszeichen  ausdrückt,  dass  für  x  der 
Reihe  nach  sämmtliche  zwischen  0  und  R  liegende  Werthe  zu 
substituiren ,  und  nachher  alle  die  auf  solche  Weise  gebildeten 


Fig.  382. 


R  - 


X 


■X 


8 

? 


A 


R 


Producte    x*  A    zusammen    zu    addiren 
sind. 

Zur  geometrischen  Veranschaulichung  der 
Grösse  2  (#3  A)  *)  kann  man  sich  eine  vierseitige 
Pyramide  ACB,  deren  quadratische  Grund- 
flache AB  die  Seitenlänge  22,  und  deren  Höhe 
ebenfalls  die  Grösse  B  hat,  in  Schichten  von 
der  unendlich  kleinen  Dicke  A  zerlegt  denken 
durch  parallel  zur  Grundfläche  gelegte  Ebenen 
(Fig.  382).  Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist 
das  Moment  des  ganzen  Inhalts  dieser  Pyramide 
in  Bezug  auf  eine  durch  die  Spitze  C  parallel 
zur  Grundfläche  gelegte  Ebene  gleich  der  Summe 


*)  Nach  der  Bezeichnungswoise  der  Integralrechnung  würde  statt  (a*3  A)  zu 
setzen  sein. 

''R  B* 


x3  d  x  = 


-'  o 
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der  Momente  aller  einzelnen  Schichten,  zu  setzen,  also: 

J .  x0  =  2  (t  x) , 

woraus  sich  nach  Substitution  der  in  Fig.  382  eingeschriebenen  Werthe  die 
Gleichung  ergiebt: 

431)    ^-.$R  =  2(x*b.x)    oder    2(*8A)  =  R* 


Wenn  man  für  die  Grösse  2(ac8A)  ihren  Werth  — j—  setzt, 
so  erhält  man  aus  Gleichung  430): 

432)     r=T«-^-, 
oder  nach  Substitution  des  in  Gleichung  429)  gefundenen  Werthes 

I*^  =  M- 
2 

433)     t=~-. 

Die  auf  den  Drehungshalbmesser  p  reducirte  Masse  der 
Scheibe  findet  man  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke: 

.„.,         2         MR* 
434)    t*p2  =  — £-. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  p  =  R,  so  erhält  man  für  die 
auf  den  Halbmesser  R  (oder  die  auf  den  Umfang)  reducirte 
Masse  der  Scheibe  den  Werth: 

435)    J*  =  4- 

Wenn  man  dagegen  p  =  M  setzt  in  Gleichung  434),  so  er- 
giebt sich  als  Trägheitshalbmesser  der  Scheibe: 

436)    P  =  -j^-- 

Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  eine 
unendlich  dünne  Scheibe,  sondern  auch  für  einen  Cylinder  von 
beliebiger  Länge,  da  ein  solcher  als  Aggregat  von  unendlich 
dünnen  Scheiben  aufzufassen  und  das  Trägheitsmoment  desselben 
durch  Summation  der  Trägheitsmomente  dieser  Scheiben  zu  be- 
stimmen ist. 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  Hohlcylinders  vom  inneren 
Halbmesser  r  und  äusseren  Halbmesser  R  zu  bestimmen,  hat 
man  denselben  als  Differenz  zweier  Cylinder  zu  behandeln  und 
demgemäsß  das  Trägheitsmoment  des  inneren  fehlenden  Cylinders 
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von  dem  des  ganzen  Cylinders  zu  subtrahiren.  Nach  Gleichung 
429)  ist  die  Differenz  der  beiden  Massen  oder  die  Masse  des 
Hohlcylinders: 

437)     M  =  Tic(/22—  r2) 

und  für  das  Trägheitsmoment  desselben  erhält  man  nach  Gleichung 
432)  die  Gleichung: 

438)     7*  ==  T  *  (--7 -) , 
welche  durch  die  vorhergehende  dividirt  die  Form  annimmt: 
439)     _  =  — X__.-    0der     T  =  M  (_  ~-f-). 

Geradlinige   Stange. 

Wenn  eine  Masse  stetig  und  gleichförmig  über  eine  gerade 
Linie  vertheilt  ist  in  der  Weise,  dass  auf  jede  Längeneinheit  der- 
selben die  Masse  y  kommt,  so  ist  die  ganze  in  der  Länge 
A  B  =  L  enthaltene  Masse : 

440)    M  =  T  L. 

Das  Trägheitsmoment  eines  in  der  Entfernung  x  von  der 
Drehachse  befindlichen  in  dem  unendlich  kleinen  Linien -Ab- 
schnitte X  enthaltenen  Massentheils  m  ■=  y  \  in  Bezug  auf  die 
Drehachse  AG  ist : 

m  x1  =  y  X  x* 

oder,   da  nach  Fig.  383  statt  X  auch  — gesetzt  werden  kann: 

sin  a 

Fiq.  383,  mx1  =  y  — . x1 . 

a  •  sin  a 

Das    Trägheits  -  Moment    der 
»    ,  ;      . .  ganzen  Stange  A  B  ist  gleich  der 

^' ~jAs  s,Da       Summe   der    auf   analoge   Weise 

\z  für    die    Trägheitsmomente   aller 

^L i unendlich  kleinen  Abschnitte    zu 

bildenden   Ausdrücke   zu   setzen, 
also: 

441)     T=  -l—l(x*A). 

sin  a       v 

Zur  Bestimmung  des  Ausdrucks  2  (#*  A)  hat  man  sich  die 
ganze  Länge  BC  =  R  in   die  unendlich  kleinen   Abschnitte   A 
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zerlegt  zu  denken,  dann  für  x  der  Reihe  nach  die  zwischen  den 
Grenzen  0  und  R  liegenden  Vielfachen  von  A  zu  substituiren,  und 
nachher  die  auf  solche  Weise  gebildeten  Producte  a?2A  zu  summiren. 
Um  sich  diese  Producten-Summe  geometrisch  zu  veranschaulichen, 
kann  man  dieselbe  als  Inhalt  der  in  Fig.  382  dargestellten  Pyra- 
mide (oder  auch  als  Momenten  -  Summe  der  die  Projection  jener 
Pyramide  darstellenden  dreieckigen  Fläche)  auffassen,  und  findet 

Rz  *) 
alsdann  2  (x2A)  =  -s-    ,  oder  da  R  =  Lsiua  ist: 

442)    3  (*'*)  =    (£813ntt>*. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Glei- 
chung 441): 

443)     T=tL  (Z8^na)2, 

oder,  da  nach  Gleichung  440)  7  Z  =  M  gesetzt  werden  kann : 

444)     T  _  M  (L  sin  «)'  . 

3 

Für    den    Trägheitshalbmesser    der  um   die   Drehachse   A  C 

rotirenden  Stange  ergiebt  sich  demnach  der  Werth: 

445)    P  =  -^ 

und  die  auf  den  Drehungshalbmesser  R  =  L  sin  a  (oder  auf  den 
Endpunkt  B)  reducirte  Masse  der  Stange  ist: 

446)    |*  =  ~. 

Für  den  Fall,  dass  die  Stange  mit  der  Drehachse  einen 
rechten  Winkel  einschliesst,  ist  sin  a  =  1  zu  setzen,  ergeben  sich 
also  die  Gleichungen: 

447)     T  = -**£-,      448)    P  =  y^, 

während  die  auf  den  Endpunkt  reducirte  Masse  der  Stange  nach 
Gleichung  446)  auch  in  diesem  Falle  ein  Drittel  der  wirklichen 
Masse  beträgt. 


*)  Nach    der    Bezeichnungsweise    der    Integralrechnung    würde    diese 
Gleichung  die  Form  erhalten: 

x*  äx  =  — 5- 
o  6 


f 

Jo 
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Rechteckige   Platte. 
Die  letzteren  drei  Gleichungen  bleiben  auch   für  den   Fall 
noch  gültig,   wenn   die  parallel  zur  Drehachse  gerichtete  Dimen- 
sion der  Stange  —  statt  unendlich  klein  zu  sein  —  die  beliebige 
Grösse  b   hat;    d.  li.    sie    gelten    auch    für 
Fig.  384.  eine  rechteckige  Platte  (Fig.  384),  deren  Dreh- 

f,  achse  mit   der   einen   Seite   A  B  des   Recht- 

ecks zusammen  fällt;  insofern  eine  solche 
Platte  in  unendlich  schmale  rechtwinkelig  zur 
Drehachse  gerichtete  Streifen  sich  zerlegen 
lasst,  deren  jeder  wie  eine  rechtwinkelig  zur 
Drehachse  gerichtete  Stange  behandelt  wer- 
den kann.  Wenn  für  diesen  Fall  mit  dem 
Buchstaben  7  die  in  der  Flächen-Einheit  ent- 
haltene Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  die  ganze 
Masse  der  Platte  M  =  ibL  zu  setzen ,  uud  nach  Gleichung  447) 
kann  dem  Ausdrucke  für  das  Trägheitsmoment  auch  die  Form 
gegeben  werden: 


449)     T  = 


bV 
3 


Fig.  385. 


Rotationskörper. 
Denkt  man  sich  den  in  Fig.  385  im  Durchschnitt  darge- 
stellten Rotationskörper  durch  rechtwinkelig  zur  Drehachse  ge- 
legte Ebenen  in  kreisförmige  Scheiben 
yon  der  unendlich  kleinen  Dicke  A  zer- 
legt, so  erhält  man  für  die  Masse 
einer  solchen  Scheibe  vom  Halb- 
messer z  —  wenn  mit  -y  die  in  der 
Cubikeinlieit  enthaltene  Masse  bezeich- 
net wird  —  den  Ausdruck: 

und  das  Trägheit»  -  Moment  dieser 
Scheibe  in  Bezug  auf  die  Rotatious- 
Achsc  A  C  ist  nach  Gleichung  433): 

2  8 

Hiernach  ergeben  sich  resp.  für  Masse  und  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Körpers  die  allgemeinen  Gleichungen: 

450)    M  =  tr2(**A).     451)     7'=^S(2,A). 
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ist,    deren  Achse   n 

Fig.  385  zu  setzen: 


A  B  der  erzeugenden  Fläche  eine  Parabel 
der    Umdrehungs-Achse    zusammenfällt,    an    ist   nach 


und  Dach  Substitution  des  hieraus  für  z1  Bich  ergebenden  Wertlies  nehmen 
die  Gleichungen  450)  und  431)  die  Formen  an: 

Hierin  ist  itxh)  -----  -■-   zu  setzen   (als  Flächeninhalt  eines  Dreiecks, 

dessen  Grundlinie  und  Höhe  gleich  a  sind)  und  Ifx'A)  =  -5-  (als  Momenten- 
Summe  eines  solchen  Dreiecks).  Nach  Substitution  dieser  Wertbe  ergeben*  sich 
resp.  für  Masse  nnd  Trägheitsmoment  des  Paraboloids  die  Gleichungen: 


deren  letztere  durch  erstere  dividirt  die  Form  annimmt: 
454)     *         *      oder     T=™ 


Kegel. 

Wenn   die  erzengende  Flache  ABC 

die   Form  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks 

hat,  so  ist  nach  Fig.  386: 

f  6        .  b 

—  =  —    oder   *  =  —  x 

zu  setzen ,  und  man  erhält  nach  Glei- 
chung 451): 

oder,  wenn  das  Trägheitsmoment  des  Kegels 
durch  die  Hasse  desselben  M  =  ^7-afc1 
ausgedruckt  werden  soll: 

456)    T  =  -fis .  Mb*. 
Kugel. 
Wenn  die  Begrenzungslinie  A  B  der  erzengenden  Flache  ein  Kreisbogen 
,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Umdrehungs-  Achse  liegt,  so  ist  nach  Fig.  387 


und  man  erhalt  nach  Gleichung  451)  als  Trägheitsmoment  des  Kugel-Segments: 


*)  Nach  der  Bezeichnungs  weise  der  Integralrechnung  ist: 


Z(**A)  =  jx* 
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Fig.  387. 


B  . 


i~l[(ir*x*-4rj^+x*)&\    oder: 
;-[4r'2(a!*A)-4r2(i'A)  +  2(x'i)]. 

Hierin  ist  2(2*4)  =  ^-!  2(*Ji)  =  j, 
2(a;*A)  =  -«-  zu  setzen,  also  ist: 

■»a*  — 15ra*+8a»). 


!  Mffik     j  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ■  =  r, 

/    •-!.  \  so  erhält  man  als  Trägheitsmoment  der 

I   ''■'■'.  Halbkugel: 

3|MR;-7 45»)    r=*T*'s, 

i  und  wenn  man  a—  2r  setzt,  so  erhält 

." !      .  /  man    als    Trägheitsmoment    der    ganzen 

Kugel  : 

oder  wenn   die  Masse  der  ganzen  Kugel 
y  .  $  rs  ir  =  M  gesetzt  wird : 
460)    T  =  |  Mr». 
Die  auf  den  Halbmesser  r  reducirte  Hasse  der  Kugel  ist  also: 

461)     p  =  l  M. 
Nach  der  in  Fig.  388  gewählten  Bezeichnung  erhält  man  für 
das  Trägheitsmoment  eines    Körpers   in   Bezug   auf  die    recht- 
winkelig    zur      Bild  fläche     gerichtete 
Achse  0  einen  Ausdruck  von  der  Form : 

462)     T  =1  (m  p1) 
und    das    Trägheitsmoment   in    Bezug 
auf  eine  parallel  zu  dieser  Achse  durch 
den  Schwerpunkt  S  gelegte  Achse  ist: 
463)     T.  =  I(mrJ). 
Nach    Fig.  388   ist   rs  —  x1  +  2* 
»'-•>"  Und  p1  =  (a!+a),  +  Ä,  =  ic,-r-«,-r-oJ 

-\-%ax  =  r*  -f- a*-f- Üax  zu  setzen; 
man  erhält  also  nach  Gleichung  462): 

T  =  Z(mr*)  +  a*I(m)  +  2aZ(mx). 
Von  den  drei  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  ist  nach 
Gleichung  463)  das  erste  Glied  2(mr')  =  J1,  zu  setzen;  das 
zweite  Glied  ist  gleich  Ma1,  wenn  mit  M  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezeichnet  wird;  das  dritte  Glied  ist  gleich  Null,  weil 
nach   der  Lehre   vom   Schwerpunkte   2(ma;)  =  0  ist.     Hiernach 
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Fig.  388. 
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erhält  man   für  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  0 

die  Gleichung: 

464)  T  =  r8  +  Ma\ 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  irgend 
eine  ausserhalb  des  Schwerpunkts  liegende  Achse  zu  bestimmen, 
hat  man  zu  dem  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  parallele 
Schwerpunkts  -  Achse  das  Product  aus  der  Masse  in  das  Quadrat 
der  Entfernung  der  beiden  Achsen  zu  addiren. 

Wenn  man  die  Gleichung  464)  für  TB  auflöst,  so  erhält  man: 

465)  TB  =  T—Ma\ 

Es  kann  also  der  obige  Satz  auch  in  der  umgekehrten  Form 
zur  Bestimmung  des  Trägheitsmoments  TB  benutzt  werden,  sobald 

das  Trägheitsmoment  T  in  Bezug  auf  eine 
parallele  ausserhalb  des  Schwerpunkts  liegende 
Achse  bekannt  ist. 

Nach  Gleichung  440)  ist  z.  B.  für  eine  rechteckige 
Platte  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  0 
(Fig.  389) : 

r_  T&ft3 

1  3      ' 

Man  erhält  also  aus  Gleichung  465),  wenn  darin 

ausserdem  M  =  f  b  h  und  a  =  -=r  substituirt  wird,  als 

Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  parallel  zur  Achse  0 
durch  den  Schwerpunkt  gelegte  Achse: 

3 


Fig.  390. 


466)    T  = 


4  12     • 

Nach  der  in  Fig.  390  gewählten  Bezeich- 
nung ergiebt  sich  für  das  Trägheitsmoment 
eines  Körpers  in  Bezug  auf  die  rechtwinkelig 
zur  Bildfläche  stehende  Achse  0  der  Aus- 
druck : 

T  =  2(wpJ)  =  l[m(x2  +  z2)] 

=  2(mx*)  +  2(mz2). 

In  dem   speciellen  Falle,   wenn  der  Körper  die  Form  einer 
ebenen  unendlich  dünnen  Platte  hat,  bilden  die  beiden  Theile: 

2(mx2)  =  T%     und     l(mz2)  =  Tx 

resp.  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  in  der 
Bildfläche  liegenden  Achsen  OZ  und  OX.  Wenn  also  diese 
beiden  Trägh ei ts -  Momente  bekannt  sind,  so  kann  das  Träg- 
heits-  Moment    in    Bezug    auf    die   im    Durchschnittspunkte    der 
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beiden  Achsen  rechtwinkelig  zur  Bildfläche 
stehende  Achse  0  bestimmt  werden  aus  der 
Gleichung: 

467)     T  =  Tz  +  Tx  . 

Für    die    in    Fig.  391   dargestellte   rechteckige 
Platte  ist  z.  B.  zu  setzen  (nach  Gleichung  466): 

Tx  ==  -^-   und   Tz  =  -Lj^-,    also: 

468)    T=i6A(^  +  6^=^-. 

Für  die  kreisförmige  Platte  Fig.  392  ist  Tx  =  Tx 
zu  setzen,  folglich: 

T  =  2TX    oder     Tx  =  ~, 

und  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  432) 
für  T  zu  entnehmenden  Werthes  erhält  man  die 
Gleichung: 

469)  rx  =  1^  =  ^*1. 


§•  94- 

• 

Gleichförmige  Drehbewegung.     Wirkung  der 

Centrifugalkräfte. 

Die  nach  dem  d'Alembert'schen  Principe  (§.  91)  zu  den 
wirklich  vorhandenen  Kräften  noch  hinzuzufügenden  fingirten 
Kräfte  können  nach  der  in  §,  34  gegebenen  Erklärung  ab- 
kürzungsweise die  „Trägheitswiderstände"  der  einzelnen  mate- 
riellen Punkte  genannt  werden;  es  kann  daher  jenem  Principe 
auch  die  kürzere  Form  gegeben  werden:  „Die  Trägheitswider- 
stände der  einzelnen  materiellen  Punkte  halten  den  wirklich 
vorhandenen  Kräften  das  Gleichgewicht.44  Bei  einem  in 
gleichförmiger  Drehbewegung  begriffenen  Körper  bestehen  diese 
Trägheitswiderstände  —  wie  in  §.  68  und  §.  35  bereits  erklärt 
wurde  —  lediglich  in  den  Centrifugalkräften.  Es  müssen  daher 
bei  einem  gleichförmig  um  eine  feste  Achse  sich  drehenden  Körper 
die  wirklich  vorhandenen  Kräfte  —  zu  denen  auch  diejenigen 
Widerstandskräfte  gehören,  durch  welche  die  Drehachse  in  unver- 
änderlicher Lage  erhalten  wird  —  den  Centrifugalkräften  der 
einzelnen  materiellen  Punkte  das  Gleichgewicht  halten. 
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Wenn  mit  o>  die  Drehgeschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet 
wird,  so  hat  (nach  §.  35)  die  Centrifugalkraft  eines  in  der  Ent- 
fernung p  von  der  Drehachse  befindlichen  materiellen  Punktes  von 
der  Masse  m  die  Grösse  wo>2p.  Diese  Kraft  ist  als  eine  in  der 
Richtung  des  Drehungshalbmessers  nach  aussen  wirkende  Kraft  an- 
zusehen; als  ihr  Angriffspunkt  kann  statt  des  Punktes  m  auch  der 
Punkt  M  angesehen  werden,  in  welchem  ihre  Richtungslinie  die 
Drehachse   schneidet  (Fig.  393).     Um  die  Gesammtwirkung  aller 

einzelnen     Centrifugalkräfte     zu 
Hg.  393.  bestimmen,     hat    man    sich    ein 

z  rechtwinkeliges    Coordinaten  -  Sy- 

stem  X  Y  Z  durch   den   Körper 

mtOpmi^mA       jn    der    Weige    gejegt   ^  ^^ 

mufq     J  dass    der    Schwerpunkt    S    des 

Körpers  in  die  Ebene  0  YZ,  und 
x        ™,     -w  die  Drehachse  des  Körpers  in  die 


/ 


0  /M  \   A  Achse    0  X   fällt.      Die    Centri- 

fugalkraft mo>2p  ist  alsdann  auf 
^y  .   v       ,  die    in     der    Figur    angedeutete 

*      '"  Weise  in  die  beiden  Seitenkräfte 

mw*y  und  mm7z.  zu  zerlegen, 
und  in  gleicher  Webe  ist  mit  den  Centrifugalkräften  der  übrigen 
materiellen  Punkte  zu  verfahren.  Man  erhält  dadurch  zwei 
Gruppen  von  Kräften,  deren  Angriffspunkte  sämmtlich  in  der 
Drehachse  OX  liegen:  die  eine  Gruppe  besteht  aus  Kräften, 
welche  sämmtlich  der  Achse  0  Y  parallel  sind,  die  andere  Gruppe 
aus  Kräften,  welche  sämmtlich  der  Achse  OZ  parallel  sind. 

Mit  diesen   Kräften   ist  alsdann 
Fig.  394.  auf  gleiche  Weise  zu  verfahren  wie 

Z  in  §.  40  bei  Ableitung  der  allgemei- 

nen Gleichgewichts-Bedingungen  ge- 
mm%z  schehen.     Ohne  Etwas  in  der  Wir- 

kung  der   Kraft  mts)2y  zu  ändern, 
kann    man    in   dem   Punkte    0   die 
Sf      ^       beiden      entgegengesetzten      Kräfte 
mi**/  »mutz  /*.  mo>2v  hinzufügen   (Fig.  394);    man 

erhält  dadurch  statt  der  einen  Kraft 
m<*>2y  drei  solcher  Kräfte,  von 
denen  zwei  ein  Kräftepaar  bilden,  dessen  Moment  gleich  moj2ya?, 
und  dessen  Drehachse  mit  der  Z- Achse  zusammenfällt,   während 


mufy 


x 
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die  dritte  Kraft  eine  in  dem  Punkte  0  wirkende  Einzelkraft 
bildet.  Auf  gleiche  Weise  erhält  man  durch  Hinzufügung  der 
beiden  entgegengesetzten  Kräfte  m  o>2  z  in  dem  Punkte  0  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  mw*zx,  dessen  Drehachse  mit  der  Y-Achse 
zusammenfällt,  und  ausserdem  eine  in  dem  Punkte  0  wirkende 
Einzelkraft  ram^z  in  der  Richtung  der  Z- Achse.  Wenn  man 
auf  dieselbe  Weise  mit  allen  übrigen  Centrifugalkräften  verfährt, 
so  erhält  man  zwei  Gruppen  von  Kräftepaaren  und  zwei  Gruppen 
von  Einzelkräften.  Jede  der  beiden  Gruppen  von  Kräftepaaren 
kann  durch  das  resultirende  Kräftepaar  ersetzt  werden,  dessen 
Moment  gleich  der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Momente 
ist,  und  jede  der  beiden  Gruppen  von  Einzelkräften  kann  durch 
deren  Mittelkraft  ersetzt  werden,  welche  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  einzelnen  Kräfte  ist.  Als  Gesammtwirkung  der  Cen- 
trifugalkräfte  ergeben  sich  alsdann  die  vier  Kraftwirkungen, 
welche  in  Fig.  395  ihrer  Art  und  Grösse  nach  angegeben  sind. 

Die   beiden   in   dem   Punkte    O 
Fig.  395.  angreifenden  Einzelkräfte  Y  und  Z 

können  durch  ihre  Mittelkraft  R  er- 
Z=a?2(mz)  setzt    werden,    deren    Richtung    zu 

Tt^2(my£)  bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

Z   ü>22(m3) 

tge  —  -y  —     -tzfa-y 

Wenn  mit  M  die  ganze  Masse 

X     des   Körpers    bezeichnet    wird,    so 

ist    nach    der   Lehre    vom   Schwer- 

punkte  zu  setzen  2(mz)  =  Mz0  und 

YmMfa)  2  (w»)  =  MV* >  folglich  ist: 

470)     tgi  =  -J-. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Winkel  e  gleich  dem  Winkel  S  O  Y 
(Fig.  393)  ist,  dass  also  die  Richtungslinie  der  Kraft  R  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  hindurchgeht,  und  dass  als  An- 
griffspunkt der  Kraft  R  der  Schwerpunkt  des  Körpers  angesehen 
werden  kann.  Für  die  Grösse  der  Mittelkraft  R  erhält  man  die 
Gleichung: 


oder,  da  \Zy\  -f-  z\  =  p0  gesetzt  werden  kann  (nach  Fig.  393): 

471)     R  =  il/Po«os. 
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Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  das  Resultirende  von  den 
beiden  Kräftepaaren  bestimmt  werden.  Wenn  man  nach  den  in 
§.  39  gefundenen  Regeln  die  beiden  Kräftepaare  durch  ihre 
Achsen  geometrisch  darstellt  und  mit  diesen  Achsen: 

472)     SDty  =  ü>2  2(w*x),        473)     2Jiz  =  t»72(myx), 

auf  gleiche  Weise  wie  vorher  mit  den  Einzelkräften  Y  und  Z 
verfährt,  so  erhält  man  als  Moment  des  resultirenden  Kräfte- 
paares : 

474)  m  =  v^l  +  ¥\l 

Die  Achse  desselben  liegt  in  der  YZ- Ebene,  steht  also  recht- 
winkelig zur  Drehachse  des  Körpers,  und  der  Winkel,  den  die- 
selbe mit  einer  der  Achsen  OY  oder  OZ  einschliesst,  kann  auf 
dieselbe  Weise  wie  oben  der  Winkel  s  bestimmt  werden. 

Die  Gesammtwirkung  der  Centrifugalkräfte  besteht  also  in 
folgenden  zwei  Kraftwirkungen: 

Erstens,  in  einer  Einzelkraft  Ä,  welche  ihrer  Grösse,  Rich- 
tung und  Lage  nach  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist, 
wie  wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers  im  Schwerpunkte  ver- 
einigt wäre. 

Zweitens,  in  einem  Kräftepaare,  dessen  Achse  rechtwinkelig 
zur  Drehachse  des  Körpers  steht  und  im  Uebrigen  von  den 
Werthen  der  beiden  Producten  -  Summen  2(mzx)  und  2(myx)^ 
also  von  der  Art  der  Massen-Vertheilung  abhängt. 

§.  95. 

Freie  Achsen. 

Die  beiden  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Wirkungen 
der  Centrifugalkräfte  werden  in  jedem  Augenblicke  aufgehoben 
von  den  Widerständen,  durch  welche  die  Drehachse  des  Körpers 
in  unveränderlicher  Lage  erhalten  wird.  Es  bestehen  daher  — 
wenn  sonst  keine  Kräfte  weiter  auf  den  rotirenden  Körper 
wirken  —  diese  Widerstände  in  einer  Einzelkraft,  welche  der 
Kraft  R  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  und  einem  Kräftepaare, 
dessen  Moment  dem  Momente  9)1  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 
In  dem  speciellen  Falle,  wenn  jede  dieser  beiden  Kraftwirkungen 
für  sich  gleich  Null  ist,  wenn  die  Centrifugalkräfte  also  für  sich 
allein  schon  einander  im  Gleichgewicht  halten;  wird  die  Dreh- 
achse des  Körpers  eine  freie  Aohde  genannt.  In  diesem  Falle  be- 
darf es  gar  keiner  Widerstandskräfte,  um  die  Drehachse  in  ihrer 
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Lage  zu  erhalten,  und  würde  die  Drehachse  ihre  Lage  auch  dann 
nicht  ändern,  wenn  der  rotirende  Körper  frei  im  Räume  schwebte. 
Die  zwei  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die 
Drehachse  OX  (Fig.  393)  eine  freie  Achse  sein  soll,  sind  also: 

475)    R  =  0.         476)    9Jt  =  0. 

Die  erste  von  diesen  beiden  Bedingungen  nimmt,  wenn  aus 
Gleichung  471)  der  Werth  für  R  substituirt  wird,  die  Form  an: 

M  p0  ü)2  =  0    oder    p0  =  0. 

Es  kann  also  die  Drehachse  nur  dann  eine  freie  Achse  sein, 
wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  der  Drehachse  liegt. 

Die  andere  Bedingung  zerfallt  nach  Gleichung  474)  in  die 
beiden  Bedingungsgleichungen : 

gjty  =  o  und  an,  =  o, 

welche  nach  Substitution  der  in  den  Gleichungen  472)  und  473) 

gefundenen   Werthe   die  Formen 
annehmen : 

477)  2  (to  z  x)  =  0    und 

478)  l(myx)  =  0. 

Diese    letzteren    beiden    Be- 
dingungen sind  z.  B.  dann  erfüllt, 
wenn   die   Masse  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Ebene  YZ  symme- 
trisch vertheilt  ist  in  der  Weise, 
dass  irgend  einem  Massentheilchen 
m  im   Abstünde  +  x  von  dieser 
Ebene  immer   ein  anderes  gleich 
grosses  im  Abstände  —  x  gegen- 
überliegt (Fig.  396).    Denn  die  von  diesen  beiden  Massentheilchen 
zu    der    Producten  -  Summe    2  (m  z  x)    gelieferten    Beiträge    sind 
alsdann   resp.   m.z.(+x)   und   m. «.(—äs),   heben  also  einander 
auf;  und  die  von  diesen  beiden  Massentheilchen  zu  dem  Ausdruck 
l(myx)  gelieferten  Beiträge  sind  resp.  m.y.(-\-x)  und  m.y.( — x), 
heben   also   ebenfalls   einander  auf.      Dasselbe  gilt  von  den  Bei- 
trägen,  welche   von   den   übrigen   Massentheilchen   paarweise    zu 
jedem   dieser   beiden    Ausdrücke    geliefert    werden.       Bei    jedem 
homogenen  prismatischen  Körper  ist  daher  eine  die  Schwerpunkte 
der  Endflächen  verbindende  gerade  Linie  allemal  eine  freie  Achse. 
Ebenso    ist    bei    einem    Körper    von    der    Form    einer   unendlich 


tut 


Freie  Achsen. 
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dünnen  ebenen  Platte  die  rechtwinkelig  zur  Ebene  desselben 
durch  den  Schwerpunkt  gelegte  gerade  Linie  S  X  immer  eine 
freie  Achse,  weil  in  diesem  Falle  der  Factor  x  in  allen  Gliedern 
jener  beiden  Producten-Summen  gleich  Null  ist. 

Ein   anderer  Fall,   in   welchem  jene  beiden  Bedingungen  er- 
füllt sind,   ist  derjenige,   in  welchem   gleichzeitig  jede  von  den 

beiden  Ebenen  Y  X  und  ZX  eine  Sym- 
metrie-Ebene des  Körpers  ist.  Denn  wenn 
die  Masse  desselben  in  Bezug  auf  die  Ebene 
Y X  symmetrisch  vertheilt  ist  (Fig.  397),  so 
liegt  jedem  Massentheilchen  m,  welches  zu 
Gleichung  477)  den  Beitrag  m .  (-f-  z) .  x 
liefert,  ein  anderes  gleich  grosses  Massen- 
theilchen gegenüber,  welches  zu  diesem 
Ausdrucke  den  gleich  grossen  negativen 
Beitrag  m .  ( —  z) .  x  liefert ;  und  wenn  die 
Masse  des  Körpers  gleichzeitig  in  Bezug 
auf  die  Ebene  ZX  symmetrisch  vertheilt 
ist  (Fig.  398),  so  entspricht  einem  Massen- 
theilchen m,  welches  zu  Gleichung  487)  den 
Beitrag  m.(-\-y).x  liefert,  immer  irgend 
ein  anderes,  welches  den  gleich  grossen 
negativen  Beitrag  m  .  ( —  y)  .  x  zu  dieser 
Producten  -  Summe  liefert.  Hieraus  folgt 
z.  B. ,  dass  bei  einem  homogenen  Rota- 
tionskörper die  Rotationsachse  immer  eine 
freie  Achse  ist. 

Mittelst  höherer  Rechnungen  lässt  sich  nach- 
weisen ,  dass  es  in  jedem  Körper  ohne  Ausnahme 
—  wie  auch  immer  die  Form  und  Massenver- 
theilung  beschaffen  sein  möge  —  immer  drei  freie 

Y  Achsen  giebt,  welche  im  Schwerpunkte  desselben 

einander  rechtwinkelig  schneiden.  In  jedem  Körper 

kann  also  ein  rechtwinkeliges  Coordinaten-System  so  gelegt  werden,  dass  jede 

von    den  drei    Achsen  desselben  gleichzeitig  die  Eigenschaften   einer  freien 

Achse  besitzt. 

§.  96. 
Zusammengesetztes  Centrifugal  -  Pendel. 

Ein  aus  zwei  materiellen  Punkten  zusammengesetztes  Centri- 
fugal-Pendel  (Fig.  399)  kann  man  sich  annäherungsweise  dadurch 


Fig.  398. 
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Fig.  399. 


MRw% 


r   m  mror 

ff * 


hergestellt  denken,  dass  zwei  kleine  schwere  Kugeln  an  den  End- 
punkten einer  leichten  geradlinigen  Stange  befestigt  sind,  welche 

ihrerseits,  an  der  Drehbewegung 
einer  verticalen  Welle  theilnehmend, 
in  irgend  einem  Punkte  0  der  Dreh- 
achse so  befestigt  ist,  dass  sie  zu- 
gleich in  verticaler  Ebene  um  diesen 
Punkt  sich  drehen  kann.  Um  den 
Neigungswinkel  a  zu  bestimmen,  bei 
welchem  die  Kugelstange  in  ihrer 
relativen  Gleichgewichtslage  sich  be- 
findet, hat  man  nach  Hinzufügung 
der  beiden  Centrifugalkräfte  die  al- 
gebraische Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  Kräfte  in  Be- 
zug auf  den  festen  Drehpunkt  O 
gleich  Null  zu  setzen  und  erhält 
nach  Fig.  399  die  Gleichung : 

0  =  mrm*h  +  mgr  +  MRm2H  —  MgR. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  Werthe  substituirt: 
r  =  Zsina,  Ä  =  Zcosa,  Ä  =  Lsina,  üf=Lcosa,  so  erhält  man 
nach  Auflösung  der  Gleichung  für  cos  a  den  Werth: 

479) 


q    r   ML  —  ml    \ 
C08g  =  -nSKMV+mT)- 


Wenn  M L  =  ml  ist,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt  mit  dem  Drehpunkte 
zusammenfällt,  so  wird  cos  et  =  0  also  a  =  90°.  In  diesem  Falle  würde  die 
relative  Gleichgewichtslage  der  Kugelstange  mit  der  horizontalen  Lage  zu- 
sammenfallen, und  die  verticale  Drehachse  alsdann  eine  freie  Achse  derselben 
bilden.  Bei  abweichender  Lage  würden  die  beiden  Centrifugalkräfte  ein 
Kräftepaar  bilden,  welches  auf  horizontale  Einstellung  der  Kugelstange 
hinwirkt. 

Für  das  in  Fig.  400  dargestellte  Centrifugal-Pendel,  bestehend 

aus   einer  einfachen  geradlinigen  Stange,   welche  in  einem  ihrer 

Endpunkte   an    der   verticalen   Drehachse   aufgehängt   ist,    erhält 

man   zur  Bestimmung   der  Mittelkraft  der   Centrifugalkräfte    die 

Gleichung : 

K  =  1(mxw*)  =  o)2i(ma?). 

Statt  2  (mx)  kann  das  Product  aus  der  ganzen  Masse  M  in 
den  Abstand  des  Mittelpunktes  S  von  der  Drehachse  gesetzt 
werden;  es  ist  also: 


Zusammengesetztes  Centrifugal- Pendel. 
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Fig.  400. 


480)     K  =  m2M 


L  sin  a 


Um  den  Angriffspunkt  J  dieser  Mittel- 
kraft zu  finden,  hat  man  das  statische  Mo- 
ment derselben  in  Bezug  auf  den  Aufhänge- 
punkt  0  gleich  der  Summe  der  statischen 
Momente  aller  von  den  einzelnen  Massen- 
theilchen  herrührenden  Centrifugalkräfte  zu 
setzen,  und  erhält  die  Gleichung: 

K.ÖN=  2(ma?ü>22), 

welche      nach      Substitution      der     Werthe 

x 


0  N  =  0  J  .  cos  ol    und      z  = 


Form  annimmt: 


tga 


die 


K .  OJ .  cos  a  = 


(0 


tga 


2  (m  #*). 


Wenn  man  hierin  für  K  den  in  Gleichung  480)  gefundenen 
Werth,  und  für  2(wa?2)  als  das  Trägheitsmoment  der  Stange  in 
Bezug   auf  die   verticale   Drehachse   den    aus   Gleichung  444)   zu 


entnehmenden  Werth 
Gleichung: 

Fig.  401. 


ML1  sina2 


substituirt,   so   erhält  man   die 


u>2M 


L  sin 


2 


0 J .  cos  a 


M(Ltma)<i? 


(0 


2     ML1  sin  a2 


tga 


oder 


481)     OJ=$L. 
Hiernach  ergiebt   sich  aus  Fig.  401 
f/,«»a  als  Bedingung  für  die  relative  Gleichge- 
wichtslage der  Stange  die  Gleichung: 

L  sin  ol     *    •  r 

-  o>  .  •§•  L  cos  a 


N 


M 


2 


=  Mg 


L  sin  a 
2 

—  3      9 


oder 


482)    cos  a  =  *  VS 


Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  den  Fall,  dass  der  Auf- 
hängepunkt   —    statt    mit   dem    einen    Endpunkte    der    Stange 
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M(/'«pg)u>* 


»T.     dn9  zusammenzufallen  —  die  Länge 

^"         #  derselben  in  die  beiden  Theile  l 

ln»a_  und    L     (mit    den     zugehörigen 

rnllma)^'    Massen  m  und  M)   zerlegt,   aus 
Fig.  402  die  Gleichung: 

A  l  sin  öl     2    2 

U    =    7/1      -y—   (0     .  £  Z  COS  Ct 


+  ™g 


2 

Zsinot 


.    , .  L  sin  a     2    «  r 
+  -af  — 5 —  ü)2  .  f  L  cos  a 


-  If, 


2 

Lsina 
2 


oder 


,    g  (ML  —  ml 


483)  ™s«  =  l^TL^^y 


Capitel  Will. 

Ungleichförmige  Drehung  eines  Körpers  um  eine 

feste  Drehachse. 

§.  97. 
Winkelbeschleunigung. 

Die  im  zweiten  Capitel  in  Bezug  auf  die  geradlinig  fort- 
schreitende Bewegung  gegebenen  Erklärungen  der  Begriffe  „Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung"  so  wie  der  „gleichförmig  be- 
schleunigten" und  der  „ungleichförmig  beschleunigten  Bewegung*4 
können  unmittelbar  auf  die  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste 
Drehachse  übertragen  werden,  sobald  in  jenen  Erklärungen  an 
Stelle  der  betreffenden  Längen  -  Grössen ,  welche  für  die  fort- 
schreitende Bewegung  als  Maass  dienten,  überall  die  in  analoger 
Weise  als  Maass  für  die  Drehbewegung  zu  benutzenden  Winkel- 
Grössen  eingeführt  werden. 

Die  Drehbewegung  wird  eine  gleichförmig  beschleunigte  ge- 
nannt, wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  um 
gleiche  Grösse  zunimmt.     Die  Winkelgrösse,  um  welche  bei  einer 
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solchen^  gleichförmig  beschleunigten  Drehbewegung  die  Winkel- 
geschwindigkeit in  jeder  Zeiteinheit  zunimmt,  wird  die  Winkel- 
beschleunigung  genannt.    Während  ein  Körper  mit  der  constanten 

Winkelbeschleunigung   e    sich    dreht, 
Fig.  403.  durchläuft  irgend  ein  in  der  Entfer- 

„qtf     nung   p   von    der   Drehachse   bcfind- 
m%^         /  liches  Massentheilchen  m  in  gleich- 

..."  *" *^    ""■"\^  förmig  beschleunigter  Bewegung  den 

/   \  Umfang    eines    Kreises    vom    Halb- 

/                  /*        \  messer  p,    und    seine    Peripheriege- 

*7\  I  schwindigkeit    nimmt   in  jeder   Zeit- 

\  /  einheit   um   die   Grösse   p  e   zu.     In 

\  I  dem  Augenblicke,  wo  die  Winkelge- 

\  /  schwindigkeit  des  Körpers  die  Grösse 

***••-. *'  o)   erreicht  hat,    setzt    sich    die   to- 

tale Beschleunigung  jenes  Massen- 
theilchens  zusammen  aus  der  in  die  Richtung  des  Halbmessers 
fallenden  nach  innen  gerichteten  Centripetalbeschleunigung  p  w1 
und  der  tangential  gerichteten  Peripherie-Beschleunigung  p  e.  Der 
gesammte  Trägheitswiderstand  des  Massentheilchens  besteht  also 
in  diesem  Augenblicke  aus  der  nach  aussen  gerichteten  Centri- 
fugalkraft  mpo>2  und  aus  einer  tangentialen  Seitenkraft  mps, 
welche  der  Bewegung  des  Massentheilchens  entgegengerichtet 
ist  Fig.  403). 

Bei  der  ungleichförmig  beschleunigten  Drehbewegung  ist  so- 
wohl die  Winkelgeschwindigkeit  als  auch  die  Winkelbeschleunigung 
in  stetiger  Aenderung  begriffen.  Denkt  man  sich  die  ganze 
Dauer  einer  solchen  Bewegung  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile 
zerlegt,  so  kann  innerhalb  eines  jeden  solchen  Zeittheils  die  Be- 
wegung wie  eine  gleichförmig  beschleunigte  behandelt  werden. 
Wenn  es  sich  also  bei  einer  solchen  Bewegung  darum  handelt, 
die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen  Massentheilchen  für  einen 
bestimmten  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  so  ist  diese  Bestimmung 
genau  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  der  gleichförmig  beschleunigten 
Drehbewegung  auszuführen. 

Nach  dem  d'Alembertschen  Principe  bilden  in  jedem  be- 
stimmten Zeitpunkte  die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen 
materiellen  Punkte  mit  den  wirklich  vorhandenen  Kräften  zu- 
sammen ein  Kräfte -System,  welches  den  allgemeinen  Gleichge- 
wichtsbedingungen entspricht.   Wenn  von  den  allgemeinen  Gleich- 
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gewichtsbedingungen  ausschliesslich  diejenige  angewendet  wird, 
welche  die  statischen  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
achse betrifft,  so  können  sowohl  die  Widerstandskräfte,  durch 
welche  die  Drehachse  in  unveränderlicher  Lage  erhalten  wird,  als 
auch  die  Centrifugalkräfte  der  einzelnen  materiellen  Punkte  un- 
berücksichtigt gelassen  werden,  inso- 
Fig.  404.  fern  deren  statische  Momente  sämmt- 

lich  gleich  Null  sind.  In  Bezug  auf 
die  Drehung  des  Körpers  um  die  feste 
Drehachse  müssen  daher  die  tangen- 
tialen Seitenkräfte  der  Trägheitswider- 
stände für  sich  allein  den  wirklich  vor- 
handenen äusseren  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten.  Wenn  also  abkürzungs- 
weise das  statische  Moment  Kl  irgend 
einer  dieser  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  mit  „mu 
bezeichnet  wird,  und  mit  2  (m)  die  algebraische  Summe  aller  dieser 
statischen  Momente  (im  Sinne  der  hervorgebrachten  Winkelbe- 
schleunigung e  summirt),  so  nimmt  die  betreffende  Gleichgewichts- 
bedingung (nach  Fig.  404)  die  Form  an: 

0  =  2  (m)  —  1  (m  p  s  .  p). 
Die  Grösse  s  bildet  einen  gemeinschaftlichen  Factor  der  Träg- 
heitswiderstandsmoraente  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  und 
kann  deshalb  vor  das  Summationszeichen  gesetzt  werden,  es  ist  also; 

z  1  (m  p2)  =  2  (in). 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  von  den  äusseren 
Kräften  hervorgebrachte  Winkelbeschleunigung  der  Werth: 

484)     t=     *ÖL> 

1  (m  p2) 

Wenn  die  im  Zähler  dieses  Bruches  stehende  Momenten- 
Summe  der  beschleunigenden  Kräfte  mit  ÜK  bezeichnet  und  ab- 
kürzungsweise T  Kraft  -  Moment a  genannt  wird;  wenn  ferner  der 
im  Nenner  stehende  Ausdruck  als  das  Trägheitsmoment  des  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Drehachse  0  (wie  früher  geschehen)  mit 
T  bezeichnet  wird,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  einfachere 
Form  an: 

485)     s  =  — =-    oder: 

m.  ,  ,,      , ,      .  Kraftmoment 

WiBkelbescMeunigung  =    ^-^t^eBt  • 
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Fig.  405. 


§.  98. 

Beschleunigte  Drehung  einer  Rad  -Welle. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  allgemeinen 
Lehrsatze  ergiebt  sich  für  die  Winkelbeschleunigung,  welche  durch 
die   am   Endpunkte   eines  um   die   Welle   gewickelten   Fadens    in 

tangentialer  Richtung  wirkende  Kraft  K 
der  Welle  ertheilt  wird ,  nach  Fig.  405 
die  Gleichung: 

Kr 

in  welcher  T  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  rotirenden  Masse  in  Bezug  auf 
die  Drehachse  0  bezeichnet.  Die  Be- 
schleunigung p,  mit  welcher  der  An- 
griffspunkt der  Kraft  K  in  der  Rich- 
tung derselben  sich  bewegt,  ist  gleich 
der  Peripherie  -  Beschleunigung  der  Welle;   also  ist: 

Kr7 

p  =  rs  =  — y~- 

Nach  Gleichung  428)  kann  T  =  p.  .  r2  gesetzt  werden,  wenn 
mit  [x  die  auf  den  Halbmesser  r  reducirte  Masse  der  ganzen 
Radwelle  bezeichnet  wird;   man  erhält  dann  die  Gleichung: 

486)    *  =  ~, 

welche  zeigt,  dass  die  Beschleunigung  des  Angriffspunktes  A  (oder 
die  Peripherie-Beschleunigung  der  Welle)  auf  dieselbe  Weise  wie 
die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  zu  bestimmen  ist,  sobald 
statt  der  wirklichen  Masse  die  auf  den  Hebelarm  der  Kraft  K 
reducirte  Masse  der  Welle  substituirt  wird. 

Wenn  unter  Einwirkung  der  Kraft  K  die  Winkelgeschwindig- 
keit von  der  Grösse  tu  bis  auf  die  Grösse  w  zunimmt,  und  die 
während  dieser  Zunahme  von  der  Kraft  ÜT  verrichtete  mechanische 
Arbeit  mit  ?(  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  aus  der  Anwendung 
des  Princips  der  lebendigen  Kraft  die  Gleichung: 


487) 


w 


(0 


=  *, 


2  2 

und  wenn  die  den  Winkelgeschwindigkeiten  m  und  w  entsprechen- 
den  Peripherie -Geschwindigkeiten   der   Welle   resp.   mit  c  und  v 


Kilter,  Mechanik. 
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bezeichnet    werden,    so   ist    Tm2  =  p.  r2  co2   =  \i  c2    und    Ttc2 
=  pr*w2  —  ja?;2  zu  setzen;   man  erhält  also  die  Gleichung: 


488)    J£ 


\i  c2     


2 


=    9f, 


Fig.  406. 


welche  ebenfalls  zeigt,  dass  der  Punkt  A  (oder 
irgend  ein  Punkt  im  Umfange  der  Welle)  sich 
bewegt  wie  ein  einfacher  materieller  Punkt,  dessen 
Masse  p.  gleich  der  auf  den  Umfang  reducirten 
Masse  der  Welle  ist. 

Für  den  Fall,  dass  während  der  Bewegung 
des  Angriffspunktes  von  A  nach  B  die  Grösse 
der  Kraft  Ä'sich  nicht  ändert,  ist  (nach  Fig.  406) 
zu  setzen  31  =  Ä'*,  also: 


8 


489) 


|X  V 


[A  C 


=   Ks. 


2  2 

B*  i  Alle   diese   Gleichungen   sind  auch  für  den 

K*  Fall  gültig,   in  welchem  die  Kraft  K  der  Dreh- 

bewegung entgegen  wirkt;  es  ist  nur  erfor- 
derlich, für  diesen  Fall  sowohl  das  statische  Moment,  als  auch 
die  mechanische  Arbeit  derselben  als  negative  Grössen  in 
Rechnung  zu  bringen.  Die  Bewegung  der  Welle  ist  in  diesem 
Falle  eine  verzögerte,  und  es  ergeben  sich  negative  Werthe 
sowohl  für  die  Beschleunigung,  als  auch  für  die  Zunahme  an  leben- 
diger Kraft. 

Um  z.  B.  die  Zahl  der  Umläufe  zu  berechnen,  welche  eine  sich  selbst 
überlassene  anfangs  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  c  Hinlaufende  Welle  vom 
Gewichte  Mg  noch  ausführt  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  durch 
die  verzögernde  Wirkung  des  am  Hebelarme  r  angreifenden  Zapfen  reibungs- 
widerstandes  f  Mg  zum  Stillstände  gebracht,  ist,  hat  man  die  Endgeschwindig- 
keit v  gleich  Null  zu  setzen  in  Gleichung  489)  und  erhält  für  die  von  eioem 
Punkte  des  Zapfen-Umfanges  noch  zurückgelegte  Strecke  s  die  Gleichung: 


0  — 


\3.CZ      


=  —  f  M  g  s    oder    ä 


__    f1 


2  '  * '  * -  M   '     2fg   ' 

woraus  sich  für  die  gesuchte  Umlaufszahl  n  der  Werth  ergiebt: 

s     p.  c2 

Vriz        M  '    Afgriz' 

Die  constante  (negative)  Peripherie -Beschleunigung  des  Zapfen  -  Um  fangs 
hat  nach  Gleichung  486)  die  Grösse: 

,      M 
u. 
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Wenn  die  rotirende  Masse  in  einer  einfachen  cylindrischen  Scheibe  vom 
Halbmosser  R  bestände,  so  würde  nach  Gleichung  433) 

v        MM2  2       .  M    R* 

T=~-      2~  =  pr>    also    ^  =  _      -^ 

zu  setzen  sein ,   und  es  würden  unter  gleichen  Umständen  für  n  und  p  resp. 
die  Werthe  sich  ergeben: 


n  =  1 


r5 


,    p==_2fg 


Rl 


4fgrn 

Setzt  man  hierin  z.  B.  R  =  lm,  r  =  0"\02,  c  =  0",12,  /  =  0,08,  so 
erhält  man: 

n  =  91,3    und    p  =  —  0m,000628. 


Fig.  407. 


§.  99. 

Fall -Maschine. 

Wenn  die  mittelst  des  Fadens  auf  den  rotirenden  Körper 
übertragene  beschleunigende  Tangentialkraft  K  durch  das  Gewicht 
einer  unten  am  Faden  hängenden  Masse  M  hervorgebracht  wird 
(Fig.  407),  so  ist  bei  Berechnung  der  Beschleunigung  zu  be- 
rücksichtigen, dass  in  diesem  Falle  jene  Tangentialkraft  —  zu- 
gleich die  Spannung  des  Fadens  —  kleiner  ist  als  das  Gewicht 
Mg,  insofern  der  Aufhängepunkt  des  Fadens  mit  vertical  abwärts 
gerichteter  Beschleunigung  sich  bewegt  (§.  34).  Die  Masse  M 
sinkt  mit  einer  Beschleunigung  p,  welche  gleich  der  Peripherie- 
Beschleunigung  des  rotirenden  Körpers  ist,  und 
der  Ueberschuss  der  Kraft  Mg  über  die  Kraft 
Ä'  ist  es,  welcher  diese  Beschleunigung  her- 
vorbringt; also  ist: 

490)    p  =  ^^~-    oder   K=  M(g  —  p). 

Wenn  man  diesen  Werth  für  K  in  Glei- 
chung 486)  substituirt,  so  erhält  man  (bei 
Vernachlässigung  des  Zapfenreibungs  -Wider- 
standes) die  Gleichung: 

p  =  —  =  — ™      P)     0der 
P  P 

*»>  *  =  -fc  ■ 

Die   Beschleunigung    des    Fadens    (oder   die   Peripherie -Be- 
schleunigung des  rotirenden  Körpers)  ist  also  auf  dieselbe  Weise 

27* 


!< 
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zu  bestimmen  wie  die  Beschleunigung,  welche  einem  einfachen 
materiellen  Punkte  von  der  Masse  M  -f-  p.  ertheilt  werden  würde 
durch  eine  Kraft  von  der  Grösse  Mg. 

Wenn  der  rotirende  Körper  in  einer  einfachen  cylindrischen 
Scheibe  besteht  und  mit  Mt  die  wirkliche  Masse  der  Scheibe  be- 
zeichnet   wird,    so    ist    die    auf    den    Umfang    reducirte    Masse 

p.  =  ^üfj  zu  setzen,  und  es  wird: 

_        Mg 

P  ~  M+\MX* 

Bei  dem  in  Fig.  408  dargestellten  Falle 
ist  die  an  der  linken  Seite  wirkende  Tangen- 
tialkraft k  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung : 

—  =2>,  oder  k  =  m(g-\-p); 


Fig.  408. 


A 


492) 


in 


Vm\   \p  und   die  Peripherie -Beschleunigung  des  ro- 
T~         tirenden  Körpers  aus  der  Gleichung: 

Mg 


P  — 


K—k 


welche  nach  Substitution  der  für  K  und  k  gefundenen  Werthe 
die  Form  annimmt: 

M  (g  —  p)  —  m  (9  +  v) 

p  = . 

Aus    der    Auflösung    dieser   Gleichung    ergiebt    sich    für   p    der 
Werth : 

493^    9  -      M9  ~  *»9 
*»*)    P  —     M  +  m  +  ^   - 

Die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  schwerere  Masse  M 
sinkt,  und  die  leichtere  Masse  m  steigt,  ist  also  auf  dieselbe  Weise 
zu  bestimmen  wie  die  Beschleunigung,  welche  einem  einfachen 
materiellen  Punkte  von  der  Masse  M  -f-  m  -f-  \i  ertheilt  werden 
würde  durch  den  Ueberschuss  des  Gewichtes  Mg  über  das  Ge- 
wicht m  g. 

Wenn  z.  B.  m  =  2  Kil.,  M  =  2,1  Kil.  ist,  und  der  rotirende  Körper 
eine  cylindrische  Scheibe  ist  von  der  Masse  M t  =  0,8  Kil.,  so  ist  die  auf  den 
Umfang  reducirte  Masse  der  letzteren  \l  =  0,4  Kil.  zu  setzen,  und  man  er- 
hält aus  Gleichung  493): 

p    =  2,1  -J! 1 

9 


oder    p  =  (PfllS . 


2,1  +  2  +  0,4  45 

Je  kleiner  die  Massendifferenz  M  —  m  im  Verhältniss  zur  ganzen  durch 
den  Gewichts-Ueberschuss  zu  beschleunigenden  Massen -Summe  M  -f-  m  -\-  u. 
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ist,  um  so  kleiner  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  schwerere  Masse 
sinkt,  und  um  so  leichter  wird  diese  Beschleunigung  durch  directe  Beobach- 
tung sich  bestimmen  lassen.  Es  kann  daher  die  Gleichung  493)  auch  in  um- 
gekehrter Weise  zur  Berechnung  der  Beschleunigung  g  des  freien  Falles  be- 
nutzt werden,  wenn  die  Beschleunigung  p  mittelst  des  in  Fig.  408  dargestellten 
Apparates  durch  directe  Beobachtung  zuvor  bestimmt  wurde. 

§.  100. 

Wirkung  der  Schwungräder. 

Wenn  die  Drehbewegung  einer  Welle  unter  Einwirkung 
zweier  Kräfte  K  und  W  geschieht,  von  denen  die  erstere  im  Sinne 
der  Drehbewegung  als  fordernde  Kraft  wirkend  das  veränderliche 
statische  Moment  üJik  hat,  und  die  letztere  als  Widerstand  der 
Drehung  entgegenwirkend  das  veränderliche  statische  Moment  3RW 
hat,  so  ist  nach  Gleichung  485)  die  in  irgend  einem  Zeitpunkte 
stattfindende  Winkelbeschleunigung : 


494)     e  = 


ÜÄk  —  ÜÄW 


T 

Je  nachdem  die  Differenz  zwischen  Kraft-Moment  und  Wider- 
stands -  Moment  in  diesem  Zeitpunkte  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  hat,  ist  die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  im  Wach- 
sen oder  im  Abnehmen  begriffen. 

Wenn  die  Veränderlichkeit  dieser  beiden  Momente  von  perio- 
discher Gesetzmässigkeit  ist,  d.  h.  wenn  nach  Ablauf  einer  be- 
stimmten Periode  allemal  dieselben  Werthe  der  Reihe  nach  wieder- 
kehren, so  wird  auch  die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  in  jeder 
dieser  Perioden  um  eine  und  dieselbe  Grösse  entweder  zunehmen 
oder  abnehmen.  Diese  Aenderung  wird  gleich  Null  sein  in  dem 
speciellen  Falle,  wenn  die  in  jeder  Periode  von  Kraft  und  Wider- 
stand zusammen  genommen  verrichtete  Arbeitssumme  gleich  Null 
ist.  Wenn  also  nach  Ablauf  jeder  Periode  zugleich  dieselben 
Bewegungszustände  der  Reihe  nach  wiederkehren  sollen,  so  muss 
in  jeder  Periode  die  von  dem  Widerstände  verrichtete  Arbeit 
ihrem  absoluten  Werthe  nach  gleich  der  von  der  Kraft  verrichteten 
Arbeit  sein. 

Angenommen,  dass  in  solchem  Falle  die  Periode  aus  zwei 
Zeit-Abschnitten  besteht,  in  deren  ersterem  beständig  das  Kraft- 
moment,  in  deren  letzterem  beständig  das  Widerstandsmoment 
das  grössere  von  beiden  ist:  so  wird  während  des  ersteren  Ab- 
schnitts die  Drehgeschwindigkeit  beständig  zunehmen,  und  wäh- 
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rend  des  zweiten  um  eben  so  viel  wieder  abnehmen.  Die  Dreh- 
geschwindigkeit erreicht  ihren  grossesten  Werth  in  dem  Augen- 
blicke, wo  das  Wachsen  aufhört  und  das  Abnehmen  wieder  be- 
ginnt, den  kleinsten  Werth  in  dem  Augenblicke,  wo  das  Abnehmen 
aufhört  und  das  Zunehmen  wieder  beginnt.  Nach  dem  Principe 
der  lebendigen  Kraft  ist  die  während  des  Ueberganges  der  Winkel- 
geschwindigkeit aus  dem  kleinsten  Werthe  u>  in  den  grossesten 
Werth  Q  erfolgende  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  in  dieser  Zeit  von  den  beiden  Kräften 
K  und  W  verrichteten  mechanischen  Arbeiten  zu  setzen.  Wenn 
also  die  von  der  treibenden  Kraft  K  in  diesem  Abschnitte  ver- 
richtete positive  Arbeit  mit  2lk,  und  die  von  dem  Widerstände  W 
verrichtete  negative  Arbeit  ihrem  absoluten  Werthe  nach  mit  8(w 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

495)     ™    -  1«L  =  *>  -  äw. 

Dem  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  kann  auch  die  Form  ge- 
geben werden: 

T    &  +  ^     (Q-.), 

und  wenn  abkürzungsweise  — ^ —  =  6  und  -^ =   n    ge- 

setzt  wird,   so  nimmt  die  obige   Gleichung  für  T  aufgelöst  die 
Form  an: 

496)     T=^-  (2lk  -3lw). 

Die  Grösse  6  als  das  arithmetische  Mittel  der  grössten  und 
kleinsten  Winkelgeschwindigkeit  kann  die  mittlere  Geschwindig- 
keit genannt  werden;  die  Zahl  w,  welche  angiebt,  den  wievielten 
Theil  von  dieser  mittleren  Geschwindigkeit  die  grösste  Geschwin- 
digkeits-Differenz  beträgt,  bezeichnet  den  Grad  der  Gleichförmig- 
keit der  Bewegung.  Die  Gleichung  496)  zeigt  also,  wie  gross  das 
Trägheitsmoment  der  Welle  mindestens  sein  muss,  wenn  die 
Schwankungen  der  Drehgeschwindigkeit  einen  gewissen  Bruchtheil 
der  mittleren  Geschwindigkeit  nicht  übersteigen  sollen,  oder  wenn 
die  Drehbewegung  einen  gewissen,  durch  die  Zahl  n  näher  be- 
stimmten Grad  von  Gleichförmigkeit  besitzen  soll. 

In  solchen  Fällen,  wo  das  Trägheitsmoment  der  Welle  tür 
sich  allein  die  erforderliche  Grösse  nicht  besitzt,  kann  durch  Hin- 
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zufügung  einer  fremden,  mit  der  Welle  zu  verbindenden  Masse 
das  Fehlende  ergänzt  werden.  Diese  hinzugefügte  Masse  wird 
einen  um  so  grösseren  Beitrag  zum  Trägheitsmomente  liefern,  je 
grösser  die  Entfernung  derselben  von  der  Drehachse  ist.  Es  ist 
also  hinsichtlich  des  Material  -  Aufwandes  am  vorteilhaftesten, 
diese  Masse  in  Form  eines  an  der  Welle  befestigten  Schwung- 
Uinges  von  grossem  Halbmesser  zu  verwenden.  Die  Gleichung  496) 
kann  daher  auch  zur  Berechnung  der  zur  Erreichung  eines  vor- 
geschriebenen Gleichförmigkeits-ürades  erforderlichen  Masse  des 
Schwungrades  benutzt  werden. 


Berechnung  des  Schwungrades  für  eine  Kurbel-Welle. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  treibende  Kraft  K  mit 
unveränderter  Intensität  beständig  in  verticaler  Richtung  auf  den 
Endpunkt  des  Kurbelarmes  wirkt,  beim  Niedergange  desselben 
abwärts,  beim  Aufgange  aufwärts;  ferner,  dass  der  Widerstand  W 
wie  eine  constante  Tangentialkraft  an  einem  um  den  Kurbelkreis 
sich  aufwickelnden  Faden  wirkt.  Das  statische  Moment  des 
Widerstandes  hat  also  nach  Fig.  409  die  constante  Grösse  Wr\ 
das  statische  Moment  der  Triebkraft  dagegen  ändert  sich  mit  dem 
Stellungswinkel  der  Kurbel  und  zwar  in  der  Weise,  dass  nach 
einer   halben   Umdrehung   der  Kurbel   allemal   dieselben   Werthe 

periodisch  wiederkehren.  Während  des 
Niederganges   der  Kurbel   verrichtet   die 

Kraft  K  die  mechanische  Arbeit  -\-  K .  AC 
oder  -f-  K .  2  r,  und  die  Kraft  W  die  me- 
chanische Arbeit  —  W .  ri:.  Die  gleichen 
Werthe  ergeben  sich  für  die  während 
einer  halben  Umdrehung  von  beiden 
Kräften  verrichteten  Arbeitsgrössen  auch 
dann,  wenn  irgend  eine  Zwischenstellung 
OB  als  Anfangsstellung  für  die  halbe  Um- 
drehung gewählt  wird.    Die  Gleichung: 


497)     K.2r=  W.riz   oder  K  = 


TU 


W 


enthält  also  die  Bedingung,  welche  erfüllt 
sein  muss,  wenn  die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  jedesmal  am 
Ende  einer  halben  Umdrehung  wieder  eben  so  gross,  wie  zu  An- 
fang derselben  sein  soll. 
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Um  diejenige  Kurbel-Stellung  OB  zu.  finden,  bei  welcher  die 
Winkelbeschleunigung  Null  ist,  setzt  man  die  statischen  Momente 
von  Kraft  und  Widerstand  einander  gleich  und  erhält  nach  Fig.  409 
die  Gleichung: 

K .  r  cos  ot  =   Wr. 

Nach  Substitution  des  für  K  in  Gleichung  497)  gefundenen 

Werthes  erhält  man  hieraus  für  den 
betreffenden  Stellungswinkel  ot  die 
Gleichung : 

498)     cos  ot  =  —  =  0,6366  oder 

7T 


Fig.  410. 


+ 


ot  =  0,8807. 

Wenn  man  von  der  Stellung  O  B 
als  Anfangsstellung  ausgehend  die 
Bewegung  der  Kurbel  weiter  ver- 
folgt, so  findet  man,  dass  während 
des  Ueberganges  aus  der  Lage  OB 
in  die  Lage  OD  beständig  das 
Kraft -Moment  das  grössere  von  den  beiden  Momenten  ist;  wäh- 
rend des  Ueberganges  aus  der  Stellung  OD  in  die  Stellung  OE 
dagegen  beständig  das  Widerstands -Moment  (Fig.  410).  Die 
Winkelbeschleunigung  ist  daher  während  Zurücklegung  des  Ro- 
gens BD  positiv,  während  Zurücklegung  des  Bogens  DE  dagegen 
negativ.  Dieselben  Verhältnisse  wiederholen  sich  während  der 
zweiten  Hälfte  der  vollen  Umdrehung.  Den  kleinsten  Werth  o> 
erreicht  die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der  Stellung  0  B  (ebenso 
bei  der  Stellung  0  E  auf  der  anderen  Seite) ,  und  den  grössten 
Werth  Q  bei  der  Stellung  OD  (ebenso  bei  der  Stellung  OF  auf 
der  anderen  Seite). 

Die  in  Gleichung  495)  mit  3(k  bezeichnete  Grösse  bedeutet 
also  hier  die  mechanische  Arbeit,  welche  beim  Uebergange  aus 
der  Stellung  0  B  in  die  Stellung  0  D  von  der  Kraft  K  verrichtet 
wird;  und  ist: 


»k  =  K.BD  =  K.2r  sin  a  = 


<k 


2 


W .  2  r  sin  a. 


Der  Angriffspunkt   des  Widerstandes   W  legt  während  dieser 
Bewegung  die  Länge  des  Bogens  BD  zurück;  also  ist: 


%iw 


ir.2 


»•«. 
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Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  496) 
die  Form  an:     N 

T  =  -^rWr(Tzsma  —  2a) 

und,   wenn  hierin  für  a  der  in  Gleichung  498)  gefundene  Werth 
substituirt  wird,  so  ergiebt  sich  für  T  der  Werth: 

499)     T  =  0,661 .  -£-  .  Wr. 

Wenn  M  die  Masse,  Q  das  Gewicht,  R  der  Halbmesser  des 
Schwungringes  ist,  und  das  Trägheitsmoment  der  Welle  selbst 
(so  wie  der  sonstigen  mit  der  Welle  umlaufenden  Masse)  klein 
genug   ist,    um   gegen   das   Trägheitsmoment  des   Schwungringes 

vernachlässigt  werden  zu  können,  so  ist  T  =  AIR1  =  —  R1  zu 

setzen;    und    man    erhält    für    das    erforderliche    Gewicht    des 
Schwungringes  die  Gleichung: 

500)     Q  =  0,661.  -j^L    Wr. 

Sollen  z.  B.  die  Schwankungen  der  Winkelgeschwindigkeit  den  dreissig- 
stcn  Theil  der  mittleren  Winkelgeschwindigkeit  nicht  überschreiten,  so  ist 
n  =  30  zu  setzen;  und  wenn  die  Welle  in  jeder  Minute  60  Umläufe  macht, 
so  ist  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  (pro  Secunde)  6  =  2  n  zu  setzen. 
Wenn  ferner  die  Länge  des  Kurbelarmes  r  =  0m,3,  der  Schwungrad -Halb- 
messer Jl  =  lm,5  und  der  auf  den  Halbmesser  des  Kurbelkreises  reducirte 
Arbeitswiderstand  W  =  1000  Kil.  beträgt,  so  ist  das  erforderliche  Gewicht 
des  Schwungringes : 

Q  =  0,661  .  -7i~  -'-TT-  •  1000  .  0,3  =  657  Kil. 

(1,5  .  2  tt)2 

§.  101. 
Schwingungsdauer  des  physicalischen  Pendels. 

Im  Gegensatze  zu  dem  in  §.  31  definirten  einfachen  (mathe- 
matischen) Pendel  ist  jedes  wirklieh  darstellbare  (physicalische) 
Pendel  als  ein  zusammengesetztes  Pendel  anzusehen,  insofern  ein 
solches  immer  aus  mehreren  (unter  einander  und  mit  der  Dreh- 
achse) verbundenen  materiellen  Punkten  besteht,  also  ein  Aggregat 
von  eben  so  vielen  einfachen  Pendeln  bildet,  deren  Schwingungen 
einander  wechselseitig  bedingen  und  zu  gemeinschaftlicher 
Schwingungsdauer  ausgleichen. 

Man  bestimmt  die  Schwingungsdauer  eines  gegebenen  physica- 
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tischen  Pendels,  indem  man  die  Länge  desjenigen  einfachen  Pendels 
aufsucht,  dessen  Schwingungsbewegung  mit  der  des  gegehenen  Pen- 
dels in  jeder  Beziehung  übereinstimmen,  folglich  auch  dieselbe  Dauer 
haben  würde.  Um  die  Bedingungen  dieser  Ucbereinstimmung  zu 
finden,  denkt  man  sich  beide  Pendel  neben  einander  hängend, 
und  beide  mit  gleichem  Elongationswinkel  (d.  h.  mit  gleichem 
Abweichungswinkel  von  ihrer  Gleichgewichtslage)  gleichzeitig  ihre 
•Schwingungen  beginnend.  Zur  vollkommenen  Uebereinstimmung 
der  beideu  Bewegungen  ist  alsdann  erforderlich,  dass  auch  in 
jedem  später  folgenden  Zeitpunkte  die  beiden  Pendel  stets  gleiche 
Elongationswinkel  und  gleiche  Bewegungszustände  haben.  Es 
müssen  also  bei  gleichen  Elougationswinkeln  sowohl  die  Winkel- 
geschwindigkeiten als  auch  die  Winkelbeschleunigungen  der  beiden 
Pendel  stets  gleiche  Grössen  haben. 

Bei  dem  Elongationswinkel  ot  ist  die  Wiukelbeschleunigung 
des  in  Fig.  411  dargestellten  physicalischen  Pendels  nach 
Gleichung  485): 

Mg  r  sin  a 

^    rp  j 

■*  o 

worin  T0  das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  hori- 
zontale Drehachse  0  bedeutet.  Bei  demselben  Elongationswinkel  a 
ist  die  Wiukelbeschleunigung  des  in  Fig.  412  dargestellten  ein- 
fachen Pendels  von  gleicher  Schwiugungsdauer : 

mal  sin  a          (/sina 
Fig.  411.  Fig.  412.     -  =       ~  -  -   —  * 


mV 


l 


0  Aus    der    Gleichsetzung 

"A    dieser     beiden     Winkelbc- 

schleunigungen  ergiebt  sich 

für    die    gesuchte    Länge    l 

des  letzteren  der  Wertli: 

501)    l  =  -£\r- 

Nach  Substitution  dieses 
lür  l  gefundenen  Werthes 
lässt  sich  nunmehr  die 
Schwiugungsdauer  des  phy- 
sicalischen Pendels  (für 
kleine  Schwingungswinkel)  unmittelbar  aus  Gleichung  93)  be- 
stimmen. 


m 


O. 


mg 


/sinn 
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Der  Punkt  J,  welchen  man  erhält,  indem  man  den  Drehungs- 
halbmesser des  Schwerpunktes  verlängert  und  auf  dieser  Richtungs- 
linie die  Länge  l  von  der  Drehachse  aus  abträgt,  wird  der 
Schwingungspunkt  des  physiealischen  Pendels  genannt.  Unter 
allen  materiellen  Punkten ,  welche  auf  jener  Linie  sich  befinden, 
ist  der  mit  dem  Schwingungspunkte  zusammenfallende  der  einzige, 
dessen  Bewegung  durch  seine  Verbindung  mit  den  übrigen  mate- 
riellen Punkten  nicht  gestört  wird,  dessen  Schwingungen  vielmehr 
genau  in  derselben  Weise  geschehen,  wie  wenn  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre. 

§.  102. 

Reversionspendel. 

Wenn  das  in  Fig.  413  dargestellte  Pendel  in  umgekehrter 
Lage  aufgehängt,  und  statt  der  früheren  Drehachse  0  die  parallele 
durch  den  früheren  Schwingungspunkt  J  gelegte  gerade  Linie  als 
Drehachse  gewählt  wird,  so  entsteht  das  neue  Pendel  Fig.  414, 
dessen  Schwingungspunkt  wiederum  nach  den  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Itegelu  bestimmt  werden  kann. 

Die  Länge  lx  desjenigen  einfachen  Pendels,  welches  mit 
diesem  neuen  Pendel  gleiche  Schwingungsdauer  hat,  findet  man 
aus    Gleichung   501),   indem   man   darin   l  —  r  statt  r,   und   das 

Trägheitsmoment  71  (in  Be- 
Fig.  413.  Fig.  414.         zug    auf   die    neue   Dreh- 

achse J)  statt  des  Träg- 
heitsmomentes T0  substi- 
tuirt.    Es  ist  also: 

T 
l*  =    M(l  —  r)  ' 
Wenn  mit  Tt  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf 
die    parallele    durch    den 
Schwerpunkt     8     gelegte 
Achse  bezeichnet  wird,  so 
kann  nach   dem  in  §.  93 
(Gleichung     464)      gefun- 
denen    Satze      71   =  TB 
-f-  M  (l  —  r)2  gesetzt  wer- 
den,   und    nach    Substitution    dieses    Werthes    erhält    man    die 
Gleichung : 
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Setzt  man  in  Gleichung  501)  für  T0  ebenfalls  seinen  Werth 
durch  TH  ausgedrückt,  nämlich  TQ  =  7i-f-itfr2,  so  nimmt  jene 
Gleichung  die  Form  an: 

503)    l  =  -£-  -f  r    oder    M  (l  —  r)  =  -^_. 

Wenn  man  den  letzteren  Werth  für  M  (l  —  r)  in  Gleichung 
502)  substituirt,  so  erhält  man: 

504)    l,  =  /. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  der  in  Fig.  414  dargestellten  Auf- 
hängungsart der  Schwingungspunkt  zusammenlallt  mit  demjenigen 
Punkte,  welcher  bei  der  in  Fig.  413  dargestellten  Lage  den  Auf- 
hängepunkt bildete.  Es  kann  also  bei  jedem  Pendel  der  Auf- 
hängepunkt mit  dem  Schwingungspunkte  vertauscht  werden,  oline 
dass  die  Schwingungsdauer  dadurch  geändert  wird. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ein  Mittel,  bei  der  experimen- 
tellen Bestimmung  der  Länge  des  mathematischen  Pendels  von 
bestimmter  Schwingungsdauer  die  wirkliche  Benutzung  eines  solchen 
(bekanntlich  nur  annäherungsweise  darstellbaren)  mathematischen 
Pendels  ganz  zu  umgehen.  Wenn  man  nämlich  nach  Beobachtung 
der  Schwiugungsdauer  des  im  Punkte  0  aufgehängten  Körpers 
auf  dem  Wege  des  Experimentes  denjenigen  (unterhalb  des  Schwer- 
punktes in  der  Linie  OS  liegenden)  Punkt  J  aufsucht,  welcher 
als  Aufhängepunkt  gewählt  werden  muss,  um  wiederum  dieselbe 
Schwingungsdauer  zu  ergeben,  so  ist  die  Entfernung  OJ  gleich 
der  gesuchten  Länge  des  mathematischen  Pendels  von  jener  Schwin- 
gungsdauer. Ein  zu  solchem  Zwecke  passend  zugerichteter  Körper 
wird  Reversions  -  Pendel  genannt. 

Jedoch  ist  bei  dieser  Anwendung  des  Reversions  -  Pendels  zu 
berücksichtigen,  dass  es  unterhalb  des  Schwerpunktes  ausser  dem 
Schwingungspunkte  J  noch  einen  zweiten  Punkt  Oj  giebt,  welcher 
als  Aufhängepunkt  gewählt  ebenfalls  dieselbe  Schwingungsdauer 
ergeben  würde;  und  zwar  ist  dies  derjenige  Punkt,  welcher  dem 
ersten  Aufhängepunkte  symmetrisch  gegenüberliegt.  Denn  nach 
Gleichung  503)  häugt  bei  einem  und  demselben  Körper  die  Grösse  l 
nur  von  der  Grösse  r  ab,  muss  also  auch  in  dem  Falle  denselben 
Werth  wiederum  annehmen,  wenn  der  in  der  Entfernung  r  unter 
dem  Schwerpunkte  liegende  Punkt  Ol  als  Aufhängepunkt  gewählt 


Rcversionspendel.  429 

wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn  l  —  r  =  r  ist,  oder  (nach 
Gleichung  503): 

505)     Mr2  =  T%, 

d.  h.  wenn  die  Höhe  des  Aufhängepunktes  üher  dem  Schwer- 
punkte gleich  dem  Trägheitshalbmesser  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Schwerpunktsachse  ist,  fällt  der  Schwingungspunkt  mit 
jenem  Punkte  Oj  zusammen. 

Für  eine  einfache  geradlinige  Stange  von  der  Länge  L  würde  z.  B.,  wenn 
dieselbe  an  einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängt  ist,  nach  Gleichung  447) 
T0  =  J  ML2  zu  setzen  sein,  und  man  erhält  für  diesen  Fall  aus  Gleichung  501): 

Es  würde  also  die  Schwingungsdauer  dieselbe  Grösse  behalten,  wenn  statt  des 
oberen  Endpunktes  der  —  von  oben  gerechnet  —  im  zweiten  Drittel  der 
Länge  liegende  Punkt  zum  Aufhängepunkte  gemacht  würde.  Bei  der  experi- 
mentellen Bestimmung  der  Länge  l,  d.  h.  bei  Benutzung  der  Stange  als  Rever- 
sionspendcls  würde  die  Verwechselung  dieses  Schwingungspunktes  mit  dem 
unteren  Endpunkte  der  Stange  zu  vermeiden  sein,  welcher  als  Aufhängepunkt 
gewählt  natürlich  ebenfalls  dieselbe  Schwingungsdauer  ergeben  würde. 

Den  Trägheitshjilbmesser  p  in  Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt 
(rechtwinkelig  zur  Stangenrichtung)  gelegte  Drehachse  findet  man  aus  der 
Gleichung : 

„  ,        „         ML2       .  L 

M?'  =T*  =  -Ig"   oder   p  =  "712  * 

Wenn  der  in  diesem  Abstände  oberhalb  des  Schwerpunktes  liegende 
Punkt  zum  Aufhängepunkte  gemacht  wird,  so  liegt  der  Schwingungspunkt  in 
eben  derselben  Entfernung  unterhalb  des  Schwerpunktes. 

Die  beiden  Gleichungen  501)  und  503)  zeigen,  dass  zur  Be- 
rechnung der  Lage  des  Sciiwingungspunktes  die  Kenntniss  des 
Trägheitsmomentes  erforderlich  ist.  Sie  können  aber  auch  um- 
gekehrt zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  benutzt  werden. 
Es  ist  nur  nöthig,  die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher 
Schwingungsdauer  durch  Beobachtungen  zu  bestimmen  —  entweder 
direct,  oder  durch  Benutzung  des  Körpers  als  Reversionspendels  — 
um  alsdann  aus  den  resp.  für  T0  oder  T,  aufgelösten  Gleichungen: 

506)     T0  =  Mrl    und     507)     T.  =  Mr(l—r) 

die  Trägheitsmomente  berechnen  zu  können,  sobald  der  Abstand  r 
des  Schwerpunktes  vom  Aufhängepunkte  gleichfalls  durch  Beob- 
achtungen vorher  bestimmt  wurde.  Dieses  Verfahren  ist  nament- 
lich in  solchen  Fällen  mit  Vortheil  anzuwenden,  bei  denen  wegen 
unregelmässiger  Form  oder  Massenvertheilung  die  Bestimmung  des 
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Trägheitsmomentes  auf  dem  Wege  der  Rechnung  mit  Schwierig- 
keiten verbunden  sein  würde. 

Nach  Gleichung  507)  hat  das  Product  der  beiden  Grössen  r 
und  l  —  r  den  constanten  Werth: 

508)     -J-  =  p', 

während  ihre  Summe  den  von  r  abhängigen  veränderlichen  Werth  l 
hat.  Die  Summe  der  beiden  Factoren  einer  Zahl  wird  am  klein- 
sten, wenn  die  beiden  Factoren  einander  gleich  sind  (wie  die 
halbe  Seiten -Summe  eines  Quadrates  kleiner  ist,  als  die  halbe 
Seiten-Summe  eines  Rechtecks  von  gleichem  Flächeninhalt).  Hier- 
aus  folgt,    dass   die    Gleichung  505)   oder   in   anderer  Form    die 

Gleichung: 

509)     r  =  p  =  /  —  r 

zugleich  die  Bedingung  enthält,  unter  welcher  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  am  kleinsten  wird. 


Capilel  XIX. 

Zusammengesetzte  rotirende  und  fortschreitende 

Bewegungen. 

§.  103. 
Lebendige  Kraft  der .  zusammengesetzten  Bewegung. 

Es  soll  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  berechnet  werden, 
der  gleichzeitig  folgende  zwei  Bewegungen  ausführt:  Die  eine  be- 
steht in  einer  Drehung  um  eine  Schwerpunkts-Achse  des  Körpers, 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehbewegung  hat  in  einem  be- 
stimmten Zeitpunkte  die  Grösse  a>  erreicht;  die  zweite  ist  eine 
fortschreitende  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  zu  derselben 
Zeit  die  Grösse  u  hat. 

Um  zunächst  die  lebendige  Kraft  eines  einzelnen  in  der  Ent- 
fernung p  von  der  Drehachse  befindlichen  materiellen  Punktes  m 
zu  bestimmen,  hat  man  sich  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
drei  einander  rechtwinkelig  schneidende  (Koordinaten  -  Achsen  ge- 
legt zu  denken,  von  denen  die  eine  SX  mit  der  Drehachse  zu- 
sammenfällt,  und  die  zweite  SZ  eine  solche  Lage  hat,    dass   die 
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/  2    Q 
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&>-ls 


• 


wsina 

A 
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/7« 

>  i/cosa 


Geschwind igkeit   v    der    fortschreitenden    Bewegung   parallel    zur 

Khone  XZ  gerichtet  ist.    Die  Geschwindigkeit  co.p,  welche  jener 

Punkt  vermöge  der  Drehbewegung  des  Körpers  besitzt,  kann  man 

sich  alsdann  auf  die 
Fig.  415.  Fig.  416.  [n  Fig  415  angedeu. 

tete  Art  zerlegt  den- 
ken in  die  beiden 
Seitengeschwindigkei- 
ten ro  .  p  cos  o  =  to  y 
und  (o  .  p  sin  o  -=  «>  z ; 

tS mf  *r      ebenso  die  Geschwin- 

9  digkeit  u ,  welche  der 

Punkt  vermöge  der 
fortschreitenden  Be- 
wegung des  Körpers 
besitzt,  auf  die  in  Fig.  416  angedeutete  Art  in  die  beiden  Seiten- 
geschwindigkeiten v  cos  a  und  u  sin  ot.  Die  totale  Geschwindig- 
keit ?;,  als  resultirende  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichteten  Seitengeschwindigkeiten,  ist  nach  Fig.  417  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

v7  =  (u  cos  a)2  -f"  («  sin  a  -\-  <o y)2  -f-  (o>  z)r. 
Hierin  ist  ?/2cosot2  -{-v^sina2  —  «2 


Fig.  417. 


7. 


und  co2?/2  -f- 


CD*  Z" 


c»>2p2  zu  setzen,  folg- 


/! 


I     * 
«w/JL    .7 


0)J 

<1 


:.s' 


V 


m. 


'» 


lieh  ist: 

v~  =  ii2  -f"  m2  p2  -\-  2  w  sin  a  .  toy. 

Die    lebendige    Kraft    des     einzelnen 

m  v2 
jf\    materiellen  Punktes   ist  — ^ — ,    und    die 

lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers  ist 
gleich  der  Summe  der  auf  gleiche  Weise 
für  siimmtliche  materielle  Punkte  des- 
selben zu  bildenden  Producte.  Da  die 
Grössen  «,  <o,  ot  für  alle  Punkte  dieselben  Werthe  haben,  so  ist: 

2  (m£ ■--)  =  ~2  ~  ^  +  ^~  - (m p2)  + w  (o  sin  a  2 (w#)- 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  2(wy)  =  0.  Wenn 
also  ü  (m)  als  ganze  Masse  des  Körpers  mit  A/,  und  2(mp2)  als 
Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  Schwerpuukts-Achse 


} 
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SX  mit   T  bezeichnet  wird,    so  ergiebt   sich   für  die   lebendige 
Kraft  des  ganzen  Körpers  die  Gleichung: 

Mu1    .     Tu* 


510)     L  =  -^-  + 


2       '        2 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  bedeutet  die  lebendige 
Kraft,  welche  der  Körper  besitzen  würde,  wenn  die  fortschreitende 
Bewegung  allein  vorhanden  wäre;  das  zweite  Glied  bedeutet  die 
lebendige  Kraft,  welche  der  Körper  besitzen  würde,  wenn  die 
Drehbewegung  allein  vorhanden  wäre.  Die  obige  Gleichung  ent- 
hält also  folgenden  Satz: 

Wenn  die  fortschreitende  Drehachse  des  Körpers  eine  Schwer- 
pnnktsachse  ist,  so  erhält  man  die  totale  lebendige  Kraft  der 
zusammengesetzten  Bewegung,  indem  man  die  lebendige  Kraft  für 
jede  der  beiden  Bewegungen  einzeln  genommen  berechnet  und 
die  beiden  auf  solche  Art  gefundenen  Grössen  alsdann  zusammen 
addirt. 

Lebendige  Kraft  eines  rollenden  Körpers. 

Die  Berührungsstellc  eines  auf  fester  Ebene  rollenden  Körpers 
hat  in  jedem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  Null.     Es  ist  also 

die  der  Drehgeschwindigkeit  a>  entsprechende 

Fig.  418.  Peripherie  -  Geschwindigkeit    r  o>    gleich    der 

^ —  Geschwindigkeit   u   der    fortschreitenden   Be- 

wegung  (Fig.  418),  oder  o>  =  — .   Die  ganze 

lebendige  Kraft  des  mit  der  Geschwindigkeit 
u  rollenden  Körpers  ist  daher: 

T 

Nach  §.  93  ist  -- y-  =  ja  die  auf  den  Umfang  des  rollenden 

Kreises     reducirto    Masse,     und 

Fig.  419.  kann  daher  der  obigen  Gleichung 

c^  auch  die  Form  gegeben  werden: 

..C-;    .,  611)    Z  =  (*+,»)£. 

f7$\           ,.<$S0®  *                       Für    den    unter   Einwirkung    der 

v  f  ']^i$$^'*  Schwere    auf    schiefer   Ebene    herab- 

gJjHp^*'  rollenden  Körper  Fig.  419  ergiebt  sich 

**1  hiernach   aus  dem   Princip  der  leben- 

Mg  digen  Kraft  die  Gleichung: 
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»w,  .  w+e»üL  _  JZ±j&L  =  Mgh. 

Wenn  also    die   Anfangsgeschwindigkeit  c  gleich   Null  war,   so   ist  die 
Endgeschwindigkeit : 

61»        -  -  '^ 


•=/t 


^  M 


M 
Für  einen  Cylinder  z.  B.  würde  (nach  Gleichung  435)  p.  =  ~^-  zu  setzen 

sein,  folglich  die  Endgeschwindigkeit: 

514)  v  =  V2j[fhJ 

ebenso   gross  sein   wie  die  .  eines  von    der    Höhe    $  h    frei    herabgefallenen 
Körpers. 

Für  eine  Kugel  würde  (nach  Gleichung  461)  p.  =  $  M  zu  setzen  sein, 
folglich  die  Endgeschwindigkeit: 

515)  v  =  V2glfk) 

so  gross  sein  wie  die  eines  von  der  Höhe  %h  frei  herabgefallenen  Körpers. 

Lebendige  Kraft  der  Schrauben-Bewegung. 

Wenn  mit  u  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  mit  welcher 
eine  Schraubenspindel  in  der  Achsenrichtung  fortschreitet,  und 
mit  r  o>  die  der  Drehbewegung  entsprechende  Umfangsgeschwindig- 
keit  derselben,   so   ist  (nach   Fig.  357   und   Gleichung  398)   das 

Verhältniss   gleich    dem  Steigungsverhältniss   tg  a   der   von 

.reo 

einem    Punkte    des    Umfanges    beschriebenen    Schraubenlinie    zu 

setzen.     Man   erhält   demnach   aus   Gleichung  510),   wenn   darin 

w 

co  = substituirt  wird: 

?*tga 

*  =  4(*+7nih0 

T 
oder,  wenn  die  auf  den  Umfang  reducirte  Masse  — ,-  =  jx    ge- 
setzt wird: 

516)    L  -  (Jf  +  JLr)  J!!- . 

Wenn  eine  verticale  Schraubenspindel  in  festliegendem  Muttergewinde 
(ohne  Reibung)  unter  Einwirkung  der  Schwerkraft  sich  bewegt,  und  mit  c  die 
Anfangsgeschwindigkeit,  mit  v  die  Endgeschwindigkeit  des  Fortschreitens  in 
der  Achsenrichtung,  mit  h  die  vertical  abwärts  zurückgelegte  Strecke  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft: 

RiiU'r,  Mechanik.  28 
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c  = 


Hieraus  ergiebt  sich  z.  B.  für  den  Fall,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit 
0  war,  für  die  Endgeschwindigkeit  v  die  Gleichung: 


518)    v  = 


V* 


2gh 


^  Jftga* 


Fig.  420. 


V 


7* 


-*t7 


§.  104. 
Gesetz  des  Schwerpunktes. 

Die  allgemeinen  Schwerpunkts-Gleichungen  150)  gelten  nicht 
nur  für  ein  ruhendes,  sondern  auch  für  ein  in  beliebiger  Be- 
wegung begriffenes  System  von  materiellen  Punkten.  Während 
der  Bewegung  ändern  sich  die  Coordinaten  der  einzelnen  mate- 
riellen Punkte,  ebenso  auch  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes. 
Für  jeden  einzelnen  Zeitpunkt  aber  ist  das  Product  aus  der 
ganzen  Massen -Summe  in  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von 

der  festen  Ebene  YZ  gleich  der  Summe 
der  auf  analoge  Weise  in  Bezug  auf 
alle  einzelnen  materiellen  Punkte  für 
diesen  Zeitpunkt  gebildeten  Producte 
zu  setzen,  oder  (nach  Fig.  420): 

519)     Mx0  =  l(mx). 

Wenn  man  sich  die  Geschwindig- 
keiten der  einzelnen  Punkte  auf  die 
in  der  Figur  angedeutete  Art  zerlegt 
denkt,  so  findet  man,  dass  währeud 
des  nächstfolgenden  unendlich  kleinen 
Zeitabschnitts  x  die  Grösse  x  übergeht 
in  die  Grösse  a?  -j—  t?  x,  ebenso  die 
Grösse  x0  in  die  Grösse  a?ft  -f~  v0  t.  Die  allgemeine  Gleichung  519) 
gilt  auch  für  den  Endpunkt  dieses  Zeitabschnitts,  folglich  ist: 

M  (xo  -f-  v0  t)  =  ü  [m  (x  -f-  v  x)] ,     oder 

M  x0  -f-  M  vQ  t  =  ü  (m  x)  -f-  t  2  (m  v) . 

Wenn  man  die  Gleichung  519)  von  dieser  letzteren  subtra- 
hirt,  und  nachher  den  gemeinschaftlichen  Factor  7  fortlässt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

520)    Mv0  =  £  (mv). 

In  Bezug  auf  eine  beliebige  Achsen  -  Richtung  ist  für  jeden 
Zeitpunkt   das   Product   aus   der   ganzen   Masse   in  die  Seiten- 


L 


/ 


P 


~3!r~r~ 


-»•«>. 


-x 


Gesetz  des  Schwerpunktes.  435 

geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  gleich  der  Summe  der  Pro- 
ducte  aus  den  Massen  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  in  ihre 
Seitengeschwindigkeiten  nach  dieser  Richtung. 

Der  analoge  Satz  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  Beschleunigungen. 
Wenn  mit  p  die  Beschleunigung  des  Punktes  m  in  der  Richtung 
OX  bezeichnet  wird,  und  mit  p0  die  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes in  dieser  Richtung,  so  geht  während  des  unendlich  kleinen 
Abschnitts  t  die  Grösse  v  über  in  die  Grösse  v  -j-  p  7 ,  und  die 
Grösse  vQ  in  die  Grösse  v0  -\-  p0  x.  Der  in  Gleichung  520)  ent- 
haltene Satz  gilt  auch  für  den  Endpunkt  dieses  Zeitabschnitts, 
folglich  ist: 

M  (v0  +  PoT)  =  2  [m  (v--\-px)],     oder 
Mv0-\-  Mp^z  =  2  (wi  v)  -f-  t  2  (rnp). 

Wenn  man  die  Gleichung  520)  von  dieser  letzteren  subtra- 
hirt  und  nachher  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

521)     Mp0  =--  2  (mp)  *). 

In  Bezug  auf  eine  beliebige  Achsen  -  Richtung  ist  für  jeden 
Zeitpunkt  #  das  Product  aus  der  ganzen  Masse  in  die  Seiten -Be- 
schleunigung des  Schwerpunktes  gleich  der  Summe  der  Producte 
aus  den  Massen  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  in  ihre  Seiten- 
Beschleunigungen  nach  dieser  Richtung. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  die  Beschleunigung  p0  be- 
rechnen, mit  welcher  der  Schwerpunkt  eines  unter  Einwirkung 
beliebiger  Kräfte  K . . .  befindlichen  Punkten-Systems  in  der  Rich- 
tung OX  sich  bewegt.  Die  auf  der  rechten  Seite  obiger  Glei- 
chung unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Producte  mp... 
stellen  nämlich  ihrer  Grösse  nach  die  bei  rechtwinkeliger  Zer- 
legung in  die  Richtung  der  -X-Achse  fallenden  Seitenkräfte  der 
Trägheitswiderstände  dar  (§.  91  und  §.  94),  die  Richtungen  dieser 
Seitenkräfte  sind  der  Richtung  von  0  nach  X  entgegengesetzt  zu 
nehmen.  Denkt  man  sich  die  Kräfte  K. ..  gleichfalls  nach  den 
drei   Achsen  -  Richtungen  zerlegt,   und  bezeichnet  mit  X...  die- 


*)   Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Differenzial-  Rechnung  würden  die 
obigen  Gleichungen  die  Formen  annehmen: 

520,    „-£-»1  (.-£),     521)    M*g.=z(m*fr), 

welche  aus  Gleichung  519)  unmittelbar  sich  ergeben,  wenn  dieselbe  nach  (der 
Zeit)  t  zweimal  differenziirt  wird. 

28* 
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jenigen  Seitenkräfte  derselben,  welche  in  die  Richtung  OX  fallen, 
so  ergiebt  sich  aus  dem  d'Alembert'schen  Principe  die  Bedin- 
gungsgleichung: 

0  —  1  (X)  —  l(mp)    oder  nach  Gleichung  521): 

MPo  =  1(X). 

Die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  in  der  Richtung  O  X 
hat  also  die  Grösse: 

522)    Po  =     =  W    . 

Dieselbe  Gleichung  würde  auch  fiir  die  Bewegung  eines  ein- 
fachen materiellen  Punktes  von  der  Masse  AI  sich  ergeben,  der 
unter  Einwirkung  jener  Kräfte  sich  befindet;  und  nicht  nur  für 
die  Richtung  O  X,  sondern  auch  für  jede  der  beiden  Achsen  O  Y 
und  OZ,  überhaupt  für  jede  beliebige  Achsen  -  Richtung  würde 
das  gleiche  Resultat  sich  ergeben  haben. 

Der  Schwerpunkt  des  Systems  bewegt  sich:  wie  wenn  die 
Massen  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  und  die  Angriffspunkte 
aller  einzelnen  Kräfte  in  ihm  vereinigt  wären. 

Dieser  Satz  gilt  —  ebenso  wie  das  d'Alembert'sche  Princip  — 
nicht  nur  für  ein  System  von  unveränderlich  verbundenen  mate- 
riellen Punkten,  sondern  überhaupt  für  jedes  beliebige  System 
von  materiellen  Punkten. 

§.  105. 

Bewegung  eines  freien  Körpers. 

Der  Schwerpunkt  befindet  sich  in  relativem  Ruhezustande  in 
Bezug  auf  seinen  eigenen  Ort,  oder  in  Bezug  auf  einen  fortschrei- 
tenden Raum,  dessen  Bewegung  mit  derjenigen  des  Schwerpunktes 
übereinstimmt.  Die  relative  Bewegung  des  Systems  in  Bezug  auf 
diesen  fortschreitenden  Raum  besteht  also  in  einer  Drehung  um 
den  Schwerpunkt.  Nach  §.  34  hat  man  sich  zur  Bestimmung 
dieser  relativen  Bewegung  an  jedem  einzelnen  materiellen  Punkte 
eine  der  Beschleunigung  des  Raumes  entsprechende  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  genommene  Kraft  zu  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  hinzugefügt  zu  denken  und  alsdann  die  Bewegung  so  zu 
bestimmen,  als  ob  der  Raum  im  Ruhezustände  sich  befände.  Wenn 
also  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  mit  q  bezeichnet  wird, 
so  ist  m  q  diejenige  Kraft,  welche  an  einem  der  materiellen  Punkte 
von  der  Masse  m  hinzuzufügen  wäre  in  einer  Richtung,   welche 
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der  Beschleunigung  q  entgegengesetzt  ist.     Auf  gleiche  Weise  ist 

mit  den  übrigen  materiellen  Punkten  zu  verfahren. 

Die  sämmtlichen  auf  diese  Weise  hinzugefügten  Kräfte  mq... 

bilden  ein  System  von  gleich  gerichteten  Parallelkräften ,   welche 

den  Massen   der  einzelnen   materiellen  Punkte  proportional  sind. 

Nach  §.  41   ist  die  Mittelkraft  solcher  Parallelkräfte  gleich  ihrer 

Summe : 

2  (m  q)  =  q  2  (w)  =  Mq, 

und  die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  geht  durch  den  Schwer- 
punkt. Das  Hinzufügen  der  Kraft  Mq  in  dem  nunmehr  als  un- 
beweglich zu  betrachtenden  Schwerpunkte  kann  auf  die  Drehung 
um  diesen  Punkt  keinen  Einfluss  haben,  braucht  also  bei  Bestim- 
mung der  Drehbewegung  nicht  berücksichtigt  zu  werden.  Hier- 
aus folgt,  dass  die  relative  Bewegung  des  Körpers  in  Bezug  auf 
den  Schwerpunkt  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist,  wie 
wenn  der  Schwerpunkt  ein  absolut  fester  Drehpunkt  des  Körpers 

* 

wäre. 

Die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  vollkommen  freien  Kör- 
pers kann  daher  auch  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden: 
Man  bestimmt  zunächst  die  Drehung  des  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt,  wie  wenn  der  letztere  ein  absolut  fester  Drehpunkt 
wäre,  und  bestimmt  alsdann  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Gesetze  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  oder 
des  fortschreitenden  Raumes,  in  welchem  jene  Drehbewegung 
erfolgt. 

Wirkung  eines  einzelnen  Kräftepaares. 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  bewegt  sich,  wie  wenn  die 
beiden  Kräfte  des  Kräftepaares  unmittelbar  an  demselben  an- 
griffen; in  diesem  Falle  aber  würden  die  beiden  Kräfte  einander 
im  Gleichgewicht  halten,  folglich  ist  die  Beschleunigung  des 
Schwerpunktes  gleich  Null.  Wenn  also  —  wie  vorausgesetzt 
werden  soll  —  der  Körper  anfangs  im  Ruhezustande  sich  befand, 
so  besteht  die  von  dem  Kräftepaare  hervorgebrachte  Bewegung 
in  einer  Drehung  des  Körpers  um  den  ruhenden  Schwerpunkt. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  diejenige  Schwerpunkts- 
Achse,  welche  rechtwinkelig  zur  Ebene  des  Kräftepaares  steht, 
eine  freie  Achse  ist  (§.  95),  und  bewiesen  werden,  dass  in  diesem 
Falle  die  von  dem  Kräftepaare  hervorgebrachte  Bewegung  in  einer 
beschleunigten  Drehung  um  jene  freie  Achse  besteht. 
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Um  dies  nachzuweisen,  denkt  man  sich  anfänglich  jene  Achse 
durch  Widerstandskräfte  festgehalten,  so  dass  dieselbe  unter  allen 
Umständen  als  Drehachse  anzusehen  ist,  und  beweist  nachher, 
dass  die  dazu  erforderlichen  Widerstandskräfte  gleich  Null  sind. 
Die  bei  der  Drehung  um  diese  Achse  auftretenden  Centrifugal- 
kräfte  halten  (nach  §.  95)  für  sich  allein  einander  im  Gleich- 
gewicht, weil  die  Drehachse  eine  freie  ist,  können  also  bei  An- 
wendung des  d'Alembert'schen  Princips  unberücksichtigt  bleiben. 
Es  ist  daher  nur  nöthig  zu  beweisen,  dass  die  der  hervorge- 
brachten Drehbeschleunigung  e  entsprechenden  (tangential  zu  den 
Drehungskreisen  gerichteten)  Trägheitswiderstände  m  p  e . . .  mit  den 
Kräften  des  gegebenen  Kräftepaares  zusammen  den  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen  allein  schon  genügen  (d.  h.  ohne  Vor- 
handensein jener  Widerstände). 

Wenn  die  drei  im  Schwerpunkte  S  einander  rechtwinkelig 
schneidenden  Coordinaten-Achsen  so  gelegt  werden,  dass  die  eine 
Achse  SX  mit  der  Drehachse  zusammenfällt  (Fig.  421  u.  Fig.  422) 

und  mit  9Ä  das  Mo- 
Fig.  422.  ment      des     Kräfte- 

Z  Paares       bezeichnet 

wird,    so    ist    nach 
Gleichung  485): 

0  =  2»  —  2(mep2) 
oder 

0  =  m-  Te, 

d.  h.  die  Winkelbe- 
schleunigung e  ist  so 
beschaffen,  dass  die- 
jenige Gleichgewichtsbedingung,  welche  die  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  die  Achse  SX  betrifft,  erfüllt  ist.  Wenn  man 
ferner  jede  der  Kräfte  ms p  auf  die  in  Fig.  421  angedeutete  Art 
zerlegt  in  ihre  beiden  Seitenkräfte  m  e  p  cos  a  =  m  e  z  .  und 
m  e  p  sin  a  =  wey,  so  findet  man ,  dass  die  Bedingungs- 
gleichungen : 

2  (m  e  z)  =  0     oder     2  (m  z)  =  0     und 

1  (me  y)  =  0     oder     1  (m  y)  —  0 

aus  dem  Grunde  erfüllt  sind,  weil  der  Schwerpunkt  in  der  Achse  S  X 
liegt;  endlich,  dass  die  Bedingungsgleichungen,  welche  die  statischen 
Momente   resp.  in  Bezug  auf  die  Achsen  SY  und  SZ  betreffen: 


meg 
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2  (m  £  y  x)  =  0    oder     5!  (m  y  x)  =■  0    und 

2  (m  s  2  a;)  =  0     oder     2  (m  z  x)  =  0 

ebenfalls  erfüllt  sind,  weil  die  Drehachse  SX  eine  freie  Achse  ist 
(§.  95).  Da  in  der  Richtung  der  letzteren  keine  Seitenkräfte  vor- 
handen sind,  so  ist  hiermit  das  Erfülltsein  sämmtlicher  sechs 
Gleichgewichtsbedingungen  nachgewiesen.  Hieraus  folgt,  dass  es 
keiner  die  Drehachse  festhaltenden  Widerstandskräfte  bedarf,  um 
zu  bewirken,  dass  die  Bewegung  in  der  oben  vorausgesetzten 
Weise  stattfinde. 

Wenn  z.  B.  um  eine  verticale  cylindrische  Scheibe  ein  (am  Umfange 
derselben  befestigter)  Faden  gewickelt  ist  und  dieser  Faden  vertical  aufwärts 
gezogen  wird  mit  einer  Kraft  K}  welche  dem  Gewichte  der  Scheibe  gleich  ist, 

so  büden  die  beiden  Kräfte  K  und  Mg  ein  Kräftepaar, 
welches  keine  fortschreitende,  sondern  nur  Dreh -Be- 
wegung hervorbringt  (Fig.  423).  Die  frei  im  Baume 
schwebende  Scheibe  wird,  ohne  zu  sinken,  um  ihren 
Mittelpunkt  sich  drehen,  wie  wenn  derselbe  ein 
fester  Drehpunkt  wäre,  mit  der  Winkelbeschleunigung 

e  =  -       =  —  V—,     Die    Peripheriebeschleunigung, 

welche  dieser  Winkelbeschleunigung  entspricht,  ist: 

Mar2 
p  =  rt=  «; 

oder  da  nach  Gleichung  433)  T=  |  Mr*  ist: 

Ebenso  gross  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher 
der  Endpunkt  des  Fadens  nach  oben  bewegt  werden 
muss,  um  das  Sinken  des  Schwerpunktes  der  Scheibe 
zu  verhindern. 
Auf  gleiche  Weise  würde  unter  gleichen  Umständen  auch  ein  Cylinder 
von  beliebiger  Länge  sich  bewegen,   sobald  die  Ebene,  welche  dien  Schwer- 
punkt und  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  enthält,  rechtwinkelig  zur  geome- 
trischen Achse  desselben  steht. 


Bewegung  eines  freien  Körpers  unter  Einwirkung  mehrerer 

beliebig  gegebenen  Kräfte. 

Nacji  dem  in  §.  40  erklärten  Verfahren  können  sämmtliche 
Kräfte  ersetzt  werden  durch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende 
Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar.  Die  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes ist  unter  allen  Umständen  zu  bestimmen  nach  der 
Gleichung : 

523)    j=-4-, 
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worin  R  die  resultirende  Einzelkraft  und  M  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezeichnet. 

Für  den  Fall,  dass  diejenige  Schwerpunkts  -  Achse ,  welche 
rechtwinkelig  zur  Ebene  des  resultirenden  Kräftepaares  steht,  eine 
freie  Achse  ist,  kann  die  ausserdem  hervorgebrachte  Drehung  um 
den  Schwerpunkt  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Falle  be- 
stimmt werden  nach  der  Gleichung: 

524)    s  =  -4jk 

worin  3R  das  Moment  des  resultirenden  Kräftepaares,  T  das  Träg- 
heitsmoment des  Körpers  in  Bezug  auf  jene  freie  Achse ,  und  e 
die  hervorgebrachte  Winkelbeschleunigung  bezeichnet. 

§.  106. 

Rollende  Bewegung  auf  schiefer  Ebene. 

Ohne  Vorhandensein  des  Reibungswiderstandes  würde  der 
(vom  Zustande  der  Ruhe  aus  seine  Bewegung  beginnende)  Körper 
eine  fortschreitende  Bewegung  ausführen,  und  die  Berührungs- 
stelle  würde  dabei  längs  der  Unterlage  gleiten.  Der  Reibungs- 
widerstand wirkt  diesem  Gleiten  entgegen  und  bringt  gleichzeitig 
eine  drehende  Bewegung  hervor.  Falls  der  Reibungswiderstand 
gross  genug  ist,  um  das  Gleiten  der  Berührungsstelle  ganz  zu 
verhindern,  wird  die  Bewegung  des  Körpers  eine  rollende  sein. 

Um  die  Frage  zu 
entscheiden :  ob  ein 
wirkliches  Rollen  oder 
ein  unvollkommenes,  mit 
Gleiten  verbundenes  Rol- 
len stattfinden  wird, 
kann  man  sich  zunächst 
durch  einen  um  den 
Körper  gewickelten  Fa- 
den, welcher  längs  der 
Unterlage  ausgestreckt 
an  einem  Punkte  der- 
selben befestigt  ist,  den 
Körper  zu  einer  rol- 
lenden Bewegung  gezwungen  denken,  und  die  in  diesem  Faden 
stattfindende  Spannung  F  nachher  vergleichen  mit  dem  Reibungs- 


Fig.  424. 
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widerstände,  welcher  beim  Gleiten  des  Körpers  auftreten  würde. 
Findet  es  sich,  dass  dieser  Reibungswiderstand  nicht  kleiner  ist, 
als  jene  Kraft  F,  so  wird  auch  ohne  das  Vorhandensein  des  Fa- 
dens die  Bewegung  des  Körpers  eine  rollende  sein  (Fig.  424). 

Auf  den  rollenden  Körper  wirken  drei  Kräfte,  nämlich  das 
Gewicht  Mg,  der  Gegendruck  N  und  die  Kraft  F.  Von  diesen 
drei  Kräften  ist  F  die  einzige,  welche  nicht  durch  den  Schwer- 
punkt geht;  folglich  geschieht  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt 
mit  der  Winkelbeschleunigung: 

_    FW_ 

S    rp      • 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  T  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  die  rechtwinkelig  zur  Bahn  gerichtete  horizontale  Schwer- 
punkts-Achse,  von  welcher  vorausgesetzt  wird,  dass  dieselbe  die 
Eigenschaften  einer  freien  Achse  besitzt.  Die  Peripheriebeschleu- 
nigung, welche  der  Winkelbeschleunigung  e  entspricht,  ist: 

Fr2 
p  =  re  =  —jt-' 

Wenn  mit  jx  die  auf  den  Umfang  des  rollenden  Kreises  re- 
ducirte  Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  T=[ir2  zu  setzen,  also  ist: 

F 

525)     p  =  oder     F  =  ji  p . 

F.       „  Bei  der  rollenden  Bewegung  hat  die 

^"     w'  "  der  Drehbewegung  entsprechende  Peri- 

pheriegeschwindigkeit stets  gleiche  Grösse 
mit  der  Geschwindigkeit  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  (§.  103  Fig.  418).  Es 
müssen  daher  auch  die  Zunahmen  dieser 
beiden  Geschwindigkeiten  stets  einander 
gleich  sein.  Hieraus  folgt,  dass  die  Be- 
schleunigung, mit  welcher  der  Schwer- 
punkt längs  der  Bahn  fortschreitet, 
ebenfalls  die  Grösse  p  hat.  Nach  dem 
Gesetze  des  Schwerpunktes  ist  diese  Be- 
schleunigung so  zu  bestimmen,  wie  wenn 
die  drei  Kräfte  unmittelbar  am  Schwerpunkte  angriffen.  Man  er- 
hält also  nach  Fig.  425  die  Gleichung: 

Ma\               M9  sin  a  —  F 
52ß)    P  =  — ^ • 
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Nach  Substitution  des  in  Gleichung  525)  für  F  gefundenen 
Werthes  nimmt  diese  Gleichung  für  p  aufgelöst  die  Form  an: 

_    Mg  sin  a 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  rechtwinkelig  zur  Bahn- 
richtung  wird  durch  den  Gegendruck  N  verhindert;  in  dieser 
Richtung  ist  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  gleich  Null, 
folglich  auch  die  Kraftsumme.     Es  ist  also: 

528)     A7 — Mg  cos  a  =  0    oder    N=Mg  cosa. 

Wenn  der  Reibungscoefficient  die  Grösse  /  hat,  so  würde  bei 
wirklichem  Gleiten  der  Berührungsstelle  der  entgegenwirkende 
Reibungswiderstand  die  Grösse  fN  haben.  Falls  diese  Kraft 
grösser  ist  als  die  Kraft  F,  so  wird  von  der  Kraft  fN  nur  ein 
Theil  zur  Wirksamkeit  gelangen,  und  zwar  ein  Theil,  welcher 
gleich  F  ist.  Wenn  dagegen  fN  kleiner  ist  als  F,  so  würde  ohne 
Vorhandensein  des  Fadens  ein  Gleiten  stattfinden.  Den  Grenzfall 
bildet  derjenige  Fall,  in  welchem  fN  =  F  ist,  oder  (nach  Glei- 
chung 525): 

fMg  cos  a  =  [ip. 

Wenn  man  hierin  den  für  p  gefundenen  Werth  substituirt, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

/•  %*  V-Mg  sin  a 

fMg  cos«  =    *  M*+  ^      , 

welche  für  tg  a  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

529)    tg  a  =  (l  + -£) /. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  derjenige  Neigungswinkel  zu  be- 
stimmen, um  welchen  höchstens  die  Unterlage  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  sein  darf,  wenn  der  Reibungswiderstand  ausreichen 
soll,  zu  bewirken,  dass  die  Bewegung  eine  rollende  wird.  Sie 
bezeichnet  zugleich  die  Grenze,  bis  zu  welcher  —  ohne  Vorhanden- 
sein des  Fadens  —  die  Gleichung  527)  als  gültig  zu  betrachten  ist: 

M 
Für  einen  Cylinder  ist  z.  B.  —  =  2  zu  setzen  (nach  Gleichung  435), 

darf  also  das  Steigungsverhältniss  der  Unterlage  höchstens  die  Grösse 

530)    tg  a  =  3/ 
haben,  wenn  noch  ein  Rollen  stattfinden  soll.    Bei  kleinerem  —  oder  wenig- 
stens nicht  grösserem  —  Werthe  des  Neigungswinkels  hat  die  Beschleunigung 
des  Rollens  (nach  Gleichung  527)  die  Grösse: 

531)    p  =  %  g  sin  a. 
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Für  die  Kugel  ist  p.  =  $  M  zu  setzen  (nach  Gleichung  461),  und  ergeben 
sich  die  auf  analoge  Weise  zu  deutenden  Gleichungen: 

532)    tg  a  =  \f    und    p  =  ^  g  sin  a. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  durch  einen  wirklich  vorhan- 
denen Faden  zu  einer  rollenden  Bewegung  gezwungen  ist,  gilt  die 

Gleichung  527)   bei  jeder  beliebigen  Grösse 
Fig.  426.  (jes  Neigungswinkels  a,  also  auch  dann  noch, 

wenn  z.B.  a  =  90°  ist ,  wie  bei  dem  in 
Fig.  426  dargestellten  Falle.  Da  die  Kräfte 
Mg  und  F  beide  vertical  gerichtet  sind,  so 
ist  zur  Verhinderung  einer  seitlichen  Bewe- 
gung des  Körpers  in  diesem  Falle  der  Gegen- 
druck einer  Wand  nicht  erforderlich.  Der 
frei  herabhängende  Faden  wird  seine  ver- 
ticale  Richtung  beibehalten,  und  der  Schwer- 
punkt —  obwohl  nicht  in  der  Verticalen 
des  Aufhängepunktes  befindlich  —  wird  in 
verticaler  Richtung    sich    hinabbewegen  mit 


der  Beschleunigung: 


533)    p 


_      Mg 


Wenn  der  Körper  ein  Cylinder  vom  Halbmesser  B  ist,  und  der  Halb- 
messer des  rollenden  Kreises  die  Grösse  r  hat,  so  ist  die  auf  den  Umfang  des 

letzteren  reducirte  Masse  p  =  -y  =  -x 2- ,  und  die  Beschleunigung  des 

Sinkens  hat  die  Grösse: 

534) 


P  = 


!  +  *£ 


t>  n  ~R 

Also  z.  B.  für  —  =  10  würde  p  =  -~ ,  und  für  --  =  1  würde p=\g. 

Bei  einem  auf  schiefer  Ebene  bergan  rollenden  Körper  hat 
die  Geschwindigkeit  —  sowohl  der  drehenden,  als  der  fort- 
schreitenden Bewegung  eine  der  vorigen  entgegengesetzte  Richtung. 
Durch  die  Schwerkraft  wird  die  Geschwindigkeit  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  allmälig  vermindert,  und  damit  die  Bewegung 
eine  rollende  bleibt,  muss  die  der  Drehung  entsprechende  Peripherie- 
Geschwindigkeit  genau  in  demselben  Masse  abnehmen.  Da  die 
Drehung  in  diesem  Falle  von  links  nach  rechts  erfolgt  (mit  Bezug 
auf  Fig.  424),  so  ist  zum  Hervorbringen  einer  Verminderung  der 
Drehgeschwindigkeit  eine  an  der  Berührungsstelle  bergan  wirkende 
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Tangentialkraft  erforderlich.  Wenn  man  auch  in  diesem  Falle 
die  Wirkung  des  Reibungswiderstandes  anfanglich  durch  einen 
gespannten  Faden  sich  veranschaulichen  wollte,  so  würde  man 
finden,  dass  dieser  Faden  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
Fig.  424  bei  dem  bergab  rollenden  Körper  angebracht  werden 
müsste.  Die  drei  Kräfte,  welche  auf  den  bergan  rollenden  Körper 
wirken,  haben  also  genau  dieselben  Richtungen  wie  in  Fig.  424 
angegeben;  folglich  muss  auch  die  Anwendung  der  allgemeinen 
Bewegungsgesetze  zu  denselben  Gleichungen  (525,  526,  527) 
führen.  Es  gilt  dalier  die  allgemeine  Gleichung  527)  auch  für 
die  Beschleunigung  des  bergan  rollenden  Körpers,  nur  ist  die 
Grösse  p  hier  als  die  in  jeder  Secunde  erfolgende  Geschwindig- 
keits  -  Abnahme  der  fortschreitenden  Bewegung  aufzufassen,  da 
die  Bewegungsrichtung  der  Beschleunigungsrichtung  entgegenge- 
setzt ist. 

§.  107. 

Gleitende  Bewegung  eines  rotirenden  Körpers  auf 

schiefer  Ebene. 

Bei  dem  rollenden  Körper  gelangt  —  wie  im  vorigen  Para- 
graphen gezeigt  —  von  dem  Reibungswiderstandc/iV=/3/jcosa 
im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  zur  Wirkung,  nämlich  derjenige 
Theil,  welcher  ausreicht,  um  das  Gleiten  an  der  Berührungsstelle 
zu  verhindern.  Sobald  dagegen  ein  solches  Gleiten  wirklich  statt- 
findet, wirkt  allemal  der  Reibungswiderstand  in  seiner  vollen  Grösse 
dem  Gleiten  entgegen,  und  diese  Wirkung  dauert  so  lange,  bis 
die  Geschwindigkeit  der  Berührungsstelle  gleich  Null  geworden, 
d.  h.  bis  die  Bewegung  in  eine  rollende  übergegangen  ist.  Wenn 
also  der  anfängliche  Bewegungszustand  des  Körpers  mit  einem 
Gleiten  der  Berührungsstelle  verbunden  ist,  so  zerfällt  im  Allge- 
meinen die  ganze  Bewegungsdauer  in  zwei  Abschnitte  mit  ver- 
schiedenen Bewegungsgesetzen:  während  des  ersten  findet  ein 
Gleiten  statt,  und  wirkt  die  ganze  Kraft  fN  dem  Gleiten  ent- 
gegen; während  des  zweiten  Abschnitts  ist  die  Bewegung  eine 
rollende,  und  nur  ein  Theil  jener  Kraft  in  Thätigkeit.  Da  das 
für  den  zweiten  Abschnitt  geltende  Bewegungsgesetz  im  vorigen 
Paragraphen  bereits  gefunden  wurde,  so  ist  es  hier  nur  erforder- 
lich, die  während  des  ersten  Abschnitts  erfolgende  Bewegung 
zu  bestimmen. 
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~**Sä&t. 


Bei    der   Anfangsstellung   A   des    in    Fig.  427   dargestellten 

Körpers   findet  jedenfalls  ein  Gleiten  der  Beruh rungsstelle  statt; 

denn  die  Geschwindig- 
keit 427.  keit  t^  weicne  derselbe 

vermöge  der  Drehbe- 
wegung besitzt,  und 
die  Geschwindigkeit  c, 
welche  dieselbe  ver- 
möge der  fortschreiten- 
den Bewegung  besitzt, 
haben  beide  dieselbe 
Richtung.  Durch  den 
Reibungs  -  Widerstand 
f  M  g  cos  a  wird  die 
Drehgeschwindigkeit " 
allmälig  vermindert;  die  Grösse  &,  um  welche  die  derselben  ent- 
sprechende Peripherie-Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  abnimmt, 
findet  man  aus  Gleichung  525),  indem  man  darin  k  statt  p  und 
f  M g  cos  *  statt  F  substituirt;  es  ist  also: 

Je  =  f^9  eos  a 
V- 

Die  fortschreitende  Bewegung  wird  eine  beschleunigte  oder  eine 
verzögerte  sein,  jenachdem  von  den  beiden  Kräften  Mg  sin  a  und 
f  M  g  cos  a  die  eine  oder  die  andere  die  grössere  ist.  Da  Ver- 
zögerungen als  negative  Beschleunigungen,  und  umgekehrt  Be- 
schleunigungen als  negative  Verzögerungen  aufzufassen  sind,  so 
ist  es  bei  richtiger  Deutung  der  Vorzeichen  für  den  Gang  der 
Rechnung  gleichgültig,  ob  die  Geschwindigkeitsänderung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  als  Zunahme  oder  als  Abnahme  in  die  Rech- 
nung eingeführt  wird.  Die  (positive  oder  negative)  Grösse  q,  um 
welche  die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  in 
jeder  Secunde  abnimmt,  ist  nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

~on\               fMgcosa —  Marina  ,  .  * 

o36)     q  =  * — * -- 2 =  ^(/cosa  —  sma). 

Hiernach  ergiebt  sich  für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Ver- 
zögerungen der  Werth: 

iL  _  JL  (\  —  J*L* 
k    ~    M\  f 


535) 


537) 


■)• 
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Wenn  nach  Ablauf  von  t  Secunden  während  des  Ueberganges 
aus  der  Stellung  A  in  die  Stellung  B  (Fig.  427)  die  der  Drehung 
entsprechende  Peripherie  -  Geschwindigkeit  von  u  bis  auf  tr,  und 
die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  c  bis 
auf  v  sich  vermindert  hat,  so  muss  zwischen  den  ganzen  während 
dieser  Zeit  erfolgenden  Geschwindigkeitsverminderungen  u —  w  =  kt 
und  c  —  v  =  qt  dasselbe  Verhältniss  stattfinden  wie  zwischen 
den  in  jeder  einzelnen  Secunde  erfolgenden  Geschwindigkeits- 
verminderungen k  und  q;  denn  das  Verhältniss  j-  erleidet  wäh- 
rend  der  Bewegung  keine  Aenderung.    Durch  Gleichsetzung  der 

beiden  Quotienten: 

c  —  v     q 

u  —  w  k 

erhält  man  nach  Substitution  des  für  letzteren  in  Gleichung  537) 
gefundenen  Werthes  die  Gleichung: 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  beliebigen  Zeitpunkt  innerhalb 
desjenigen  Zeitraums,  in  welchem  noch  ein  Gleiten  der  Berührungs- 
stelle stattfindet,  folglich  auch  noch  für  den  Endpunkt  dieses 
Zeitabschnitts  oder  für  denjenigen  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit der  Berührungsstelle  w  -f-  v  die  Grösse  Null  er- 
reicht, und  die  Bewegung  in  eine  rollende  übergeht.  Wenn  also 
unter  t  die  ganze  Dauer  dieses  Abschnitts  verstanden  wird, 
so  ist 

w  -|-  v  =  0    oder    w  =  —  v 

zu  setzen,  und  wenn  man  nach  Substitution  dieses  Werthes  in 
Gleichung  538)  dieselbe  für  v  auflöst,  so  erhält  man  für  die  End- 
geschwindigkeit der  gleitenden,  oder  für  die  Anfangsgeschwindig- 
keit der  rollenden  Bewegung  die  Gleichung: 

539)    v  = M  V  J    J 


1 


+*(>-■¥) 


/ 

Die  Grenze,  bis  zu  welcher  diese  allgemeine  Gleichung  ihre 
Gültigkeit  noch  behält,  ist  durch  Gleichung  529)  des  vorigen 
Paragraphen  festgestellt.  Der  Uebergang  in  die  rollende  Be- 
wegung wird  natürlich  nur  dann  wirklich  stattfinden,  wenn  der 
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Neigungswinkel  oc  klein  genug  ist,  um  überhaupt  eine  rollende 
Bewegung  zu  gestatten,  d.  h.  wrenn  derselbe,  nicht  grösser  ist  als 
der  aus  Gleichung  529)  zu  bestimmende  Roll  -  Winkel.  Im 
Uebrigen  gilt  die  Gleichung  539)  ganz  allgemein  für  positive 
sowohl  als  negative  Werthe  der  Anfangsgeschwindigkeiten  u  und  c, 
sowie  des  Neigungswinkels  a.  Dieser  letztere  ist  als  positiv  oder 
negativ  zu  betrachten,  jenachdem  die  Anfangsgeschwindigkeit  der 
Berührungsstelle  bergab  oder  bergan  gerichtet  ist;  d.  h.  es  ist 
immer  diejenige  von  den  beiden  Richtungen  als  die  positive  Be- 
wegungsrichtung zu  wählen ,  für  welche  die  Grösse  u  -|-  c  posi- 
tiv ist. 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ergeben  sich  für  die  verschiedenen 
speciellen  Fälle  die  nachfolgenden  Resultate: 

I.  Wenn  tg  a  =  (l-| )/  ist,  so  wird  v  =  oo,  d.  h.'  wenn  der  Nei- 
gungswinkel a  die  Grösse  des  Roll -Winkels  (Gleichung  529)  erreicht,  so  geht 
erst  nach  unendlich  langer  Dauer  —  oder  mit  anderen  Worten  niemals  —  die 
Bewegung  in  eine  rollende  über. 

/         M\  C~~(1  +  2m)U 

II.  Wenn  tg  a  =  —  ( 1  -| )/  ist,  so  wird  v  = - 1 

und  wenn  z.  B.  der  Körper  zugleich  die  Form  eines  Cylinders  hat,  so  wird 

v  == y .    Bei  gleicher  absoluter  Grösse  des  Neigungswinkels,  wie  im 

Falle  I.  tritt  also  schon  nach  endlicher  Zeit  eine  rollende  Bewegung  ein,  wenn 
die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Berührungsstelle  bergan  gerichtet  war.  Für 
einen  noch  grösseren  negativen  Werth  von  tg  a  würde  es  zwar  auch  noch  einen 
Zeitpunkt  geben,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  der  Berührungsstelle  Null 
wird,  aber  die  Geschwindigkeit  würde  nicht  Null  bleiben,  sondern  es  würde  in 
diesem  Zeitpunkte  ein  Gleiten  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  beginnen. 
Die  Fälle  I.  und  II.  bilden  also  die  beiden  äussersten  Grenzfalle,  innerhalb 
deren  überhaupt  noch  der  Eintritt  einer  rollenden  Bewegung  zu  erwarten  ist. 

III.  Wenn   tg  a  =  /  ist,   so   wird   v  =  c;  d.  h.  wenn  der  Neigungs- 
s  winkel  a  gleich  dem  Reibungswinkel  ist,   so   haben  Endgeschwindigkeit  und 

Anfangsgeschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  gleiche  Grösse.  Der 
Körper  bewegt  sich  in  diesem  Falle  gleichförmig  (bergab  oder  bergan,  jenach- 
dem c  positiv  oder  negativ  ist),  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  eine 
rollende  wird,  und  mit  der  bergab  gerichteten  Beschleunigung  p  (Gleichung  527) 
alsdann  sich  weiter  fortsetzt. 

IV.  Setzt  man  tg  a  =0,  so  erhält  man  die  für  Bewegung  auf  horizon- 
taler Unterlage  geltende  Gleichung: 

c fr  u 

540)    v  =  m 


^    M 
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welche  z.  B.  für  eine  cyli ndrische  Scheibe  deren  fortschreitende  Bewegung  an- 
fangs die  Geschwindigkeit  c  =  0  hatte,  die  Form  annimmt : 

u 
„  =  ----. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  der  rollenden  Bewegung  ist  unabhängig  von 
der  Grösse  des  Reibungscoeffi cienten ,  also  für  eine  Scheibe  von  sehr  rauhem 
Umfange  ebenso  gross,  wie  für  eine  Scheibe  mit  sehr  glattem  Umfange.  Wenn 
eine  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  u  =  60m  in  verticaler  Ebene  rotirende 
Kreis-Säge  plötzlich  —  etwa  durch  Zapfenbruch  —  von  ihrer  Verbindung  mit 
den  Zapfenlagern  befreit,  die  horizontale  Bodenfläche  als  Unterstützungs- 
Ebene  erhielte,  so  würde  auf  Kosten  eines  Theils  der  rotirenden  Bewegung 
allmälig  eine  fortschreitende  Bewegung  entstehen,  und  die  Scheibe  später  mit 
einer  Geschwindigkeit  v  =  20™  gleichförmig  fortrollen. 

V.    Wenn  tg  cc  'ir-L  ist,  und  die  Anfangsgeschwindigkeiten  beide  positiv 

sind,  so  ist  die  fortschreitende  Bewegung  anfangs  eine  bergabwärts  gerichtete 
gleichförmig  verzögerte.  Setzt  man  zugleich  v  =  —  c  in  Gleichung  539) ,  so 
erhält  man  für  das  Verbältniss  der  beiden  Anfangsgeschwindigkeiten  die  Be- 
dingungsgleichung : 

541)    JL  =  i+2   *(/).' 
c  P    V  /  -  tg  a  / 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  fallen  die  beiden  Stellungen  A  und  B 
zusammen,  d.  h.  der  Körper  befindet  sich  beim  Beginn  der  rollenden  Bewe- 
gimg wieder  an  derselben  Stelle,  von  wo  die  Bewegung  anfing,  und  hat  bei  der 
Rückkehr  eine  Geschwindigkeit,  welche  der  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  und 

entgegengesetzt  ist  (Fig.  428). 

Fig.  428.  Die  Geschwindigkeit  der  fort- 

c  —\        schreitenden  Bewegung  nimmt 

'  A  {      )  .    anfangs  in  jeder  Secunde  um 

die  Grösse  q  ab  (Gleichung  536), 
und  wird  nach  Zurücklegung 
einer  gewissen  Strecke  AM 
gleich  Null.  Bei  M  findet  eine 
Umkehr  statt;  der  Körper  be- 
wegt sich  dann  mit  der  Be- 
schleunigung q  von  M  nach  A  zurück  und  kommt  mit  der  Geschwindigkeit  c 
bei  A  wieder  an.  Hier  geht  alsdann  die  vorher  gleitende  beschleunigte  Bewe- 
gung in  eine  rollende  verzögerte  Bewegung  über;  der  Körper  rollt  mit  der 
Verzögerung  p  (Gleichung  527)  aufwärts  von  A  nach  C,  wo  die  Geschwindig- 
keit wiederum  Null  wird,  und  eine  zweite  Umkehr  stattfindet.  Hierauf  rollt 
der  Körper  mit  der  Beschleunigung  p  wieder  bergab,  und  die  Bewegung  bleibt 

eine  gleichförmig  beschleunigte.  Die  Strecken  A  M  und  A  C,  sowie  die  Zeiten, 
in  welchen  diese  Strecken  zurückgelegt  werden,  können  nach  den  im  §.  7  für 
die  gleichförmig  veränderte  Bewegung  gefundenen  Regeln  bestimmt  werden. 

Wenn  z.  B.  bei  dem  Reibungscoefficienten  /  =  0,2  auf  einer  schiefen 
Ebene  vom  Steigungsverhältniss  tg  a  =  0,1  (oder  vom  Steigungswinkel 
a  =  5°  45')  eine  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  =  10m  bergabgeworfene 
cylindrische  Scheibe  die  eben  beschriebene  Bewegung  ausführen  soll,  so  musste 
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derselben  gleichzeitig    eine   anfängliche  Drehgeschwindigkeit  ertheüt  werden, 

entsprechend  (nach  Gleichung  541)   der  Bedingung  —  =  9  oder  u  =  90m. 

Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  A  nach  M  nimmt  in 
jeder  Secunde  ab   um   die   Grösse  q  =  g   (/  cos  a  —  sin  a)   =   0m,976   und 

wird   Null  nach      976    =  10,246  Secunden.     Es   ist  also  die  Strecke  A  M 
—  '  =  51°Y23.    Die  gleichförmig  beschleunigte  Rückkehr  von  M 


2 

nach  A  erfordert  ebenfalls  10,246  Secunden.    Die  Scheibe  kommt  mit  einer 

Geschwindigkeit  von  10  Metern  in  A  wieder  an  und  rollt  alsdann  mit  der 
Verzögerung  p  =  *  g  sin  a  =  0m,654  von  A  nach  C,    Die  Geschwindigkeit  des 

Rollens  wird  Null  nach  nge.    =  15,3  Secunden  und  die  in  dieser  Zeit  zurück- 

U,OÖ4 

10  |5  3 

gelegte  Strecke  ist  AC  = *-^—! —  =  76m,5.    Bei  C  kehrt  die  Scheibe  zum 

zweiten  Male  um;  dieselbe  rollt  alsdann  mit  der  Beschleunigung  0m,654  wieder 
bergab,  gelangt  nach  15,3  Secunden  zum  dritten  Male  mit  der  Geschwindig- 
keit von  10  Metern  nach  A  und  setzt  die  gleichförmig  beschleunigte  bergab- 
rollende Bewegung  dann  weiter  fort. 

Die    fortschreitende 

Fiq.  429.  Bewegung  der  Scheibe 

ist    in    Fig.  429  gra- 
phisch dargestellt;  für 

A  10  246  M/*W  T  'M^     C        15*       A  die    bir8Äb    *erichte' 

ttrJKwt    i      IM   -^T^-T-     ten  Geschwindigkeiten 

"''V  \»,5     10        gind      die     ordinalen 


10 

nach   unten,    für   die 
bergan        gerichteten 
nach   oben   hin  abge- 
tragen.   Die  Zeitpunkte  des  Eintreffens  in  den  Stellungen  3f,  A,  C  sind  durch 
die  gleichnamigen  Buchstaben  bezeichnet. 

§.   108. 

Bewegung  der  Fuhrwerke  auf  geneigten  Bahnen. 

Wenn  an  der  Drehachse  des  rollenden  Körpers  noch  eine 
Masse  m  aufgehängt  ist,  welche  nur  an  der  fortschreitenden  Be- 
wegung desselhen  Theil  nimmt,  so  ist  bei  der  Bestimmung  der 
Beschleunigung  des  rollenden  Körpers  ausser  den  drei  Kräften 
Mg,  N,  F  (§.  106)  noch  die  auf  den  Aufhängepunkt  übertragene 
Kraft  K  in  Rechnung  zu  bringen  (Fig.  430).  Nach  dem  Gesetze 
des  Schwerpunktes  ergiebt  sich  für  die  Beschleunigung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  des  rollenden  Körpers  aus  Fig.  431  die 
Gleichung : 

542)    p  =   Mgsina-\-Ksm(a  —  ß)  -  F 

Ritter,  Mechanik.  29 
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Da   das  statische   Moment   der   Kraft  K  in    Bezug  auf  die 
Drehachse  des   rollenden   Körpers  gleich   Null  ist,   so  bleibt  die 


Fig.  430. 


Fig.  43L 


^  \  «#* 


Gleichung  526)  auch  für  diesen  Fall  gültig,  ist  also  F=[ip  zu 
setzen.  Der  obigen  Gleichung  kann  daher  auch  die  Form  ge- 
geben werden: 

543)     (M  -f-  p.)  p  —  Mg  sin  a  -f-  sin  a  .  Ä'cos  ß  —  cos  a  .  Ä'sin  ß. 

Die  Masse  m  ist  in  Bezug  auf  den  mit  der  Beschleunigung 
p  fortschreitenden  Raum  als  im  relativen  Gleichgewichtszustande 

befindlich  anzusehen;   es  würde  also  die  in  ent- 
Fig.  432.        gegengesetzter  Richtung  hinzugefügte  Kraft  m  p 

den  beiden  wirklich  vorhandenen  Kräften  mg  und 
K  das  Gleichgewicht  halten.      Hiernach  ergeben 
mp   sich  aus  Fig.  432  die  beiden  Gleichungen: 

544)  Ä'cos  ß  =  mg  —  wipsin  a. 

545)  Ä'sinß   =  m;>cosa. 

Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  543) 
substituirt  und   dieselbe   alsdann   für  p   auflöst, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

54«)    p=  <*  +  -m)-9 .?•."  «  . 

M  -\-  \l  -f-  m 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht  im  Zähler  die 
in  der  Bewegungsrichtung  wirkende  Seitenkraft  der  Gewicht- 
Summe;   im   Nenner   die  wirkliche   Massen  -  Summe  vermelirt  um 


Bewegung  der  Fuhrwerke  auf  geneigten  Bahnen. 


451 


die  auf  den  Umfang  des  rollenden  Körpers  reducirte  Masse  des 

letzteren.      Die    Beschleunigung    der    fortschreitenden    Bewegung 

des  Massen-Systems  kann  also  wie  bei  einem  einfachen  materiellen 

Kraft 
Punkte  gleich  dem  Quotienten  -^ gesetzt   werden,     sobald 

zu    der    beschleunigten    Masse    noch    die    auf   den   Umfang    des 
rollenden  Kreises*  reducirte  rollende  Masse  hinzugerechnet  wird. 

Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes. 

Bei  der  obigen  Berechnung  sind  die  Zapfenreibungswider- 
stände unberücksichtigt  geblieben,  welche  an  der  Verbindungs- 
stelle zwischen  der  fortschreitenden  und  der  rollenden  Masse 
unvermeidlich  auftreten.  Um  den  Einfluss  der  Zapfenreibung  zu 
ermitteln,  kann  man  sich  die  fortschreitende  Masse  m  an  einem 
gewichtlosen  Ringe  aufgehängt  denken,  welcher  seinerseits  an 
dem  Zapfen  des  rollenden  Körpers  aufgehängt  ist  (Fig.  433).  Für 
diesen  Hing  sind  die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichts 
identisch  mit  denen  des  absoluten  Gleichgewichts,  da  die  Masse 
—  folglich  auch  der  Trägheitswiderstand  —  des  Ringes  gleich 
Null  vorausgesetzt  wird.      Es   wird   daher  der  Ring  auf  die  in 


Fig.  433. 


Fig.  434. 
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Fig.  434  angedeutete  Art  von  den  beiden  in  den  Punkten  A  und 
B  angreifenden  entgegengesetzten  Kräften  K  im  relativen  Gleich- 

29* 


1.     ^ 
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gewicht  gehalten,  und  an  der  Berührungsstelle  B  wird  die  Kraft 
K  in  unveränderter  Richtung  und  Grösse  auf  den  rollenden 
Körper  übertragen  (Fig.  435).  Wenn  Viederum  mit  p  die  Be- 
schleunigung der  fortschreitenden  Bewegung  bezeichnet  wird,  und 
mit  ß  der  Winkel,  den  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  mit  der 
Verticalen  einschliesst,  so  bleiben  die  Gleichungen  542),  544),  545), 
Welche  auf  die  fortschreitenden  Bewegungen  der  Massen  M  und  m 
sich  beziehen,  unmittelbar  für  diesen  Fall  gültig.  Der  einzige 
Unterschied  zwischen  diesem  und  dem  vorigen  Falle  besteht  darin, 
dass  für  die  Kraft  F  ein  anderer  Werth  zu  substituiren  ist,  inso- 
fern in  diesem  Falle  ausser  der  Kraft  F  auch  die  Kraft  K  in 
Bezug  auf  die  Drehachse  ein  statisches  Moment  hat,  welches  von 
Null  verschieden  ist.  Das  statische  Moment  dieser  letzteren 
Kraft  ist  gleich  AT.  p  sin  <p  (§.78,  Fig.  343),  oder  wenn  der 
Zapfenreibungscoefficient  sin  <p  mit  /  bezeichnet  wird,  gleich 
/  Kp  zu  setzen.  Nach  Gleichung  485)  ist  also  die  Winkelbe- 
schleunigung : 

T 

und   die  dieser  Winkelbeschleunigung  entsprechende  Peripherie- 
Beschleunigung  des  rollenden  Kreises: 

r  =  "  =  --r-     '-jry- 

Aus   dieser  Gleichung  ergiebt  sich,   wenn  die  auf  den  Um- 

T 
fang  reducirte  Masse  — 2    =  ji   gesetzt  wird,  für  F  der  Werth : 


547)     F  =  pp+f^K. 


r 

Wenn   man   diesen   Werth   in  Gleichung  542)  substituirt,    so 
erhält  man: 

M p  =  Mg  sin  ot  -f-  sin  a  .  Ä'cos  ß  —  cos  a  .  ÄTsin  ß  —  \Lp  — /—  K. 

r 

Nach   Substitution    der   in    den   Gleichungen   544)   und   545) 

gefundenen  Werthe  nimmt  fliese  Gleichung,   für  p  aufgelöst,   die 

Form  an: 

(M  -}-  w)  9  «iu  a  -   fK  * 
548)     p 


M+p  + 
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Aus  dieser  Gleichung  würde  man  die  Beschleunigung  p  be- 
rechnen können ,  wenn  die  Kraft  K  bekannt  wäre.  Durch  Addi- 
tion der  Quadrate  von  den  beiden  Gleichungen  544)  und  546) 
erhält  man  die  Gleichung: 

K2  =  m2  g*  -{-m2p2 —  2«i,p^8ina,    oder 


549) 


K=m9yi-^(2sina-fy 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Unterschied  zwischen  K  und 
mg  um  so  kleiner  ist,  je  weniger  die  Grösse  p  von  Null  ver- 
schieden ist  (für  p  =  g  sin  a  wird  K=mg  cos  a,  und  für  p  =  0 
wird  K  =  m  g).  Um  also  einen  Näherungswerth  zu  erhalten, 
kann  man  in  Gleichung  548)  zunächst  K=mg  setzen  und  die 
Beschleunigung  p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

(M  -f-  m)  g  sin  a  —  fm  g  — 

550)       p    —    rr-r- -y- —  . 

r  Ja  -f-  ja  +  m 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Gleichung  549)  erhält 
man  einen  genaueren  Werth  für  if,  welcher  in  Gleichung  548) 
substituirt,  alsdann  zu  einem  genaueren  Werthe  für  p  führt.  Es 
zeigt  sich  indessen,  dass  bei  den  meisten  praktischen  Anwendungen 
diese  Correction  ihrer  Geringfügigkeit  wegen  überflüssig  ist,  inso- 
fern die  obigen  Gleichungen  ohnehin  nur  für  kleine  Werthe  des 
Neigungswinkels  a  gültig  sind  (nämlich  für  solche  Werthe,  welche 
der  Bedingung  des  Rollens  noch  genügen),  und  die  Werthe  des 
Reibungscoefficienten  /  ebenfalls  nur  annähernd  bekannt  sind. 
Mau  kann  daher  ohne  Bedenken  die  Gleichung  550)  unmittelbar 
zur  Berechnung  der  Beschleunigung  p  benutzen. 

Wenn  die  fortschreitende  Masse  m  —  anstatt  wie  in  Fig.  433 
unterhalb  des  Ringes  an  einem  Faden  zu  hängen  —  oberhalb 
desselben  an  einer  auf  den  Ring  sich  stützenden  Stange  be- 
festigt ist,  so  wird  dadurch  keine  Aenderung  in  der  Berechnungs- 
weise bedingt.    Wenn  ferner  in  der  Gleichung  550)  die  Grössen 

if,  ja,  m  vertauscht  werden  resp.  mit  den  Grössen  -^- ,    -^- ,    -~- , 

so  wird  dadurch  die  Grösse  p  ebenfalls  nicht  geändert.  Denkt 
man  sich  die  in  Fig.  436  dargestellten  beiden  Massen -Systeme 
ihre  Bewegungen  mit  gleichen  Anfangsgeschwindigkeiten  gleich- 
zeitig beginnend,  so  findet  man,  dass  die  beiden  fortschreitenden 
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Fig.  437. 


Massen  auch  durch  eine  Stange  verbunden  oder  zu  einem  Körper 
vereinigt  werden   können,   ohne   dass   die   Beschleunigungen   der 

beiden  Massen- Systeme  da- 
Fig.  43b.  durch    verändert    würden. 

Man    überzeugt    sich    auf 
diese     Weise,     dass     die 
Gleichung  550)    auch   für 
die  Beschleunigung  des  in 
Fig.  437  dargestellten  Fuhr- 
werks als  gültig  betrachtet 
werden  darf,  dass  also  die 
Beschleunigung    desselben 
bestimmt  werden  kann  wie 
die  eines  unter  Einwirkung 
der  beiden  in  Fig.  437  an- 
gegebenen     Kräfte      sich 
bewegenden  einfachen 
materiellen     Punktes, 
^      sobald    zu    den   wirk- 
1  **     liehen  Massen  M  -\-  m 
_r    noch  die  auf  den  Um- 
\Jfffr^fTr^-%//'         iaiiff      der     rollenden 

Kreise  reducirten  rol- 
lenden Massen  p  hin- 
zugerechnet werden. 
Die  Zapfenreibung  äussert  also  ihren  Plinfluss  als  eine  der  fort- 
schreitenden Bewegung  des  Massen -Systems  entgegenwirkende 
Widerstandskraft  von  der  Grösse: 

551)     3  =fmg.  -J-, 

welche  durch  das  Product  aus  dem  wirklichen  Zapfenreibungs- 
widerstande  / .  mg  in  das  Verhältniss  des  Zapfenhalbmessers  zum 
lladhalbmesser  dargestellt  und  der  auf  den  ltad-Umfang  reducirte 
Zapfenreibungswiderstand  genannt  wird. 

Wenn  die  Räder  die  Formen  von  cylindrischcn  Scheiben  haben,    so  ist 

71  f 

f*  =  -y-  zu  setzen,    und   wenn   ferner   m  =  5  3/,   sin  o  =  0,1 ,   /==  0,01, 

-  -  =0,1  in  Gleichung  550)  gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich  für  die  Beschleuni- 
gung der  Werth: 


tM^<S** 
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552)    sina=/-f(^--). 


Ohne  das  Vorhandensein  sonstiger  Widerstände  würde  also  z.  B.  in 
20  Sekunden  die  Geschwindigkeit  des  Wagens  von  Null  bis  17m,96  zunehmen 
und  die  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Wegeslänge  179,6  Meter  betragen. 

Denjenigen  Neigungswinkel ,  bei  welchem  ohne  das  '  Vor- 
handensein sonstiger  Widerstände  die  Bewegung  des  Wagens  eine 
gleichförmige  sein  würde,  findet  man  aus  Gleichung  550),  indem 
man  darin  ^  =  0  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

m 
r  y  M  -f-  m 

Hiernach  würde  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  ein 
Gefälle  von  j-^  (oder  von  0U,,0ÖÖ833  auf  jeden  Meter  der  Bahnlänge)  aus- 
reichen, um  die  verzögernde  Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes  aus- 
zugleichen. 

Widerstand  der  rollenden  Reibung. 

Bei   kleinen   Werthen    des   Reibungscoefficienten  /  und  des 

Verhältnisses-^-  hat  der  auf  den  Rad -Umfang  reducirte  Zapfen- 

reilmngswiderstand  —  wie  das  vorige  Zahleubeispiel  zeigt  —  eine 
so  geringe  Grösse,  dass  noch  ein  anderer  —  bisher  unberück- 
sichtigt gebliebener  —  Widerstand  seinen  Einfluss  neben  jenem 
bemerkbar  macht  und  im  Vergleich  mit  demselben  nicht  mehr 
als  verschwindend  klein  anzusehen  ist.  Wäre  der  rollende  Körper 
nebst  dessen  Unterlage  absolut  fest  und  hart,  so  würde  bei  der 
geringsten  Neigung  der  Bahn  schon  der  Schwerpunkt  ausserhalb 
der  Verticalen  der  Unterstützuugsstelle  liegen,  folglich  eine  be- 
schleunigte Bewegung  stattfinden,  und  das  Gleichgewicht  des  sich 
selbst  überlassenen  ruhenden  Körpers  nicht  möglich  sein.  In 
Wirklichkeit  wird  jedoch  durch  den  auf  die  Berührungsstelle  sich 

concentrirenden  Druck 
Fig.  439.  eine    geringe    Zusam- 

mendrückung daselbst 
hervorgebracht ;  in 
Folge  dessen  erweitert 
$.  sich  die  Berührungs- 
stelle zu  einer  Fläche, 
welche  auch  bei  einer 
geringen  Neigung  der 
Bahn  noch  dem  Schwer- 
punkte eine  Unterstützung  gewährt  (Fig.  438)  und  einen  Gleich- 
gewichtszustand möglich  macht,  zu  dessen  Aufrechterhaltung  ohne 
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jene  Zusammendrückung  eine  bergaufwärts  wirkende  Widerstands- 
kraft W  erforderlich  sein  würde,  von  gleicher  Grösse  mit  der 
bergab  gerichteten  Seitenkraft  der  Schwere  (Fig.  439).  Es  kann 
also  der  Einfluss  jener  Zusammendrückung  aufgefasst  werden 
wie  das  Vorhandensein  einer  im  Schwerpunkte  angreifenden  der 
fortschreitenden  Bewegung  des  rollenden  Körpers  entgegenwirken- 
den Widerstandskraft,  welche  der  Widerstand  der  rollenden 
Reibung  genannt  wird. 

Um  die  Grösse  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  würde 
man  durch  Versuche  denjenigen  Neigungswinkel  6  zu  ermitteln 
haben,  bei  welchem  W  =  Q  sin  6,  und  die  Bewegung  des  hinab- 
rollenden Körpers  eine  gleichförmige  ist.  Nach  Analogie  des  in 
Bezug  auf  die  Bestimmung  der  gleitenden  Reibung  angewendeten 
Verfahrens  würde  dieser  Winkel  6  als  der  Reibungswinkel  für 
rollende  Reibung  zu  bezeichnen,  und  die  Tangente  dieses  Winkels 
(wofür  wegen  Kleinheit  derselben  auch  der  Sinus  oder  die  Winkel- 
zahl 6  selbst  genommen  werden  kann)  als  der  Coefficient  der  rol- 
lenden Reibung  in  Rechnung  zu  bringen  sein.  Im  Gegensatze 
zu  den  Gesetzen  der  gleitenden  Reibung  hat  sich  jedoch  aus  sol- 
chen Versuchen  ergeben,  dass  die  Grösse  dieses  Winkels  6  als 
eine  mit  dem  Halbmesser  des  rollenden  Körpers  veränderliche 
Grösse  anzusehen  ist,  dass  es  nicht  die  Grösse  sin  6,  sondern 
vielmehr  das  Product: 

553)     r  sin  b  =  8 

ist,  welches  bei  gleicher  Material  -  Beschaffenheit  annähernd  als 
eine  constante  Grösse  betrachtet  werden  darf.  Der  Reibungs- 
coefficient  für  die  rollende  Reibung: 

554)     sin  6  =  —     oder     6  = 


r 

muss  daher  für  jeden  besonderen  Werth  des  Halbmessers  r  nach 
Gleichung  554)  besonders  berechnet  werden. 

Für   Eisen   auf  Eisen   (sowie  auch  für  hartes  Holz  auf  hartem  Holze) 
kann   im   Mittel   die   Grösse   8  =  0m,0005  gesetzt  werden.     Demnach  würde 

z.  B.  für  den  Halbmesser  r  =  0°\25  der  Coefficient  b  =  — £^  -  =  0,002 
zu  setzen  sein;  für  einen  Halbmesser  r  =  O^ö  dagegen  wäre  6  =  — >vuuo 


0,5 

=  0,001  zu  setzen.  Wenn  der  Körper  gleichförmig  hinabrollen  soll,  so  müsste 
die  Bahn  im  ersteren  Falle  um  einen  Winkel  von  0°  3'  26",  im  letzteren  Falle 
um  einen  Winkel  von  0°  1'  43"  geneigt  sein. 
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Abgesehen  von  diesem  Einflüsse  des  Halbmessers  r  kann  die 
Wirkung  der  rollenden  Reibung  auf  gleiche  Weise  wie  die  der 
gleitenden  Reibung  berechnet  werden.  Der  Widerstand  der  rol- 
lenden Reibung  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Normaldrucke 
des  rollenden  Körpers  gegen  die  Bahn  in  den  Coefficienten  der 
rollenden  Reibung.  Für  einen  auf  horizontaler  Bahn  rollenden 
Körper  von  der  Masse  M  ist  dieser  Widerstand  gleich  6  M  g  zu 
setzen;  für  einen  auf  horizontaler  Bahn  bewegten  Wagen  vom 
Totalgewichte  (M  -f-  m)  g  dagegen  ist : 

555)     W  =  b(M+m)g. 

Für  eine  um  den  kleinen  Winkel  et  geneigte  Bahn  würden 
streng  genommen  diese  Werthe  noch  mit  cos  et  zu  multipliciren 
sein;  da  indessen  cos  et  nur  wenig  von  Eins  verschieden  ist,  so 
können  die  obigen  Werthe  auch  für  schwach  geneigte  Bahnen 
als  gültig  betrachtet  werden. 

Mit  Berücksichtigung  des  Widerstandes  der  rollenden  Reibung 
erhält  man  also  für  die  Beschleunigung  eines  bergabrollenden 
Körpers  (statt  Gleichung  527)  die  Gleichung: 

„.^  Mqsiua  —  Mab 

006)    p  =  ^L__J_ 

und  für   die  Beschleunigung  des  bergablaufenden  Wagens  (statt 
550)  die  Gleichung: 

(AI  -\-  m)g  sin  a  —  fm  g  — 6  (M  -{-  m)  g 

557)     p  =  w-r- ^ 1 

M  -f-  jj.  -f-  m 

ferner  für  denjenigen  Neigungswinkel,  bei  welchem  die  Bewegung 
des  Wagens  eine  gleichförmige  ist  (statt  552),  die  Gleichung: 

558)  -«,=/f(^T)  +  e. 


m 


Setzt  man  in  letzterer  Gleichung  /=  0,01,  p  =  0m,05,  r  =  Om,5,  —  =  5 

und  6  =  0,001,  so  wird: 

sin  et,  =  0,000833  +  0,001  =  0,001833. 

Die  Bewegung  des  Wagens  würde  also  eine  gleichförmige  sein,  wenn 
z.  B.  auf  6000m  Bahnlänge  das  Gefälle  llm  beträgt. 

Da  die  Unterschiede  zwischen  den  Sinus -Zahlen  und  den 
Winkel -Zahlen  als  verschwindend  klein  zu  betrachten  sind,  so 
kann  man  die  bei  etwas  stärker  geneigter  Bahn  stattfindende 
Beschleunigung  auch  in  der  Weise  berechnen,  dass  mau  sich  den 


458  Vierter  Abschnitt.    Cap.  XIX.     §.  108. 

ganzen  Neigungswinkel  a  in  die  beiden  Tlieile  a,  und  a  —  a, 
zerlegt  denkt,  und  die  Bewegung  so  auffasst,  als  ob  der  eine 
Theil  ai  zum  Ueberwinden  der  Widerstände  3,  W»  und  der  Rest 
ol  —  at  zum  Hervorbringen  der  Beschleunigung  p  verwendet 
würde.  Die  letztere  kann  alsdann  berechnet  werden  aus  der  ein- 
facheren Gleichung: 

559)    p  =  J*±?L)9.(*-«t) 


M  -f-  H1  4~  m 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwertlien  würde  z.  B.  (wenn  auch 
hier  wieder  jj.  =  {  M  gesetzt  wird)  für  die  Beschleunigung  auf  einer  um  das 
Steigimgsverhältniss   et  =  7}v  geneigten  Bahn  der  Werth  sich  ergeben: 

*=ä-"*(Äo-ää&)=0"'w*7- 

Für  gut  «onstruirte  Eisenbahnwagen  ist  der  Widerstandscoefficient  at 
im  Mittel  gleich  ^  zu  setzen,  wobei  jedoch  zu  berücksichtigen  ist,  dass  die 
obigen  Gleichungen  nur  für  kleine  Geschwindigkeiten  gelten,  und  dass  bei 
grösseren  Geschwindigkeiten  ausser  den  beiden  Widerständen  3  und  W  noch 
die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  in  Rechnung  zu  bringen  sein  würde. 

Anstatt  die  oben  gefundenen  Gleichungen  zu  benutzen,  um 
aus  den  bekannten  Werthen  der  Widerstandscoefticienten  die  un- 
bekannte Beschleunigung  p  zu  berechnen,  kann  man  auch  umge- 
kehrt die  letztere  durch  directe  Versuche  bestimmen  und  jene 
Gleichungen  alsdann  zur  Berechnung  der  Widerstandscoefticienten 
benutzen.  Wenn  man  auf  einer  Bahn  von  bekanntem  Neigungs- 
winkel das  eine  Mal  den  ganzen  Wagen,  das  andere  Mal  die 
Räder  für  sich  allein  hinablaufen  lässt  und  beide  Male  die  Zeit 
t  beobachtet,  in  welcher  eine  bestimmte  Strecke  x  zurückgelegt 
wird,   so   kann   man  zunächst  aus  der  Gleichung  für  die  gleich- 

förmig  beschleunigte  Bewegung  (x  =  ~— )  die  Beschleuni- 
gungen der  beiden  Bewegungen  berechnen;  und  wenn  man  die 
auf  solche  Weise  gefundenen  Werthe  alsdann  resp.  in  den 
Gleichungen  557)  und  55G)  für  p  substituirt,  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen,  aus  denen  die  beiden  Coeflicienten  /  und  8  be- 
rechnet werden  können. 

Hätte  man  z.  B.  beobachtet,  dass  auf  einer  um  ^  geneigten  Bahn  die 
(wiederum  als  kreisförmige  Scheiben  vorausgesetzten)  Räder  jenes  Wagens  für 
sich  allein  eine  Strecke  von  100  Metern  in  87,3  Sccimden  (also  mit  der  Be- 
schleunigung 0m,02G16)  zurücklegten,  so  würde  aus  Gleichung  550)  nach  Sub- 
stitution des  Werthes  p  =  0,U,02G1G  sich  ergeben,  dass  0  =  0,001  war;  und 
wenn  ferner  beobachtet  wäre,  dass  der  ganze  Wagen  dieselbe  Strecke  in  83,6 
Secunden  (also  mit  der  Beschleunigung  0"',0287)  zurücklegte,   so  würde  aus 
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Gleichung  557)  nach  Substitution  der  Werthe  p  =  0m,0287  und  6  =  0,001  sich 
ergeben,  dass  /  =  0,01  war. 

Die  beiden  Widerstände  3  un(l  W  wirken  immer  der  Be- 
wegungsriehtung  entgegen.  Wenn  also  die  Bewegung  bergan  ge- 
richtet ist,  su  nimmt  die  Geschwindigkeit  des  sich  selbst  über- 
lassenen  Wagens  in  jeder  Secunde  ab  um  die  Grösse: 

560)  p  =  L*±*9™?+Ä+rt 

Fig.  440.  U11(J     für     (]ie     zum 

*     ^  -"\      ^J£  gleichförmigen  Berg- 

^J  anziehen  des  Wagens 

V^      ^~ """'  ^'(K<yli\     ^mrs^L  erf°r(lerlie]ie       Zug- 

A^-*-^r"f     fc       ^rr^S^^^^^  kraft     ergiebt     sich 

$******  ^J^0^  naCh     Fig'   m    ^ 

^^00^  Gleichung: 

5G1)     P  =  (Jf  -f  w)  g  sin  o  +  3  +  W, 
worin  die  Grössen  3  und  W  wiederum  resp.  nach  den  Gleichungen 
551)  und  555)  zu  bestimmen  sind. 

Wenn  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  das  Gewicht  der 
fortschreitenden  Masse  mg  =  5000  Kil.,  und  das  Gewicht  der  rollenden  Masse 
Mg  =  1000  Kil.  beträgt,  so  ist  zum  gleichförmigen  Berganziehen  des  Wagens 
auf  einer  um  ■3^w  ansteigenden  Bahnstrecke  die  Zugkraft  erforderlich: 

r  =  ?**?  +  0,01  .  5000 .  0,1  +  0,001 .  oooo  =  m  ku., 

wovon  5  Kil.  auf  Ueberwindung  des  Zapfenreibungswiderstandes,   und  6  Kil. 
auf  Ueberwindung  des  Widerstandes  der  rollenden  Reibung  verwendet  werden. 


§.  109. 
Beschleunigte  Bewegung  der  Schraube. 

Um  die  Beschleunigung  p  zu  bestimmen,  welche  der  Sehrau- 
benspindel  (Fig.  441)  durch  eine  in  der  Achsenrichtung  wirkende 
Kraft  P  ertheilt  wird,  hat  man  zunächst  (auf  ähnliche  Weise  wie 
in  g.  84,  Fig.  359  geschehen)  nach  der  Theorie  des  Reibungs- 
winkels die  Richtungen  der  Druckkräfte  D  zu  bestimmen,  welche 
an  den  Berührungsstelleu  von  dem  festliegenden  Muttergewinde 
auf  die  Schraubenspindel  übertragen  werden.  Für  den  Fall,  dass 
die  fortschreitende  Bewegung  im  Sinne  der  Kraft  P  stattfindet, 
weicht    die    Richtung    des    an    der    Berührungsstelle   A   auf  die 
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Schraube    übertragenen    Druckes   D    um   den   Iieibungswinkel    <p 
nach    obenhin    von    der    Richtung    der  Normalen,    folglich   nach 

Fig.   442     um    den     Winkel 


Fig.  441. 


Fig.  443. 


01  —  cp  von  der  Achsenrichtung 
ab.  Wenn  man  jede  dieser 
Druckkräfte  alsdann  zerlegt 
in  die  tangentiale  Seitenkraft 
D  sin  (et  —  cp)  und  die  parallel 
zur  Achse  gerichtete  Seiten- 
kraft Z)  cos  (et — <p),  so  erhält 
man  nach  dem  Gesetze  des 
Schwerpunktes  für  die  in  der 
Achsenrichtung  erfolgende  Be- 
schleunigung desselben  die 
Gleichung: 

_  P—  Z[Z>cos(q— <p)] 
P  ~  M 

worin  M  die  ganze  an  der 
Schraubenbewegung  theilnehmende  Masse 
bezeichnet.  Da  die  Grösse  cos  (et  -  -  <p)  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  unter  dem 
Summation8zeichen  vereinigten  Glieder  ist, 
so  kann  dieser  Gleichung  auch  die  Form 
gegeben  werden: 

562)     cos  (et  —  <p)  1  (D)  =  P-  Mp. 

Für  die  Winkelbeschleunigung,  mit  wel- 
cher die  gleichzeitig  neben  der  fortschreiten- 
den Bewegung  stattfindende  Drehbewegung 
geschieht,  ergiebt  sich  ferner  aus  Fig.  443 
nach  dem  Gesetze  der  Winkelbeschleunigung 
(§.  97)  die  Gleichung: 

2  [Dsin  (et —  cp)  p] 
£  — 


Dsm(i*-f)   A 


in  welcher  T  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  Masse  in  Bezug  auf  die  Achse  der  Schraube  bezeichnet, 
Wenn    die    auf   den   mittleren   Schraubenhalbmesser  p   reducirte 

T 

Masse  — ^-  mit  p.  bezeichnet  wird,  so  ist  T~\Lp2  zu  setzen,  und 

der  obigen  Gleichung  kann  daher  auch  die  Form  gegeben  werden: 
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563)  sin  (a  —  9)  2  (D)  =  p. .  p  e. 

Diese  letztere  Gleichung  nimmt,  durch  Gleichung  562)  dividirt, 
die  Form  an: 

564)  tg(,-T)=    /^p    . 

Wie  auch  immer  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Be- 
wegungen sich  ändern  mögen:  das  Verhältniss  der  parallel  zur 
Achse  gerichteten  zu  der  tangentialen  Seitengeschwindigkeit  des 
Punktes  A  bleibt  stets  gleich  dem  Steigungsverhältniss  der 
mittleren  Schraubenlinie  (Fig.  357,  Gleichung  398).  Hieraus 
folgt,  dass  auch  das  Verhältniss  der  pro  Secunde  erfolgenden 
Zunahmen  dieser  beiden  Seitengeschwindigkeiten  stets  gleich  tg  ot 
bleibt.     Es  ist  daher: 

565)     -£-  =  tg  ot. 

pe 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Werth 
p  s  —  -  - —  in  Gleichung  564)  substituirt  und  dieselbe  für  p  auf- 
löst, so  erhält  man  die  Gleichung: 

566)    p  = . 

tg  a  tg  (a  —  cp) 

Die  in  der  Achsenrichtung  hervorgebrachte  Beschleunigung 
ist  daher  wie  die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  zu  be- 
rechnen,  dessen  Masse  die  Grösse  M  4-  ;  —  r   > x    hat.     Für 

tgatg(a-cp) 

den  Fall,  dass  die  Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne  erfolgt, 
würde  -{"  <p  mit  —  <p  zu  vertauschen  sein,  und  die  Grösse  p 
würde  in  diesem  Falle  die  in  der  Achsenrichtung  hervorgebrachte 
Verzögerung  bedeuten. 

Wenn  der  Trägheitshalbmesser  mit  R  bezeichnet  wird,  so  ist  p  p*  =  M R* 
zu  setzen,  und  wenn  man  zugleich  P  =  M  g  setzt,  so  erhält  man  für  die  von 
der  Schwere  hervorgebrachte  Vertical-Beschleunigung  einer  verticalen  Schrauben- 
spindei  die  Gleichung: 

567)    p  =  — Sä » 

1+  " 


p2  tga  tg(«-f  <p) 

worin  das  Minuszeichen  auf  die  sinkende  und  das  Pluszeichen  auf  die  stei- 
gende Bewegung  sich  bezieht.  Diese  Gleichung  kann  annähernd  auch  für  den 
in  Fig.  441  dargestellten  Fall  als  gültig  angesehen  werden,  wenn  die  Masse 
der  Schraubenspinde]  klein  ist  im  Verhältniss  zu  den  in  der  Entfernung  R 
von  der  Achse  angebrachten  Schwungmassen. 
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Setzt  man  z.  B.  -  -  =  20,  tg  a  =  0,2  und  t«  ?  =  0,08  (oder  *  =  1 1  °  20' 

und  <p  =  4°  35'),  so  ersieht  sich  für  die  Beschleunigung  der  vertical  abwärts 
gerichteten  Bewegung  der  Werth: 

*  =  iiöö  =  °ro'00058- 

und  für  die  der  Drehbeschleunigung  entsprechende  Peripheriebeschleunigung 
der  Schwungmassen  der  Werth: 

Rz=   —    -P—  =  0™,  058 . 

p       tga 

Bei  der  steigenden  Bewegung  dagegen  würde  die  Verticalgeschwindigkoit 
in  jeder  Secunde  um  die  Grösse  0m,0014,  und  die  der  Drehbewegung  entspre- 
chende Peripherie -Geschwindigkeit  der  Schwungmassen  in  jeder  Secunde  um 
die  Grösse  0m,14  abnehmen. 

55.  HO. 
Bedingungen  der  fortschreitenden  Bewegung. 

Mittelst  des  in  §.  40  erklärten  Verfahrens  können  sämmtliche 
auf  einen  festen  Körper  wirkenden  Kräfte  unter  allen  Umständen 
ersetzt  werden  durch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende  resultirende 
Einzelkraft  R  und  ein  resultirendes  Kräftepaar  vom  Momente  2ft. 
Die  Bewegung,  welche  dem  anfangs  im  Ruhezustande  befindlichen 
Körper  durch  die  Kräfte  ertheilt  wird,  ist  im  Allgemeinen  eine 
fortschreitende  Bewegung  verbunden  mit  einer  gleichzeitigen 
Drohung  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt.  Erstere  kann  als 
Wirkung  der  Einzelkraft  2£,  letztere  als  Wirkung  des  Kräfte- 
paares 9ft  angesehen  werden  —  wie  am  Schlüsse  des  §.  105  be- 
reits erklärt  wurde. 

Soll  die  von  den  Kräften  hervorgebrachte  Bewegung  lediglich 
in  einer  fortschreitenden  Bewegung  bestehen,  so  muss  2Ä  gleich 
Null  sein,  in  welchem  Falle  die  Kraft  R  für  sich  allein  die  Mittel- 
kraft sämmtlicher  vorhandenen  Kräfte  bildet.  Bedingung  der 
fortschreitenden  Bewegung  ist  daher:  es  muss  die  Resultirende 
sämmtlicher  Kräfte  eine  Einzelkraft  sein,  deren  Richtungslinie 
durch  den  Schwerpunkt  hindurchgeht.  Mit  der  Richtung  dieser 
Mittelkraft  fällt  zugleich  die  Richtung  der  hervorgebrachten  be- 
schleunigten fortschreitenden  Bewegung  zusammen. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  können  z.  B.  die  Stabilitätsbe- 
digungen  für  einen  auf  horizontaler  Unterlage  in  Bewegung  ver- 
setzten Körper  auf  folgende  Weise  ermittelt  werden.  Wenn  dem 
ruhenden  Körper  durch  die  horizontale  Zugkraft  //  eine  fort- 
schreitende  —   d.   h.    nicht    mit    gleichzeitigem    Umkippen    ver- 
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bundene  —  Bewegung  längs  der  horizontalen  Unterlage  ertheilt 
werden  soll,  so  muss  die  Mittelkraft  R  von  den  vier  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräften:  N  (normaler  Gegendruck  der  Unter- 
lage), f  N  (Reibungswiderstand),  Mg  (Gewicht  des  Körpers)  und 
H  —  jedenfalls  in  die  Horizontale  des  Schwerpunktes  fallen 
(Fig.  444). 

Die  beiden  (in  derselben  Vertical- Ebene  wirkend  vorausge- 
setzten) Kräfte  H  und  Mg  können  ersetzt  werden  durch  ilire 
Mittelkraft  K\  ebenso  die  beiden  Kräfte  N  und  f  N  durch  ihre 
Mittelkraft  D.   Der  Winkel  a,  welchen  die  Kraft  K  mit  der  Ver- 

ticalen  einschliesst, 
Fig.  445. 


Fig.  444. 
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ist  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

568)    tg«  =  A. 

Die  Kraft  D  weicht 
um  den  Reibungs- 
winkel <p  von  der 
Verticalen  ab ;  für 
die  Lage  ihres  An- 
griffspunktes bilden 
die   Tunkte  A  und 


B  die  äussersten 
Grenzen,  bis  zu  welchen  derselbe  resp.  nach  rechts  oder  links 
sich  verschieben  kann. 

Die  Mittelkraft  R  ist  zugleich  die  Mittelkraft  der  beiden 
Kräfte  K  und  D\  es  muss  daher  der  Durchschnittspunkt  O,  in 
welchem  die  Horizontale  des  Schwerpunktes  von  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  K  geschnitten  wird,  zugleich  in  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  D  liegen  (Fig.  445).  Man  findet  also  den  An- 
griffspunkt C,  indem  man  von  O  aus  eine  gerade  Linie  zieht, 
welche  um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Verticalen  abweicht. 
Wenn  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende  Stützpunkt  C  nicht 
ausserhalb  der  beiden  Grenzpunkte  A  und  B  liegt,  so  wird  ein 
Umkippen  nicht  stattfinden. 

Die  beiden  Grenzfälle,  in  denen  der  Punkt  C  mit  einem  der 
beiden  Grenzpunkte  A  oder  B  selbst  zusammenfällt,  sind  in 
Fig.  446  und  Fig.  447  dargestellt.  Denkt  man  sich  in  einem 
dieser  beiden  Falk  die  in  dem  Punkte  E  angreifende  horizontale 
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Zugkraft  H  —  und  in  Folge  dessen  auch  den  Winkel  ot  —  noch 
etwas     vergrüssert,     so     findet     ein     Umkippen     statt    —    und 

zwar    bei    dem    in 
Fig.  44H.  Fig.  447.  Fig.  446  dargestell- 

ten Falle  ein  Um- 
kippen um  die  Kante 
A  (nach  rechts  her- 
über); bei  dem  in 
Fig.  447  dargestell- 
ten Falle  dagegen 
ein  Umkippen  um 
die  Kante  B  (nach 
links  herüber). 

Für  die  Beschleuni- 
gung der  fortschrei- 
tenden    Bewegung, 
welche    der  Körper    ausführt,   sobald    die   Stabilitätsbedingungen 
gegen  gleichzeitiges  Umkippen  erfüllt  sind,  erhält  man  nach  dem 
Gesetze  des  Schwerpunktes  die  Gleichung: 

Ji    _    H-  fN 
M    ~  M 


P  = 


welche  nach  Substitution  der  Werthe  N=Mg,    H=  Mg  tg  a, 
f  =  tg  <p  die  Form  annimmt : 

569)    p  =  g  (tg  a  —  tg  <p) 
und  zeigt,  dass  in  dem  hier  vorausgesetzten  Falle  des  wirklichen 
Eintretens  einer  fortschreitenden  Bewegung  der  Winkel  a  immer 
grösser  ist  als  der  Winkel  <p. 

Auf  gleiche  Weise  können  auch  die  Stabilitätsbedingungen  für  einen  auf 
beschleunigt  fortschreitender  Unterlage  befindlichen  Körper  ermittelt  werden. 
Wenn  q  die  Beschleunigung  ist,  mit  welcher  die  Unterlage  von  rechts  nach 
links  bewegt  wird,  so  geschieht  die  relative  Bewegung  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  fortschreitende  Unterlage,  wie  wenn  ausser  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  noch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende  von  links  nach  rechts  ge- 
richtete Horizontalkraft  H=Mq  auf  den  Körper  wirkte.  Es  ist  also  nur 
nöthig,  das  in  Fig.  445  angegebene  Constructionsverfahren  auf  den  speciellen 
Fall  anzuwenden,  in  welchem  die  Punkte  E  und  0  beide  mit  dem  Schwer- 
punkte S  zusammenfallen.  Man  findet  auf  diese  Weise,  dass  durch  einen  von 
rechts  nach  links  gerichteten  Horizontalstoss  gegen  die  Unterlage  —  wie  gross 
auch  immer  die  derselben  dadurch  erth eilte  Beschleunigung  sein  möge  —  nie- 
mals ein  Umsturz  des  auf  derselben  stehenden  Körpers  bewirkt  werden  kann: 
sobald  der  Winkel,  den  die  von  S  nach  A  gezogene  Linie  mit  der  Verticalen 
einschliesst,  nicht  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 


FÜNFTER  ABSCHNITT. 
Statik  elastischer  Körper. 


Capitel  II 

Widerstand  einer  prismatischen  Stange  gegen 
Verlängerung  und  Verkürzung. 

§.  in. 

Elasticitätswiderstände. 

In  den  vorigen  beiden  Abschnitten  wurden  die  (sogenannten) 
festen  Körper  vorläufig  als  absolut  feste  Körper  behandelt;  es 
wurde  angenommen:  dass  die  materiellen  Punkte  eines  solchen 
Körpers  durch  starre  Linien  mit  einander  verbunden  sind,  oder 
durch  anziehende  und  abstossende  Kräfte,  welche  den  äusseren 
Kräften  gegenüber  als  passive  Widerstände  sich  verhalten  und 
stets  in  solcher  Weise  ihre  Wirksamkeit  äussern,  wie  es  erforder- 
lich ist,  um  die  Abstände  der  materiellen  Punkte  vollkommen 
unverändert  zu  erhalten,  also  jede  Formänderung  des  Körpers 
gänzlich  zu  verhindern. 

Diese  Annahme  entspricht  —  wie  in  §.  36  schon  erwähnt 
wurde  —  auch  bei  den  festesten  Körpern  nur  annäherungsweise 
der  wirklichen  Beschaffenheit  jener  Verbindungen.  In  Wirklichkeit 
sind  die  materiellen  Punkte  eines  solchen  Körpers  nicht  zu  einem 
starren,  unveränderlichen,  sondern  zu  einem  elastischen  Systeme 
mit  einander  verbunden  —  durch  Kräfte,  welche  mit  den  Ab- 
ständen der  materiellen  Punkte  nach  bestimmten  Gesetzen  sich 
ändern.  Diese  Elasticitätskräfte  wirken  zwar  jeder  Formänderung 
des  Körpers  als  Widerstände  entgegen,  jedoch  in  einer  Weise,  welche 
nicht  ausreicht,  um  diese   Formänderung   ganz  zu  verhüten;   in- 
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sofern  sie  diejenige  Grösse,  welche  zur  Verhinderung  der  ent- 
stehenden Formänderung  erforderlich  gewesen  wäre,  allemal  erst 
dann  erreichen  können,  wenn  eine  gewisse  Formänderung  bereits 
wirklich  eingetreten  ist. 

Wenn  an  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Stange  zwei  gleich  grosse 
entgegengesetzte  Zugkräfte  wirken,  so  tritt  unter  allen  Umständen  eine  Ver- 
längerung der  Stange  ein  —  wie  gross  auch  immer  die  Festigkeit  des  Mate- 
rials, und  wie  klein  auch  immer  die  Intensität  jener  äusseren  Zugkräfte  sein 
möge.  Die  Elasticitätswiderstände  der  Stange  wirken  zwar  dieser  Verlängerung 
entgegen,  erreichen  aber  erst  bei  einer  bestimmten  Grösse  der  Verlängerung 
diejenige  Grösse,  welche  erforderlich  gewesen  wäre,  um  von  vornherein 
die  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  aufzuheben  und  die  Verlängerung  im  Ent- 
stehen schon  zu  verhindern. 

Die  Form  eines  von  äusseren  Kräften  im  Gleichgewicht  ge- 
haltenen Körpers  weicht  unter  allen  Umständen  von  seiner 
ursprünglichen  Form  ab.  Zur  vollständigen  Lösung  der  im  dritten 
Abschnitte  behandelten  Aufgabe,  betreffend  die  Gleichgewichts- 
zustände fester  Körper,  ist  daher  noch  erforderlich,  die  jenen 
Gleichgewichtszuständen  entsprechenden,  von  den  äusseren  Kräften 
hervorgebrachten  Form-Abweichungen  zu  bestimmen,  und  die  Be- 
dingungen zu  finden,  unter  welchen  die  Widerstandsfähigkeit  des 
Körpers  ausreicht,  um  den  Gleichgewichtszustand  zwischen 
inneren  und  äusseren  Kräften  überhaupt  möglich  zu  machen. 

Die  Gesetze,  nach  welchen  bei  den  verschiedenen  Arten  von 
elastischen  Körpern  die  Elasticitätswiderstände  mit  den  Abständen 
der  materiellen  Punkte  oder  mit  den  Formen  der  Körper  sich 
ändern,  müssen  zu  diesem  Zwecke  durch  Versuche  zuvor  ermittelt 
werden.  Im  Uebrigen  behalten  die  im  dritten  Abschnitte  ge- 
fundenen allgemeinen  Gesetze  der  Statik  auch  für  den  elasti- 
schen Körper  ihre  Gültigkeit.  Denn  der  Gleichgewichtszustand 
eines  von  äusseren  Kräften  in  verbogener  oder  verzerrter 
Form  erhaltenen  elastischen  Körpers  würde  keine  Störung  er- 
leiden, wenn  mit  Beibehaltung  dieser  Form  -  Abweichung  der 
elastische  Körper  in  einen  absolut  festen  Körper  verwandelt 
würde.  Es  müssen  daher  für  die  äusseren  Kräfte,  welche  den 
elastischen  Körper  in  diesem  Gleichgewichtszustande  erhalten, 
dieselben  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  gelten,  welche 
bei  einem  absolut  festen  Körper  gleicher  Form  anzuwenden 
wären.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  inneren  Kräften  oder  den 
Elasticitätswiderständen.  Denkt  man  sich  den  Körper  durch 
einen  beliebigen    Schnitt    in    zwei    Theile    zerlegt    und    an    den 
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Schnittstellen  äussere  Kräfte  angebracht,  welche  an  jedem  der 
beiden  Theile  den  früheren  Gleichgewichtszustand  genau  wieder 
herstellen  —  diejenigen  Kräfte  also,  welche  vorher  als  innere 
Kräfte  thätig  waren  —  so  gilt  nunmehr  von  jedem  der  beiden 
Theile,  was  vorher  vom  Ganzen  galt,  und  durch  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  können  die  an  jeder  beliebigen  Stelle  des 
elastischen  Körpers  wirkenden  inneren  Kräfte  ebenfalls  der  früheren 
Untersuchungsweise  zugänglich  gemacht  werden.  Die  Kenntniss 
der  Elasticitätsgesetze  reicht  daher  aus,  um  die  Statik  elastischer 
Körper  zurückführen  zu  können  auf  die  schon  bekannte  Lehre 
vom  Gleichgewicht  absolut  fester  Körper. 

§.  112. 
Elasticitätsmodulus. 

Einer  von  den  Fundamental -Versuchen  der  Elasticitätslehre 
besteht  darin:  dass  man  eine  am  oberen  Endpunkte  aufgehängte 
geradlinige  prismatische  Stange  mit  unten  angehängten  Gewichten 
belastet  und  die  Verlängerungen  beobachtet,  welche  der  Stange 
von  den  verschiedenen  Belastungen  ertheilt  werden.  Derartige 
Versuche  führen  zu  folgenden  Resultaten: 

1)  Solange  die  Spannung  der  Stange  eine  gewisse  Grenze 
—  die  sogenannte  Elasticitätsgrenze  (§.  113)  —  nicht  über- 
schreitet, wächst  die  Verlängerung  proportional  dem  verlängernden 
Gewichte,  und  nimmt  die  Stange  beim  Wegnehmen  der  Belastung 
ihre  ursprüngliche  Länge  wieder  an.  Da  Spannungen,  welche 
diese  Grenze  überschreiten ,  in  practisch  ausgeführten  Bau-  oder 
Maschinen-Coii8tructionen  nicht  vorkommen  dürfen,  so  ist  es  zu- 
lässig, bei  der  Berechnung  solcher  Constructionen  dieses  Gesetz 
der  Proportionalität  zwischen  Spannungen  und  Verlängerungen 
(Elasticitätsgesetz)  als  allgemein  gültig  anzunehmen. 

2)  Die  Verlängerung  der  Stange  ist  proportional  ihrer  ur- 
sprünglichen Länge.  Die  Spannung  —  und  in  Folge  dessen  auch 
die  Verlängerung  —  vertheilt  sich  gleichförmig  über  die  ganze 
Länge  der  Stange.  Die  Verlängerungen  der  einzelnen  Theile 
verhalten  sich  wie  ihre  ursprünglichen  Längen.  Das  Ver- 
längerungsverhältniss,  oder  der  Quotient  „ Verlängerung  dividirt 
durch  ursprüngliche  Länge"  hat  daher  für  jeden  einzelnen  Theil 
dieselbe  Grösse  wie  fiir  die  ganze  Länge  und  ist  unabhängig  von 
der  Länge  der  Stange. 
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3)  Die  Verlängerung  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quer- 
schnitte der  Stange.  Auch  über  die  Querschnittsfläche  der  Stange 
vertheilt  sich  die  Spannung  gleichförmig.  Eine  Stange  vom 
n-fachen  Querschnitte  kann  angesehen  werden  als  zusammen- 
gesetzt aus  n  Stangen  vom  einfachen  Querschnitte,  deren  jede  den 
Ti-ten  Theil  des  angehäugten  Gewichtes  trägt,  folglich  auch  nur 
den  n-ten  Theil  derjenigen  Verlängerung  erleidet,  welche  das  ganze 
Gewicht  an  der  einfachen  Stange  hervorbringen  würde. 

4)  Die  Verlängerung  hängt  ausserdem  noch  ab  von  der 
Art  des  Materials,  aus  welchem  die  Stange  besteht.  Gleichge- 
formten Stangen  verschiedenen  Materials  werden  durch  gleiche 
Belastungen  ungleiche  Verlängerungen  ertheilt.  Um  dieses  un- 
gleiche Verhalten  der  verschiedenen  Arten  von  festen  Körpern 
durch  Zahlenwerthe  zu  characterisireu ,  hat  man  den  Begriff  des 
Elasticitätsmodulus  eingeführt.  Wenn  man  das  von  der  Gewichts- 
einheit an  einer  Stange  vom  Querschnitte  gleich  der  Flächen- 
einheit hervorgebrachte  Verlängerungs  -  Verhältniss  ausdrückt 
durch  einen  Bruch  vom  Zähler  Eins,  so  ist  der  Nenner  dieses 
Bruches  der  Elasticitätsmodulus. 

Der  Elasticitätsmodulus  ist  der  reeiproke  Werth  des  vom 
Gewichte  „Eins"  an  einer  Stange  vom  Querschnitte  „Eins"  her- 
vorgebrachten Verlängerungs- Verhältnisses. 

Der  numerische  Werth  des  Elasticitätsmodulus  hängt  natürlich  ab  von 
der  Wahl  der  Flächeneinheit  und  der  Gewichtseinheit. 

Eine  schmiedeisernc  Stange  von  1  Quadratmillimeter  Querschnitt,  be- 
lastet mit  einem  Gewichte  von  1  Kilogramm,  verlängert  sich  um  ioioo  ihrer 
ursprünglichen  Länge.  Der  Elasticitätsmodulus  für  Schmiedeisen  ist  daher 
gleich  20000  zu  setzen,  wenn  der  Millimeter  als  Längeneinheit,  und  das  Kilo- 
gramm als  Gewichtseinheit  angenommen  wird. 

(Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  (hannov.)  Quadratzoll  Querschnitt,  belastet 
mit  einem  Gewichte  von  1  Pfund,  verlängert  sich  um  noo\>ooo  ihrer  ursprüng- 
lichen Länge.  Der  Elasticitätsmodulus  für  Schmiedeisen  würde  also  gleich 
24000000  zu  setzen  sein,  wenn  der  Zoll  —  statt  des  Millimeters  —  als  Längen- 
einheit, und  zugleich  das  Pfund  —  statt  des  Kilogrammes  —  als  Gewichts- 
einheit gewählt  wurde.) 

Wenn  der  Elasticitätsmodulus  des  Materials  mit  E  bezeichnet 
wird  (für  den  Millimeter  als  Längeneinheit  und  das  Kilogramm 

als  Gewichtseinheit),  so  ist  ^-    das    Verlängerungs  -  Verhältniss, 

welches    1  Kil.   Belastung  an   einer  Stange  von   1  Quadratmilli- 
meter Querschnitt  hervorbringt.     Nach  dem  Gesetze  der  Propor- 


Elasticitätsmodulus.  469 

tionalität  zwischen  Spannung  und  Verlängerung  ist  das  Ver- 
längerungs  -  Verhältniss  8 ,  welches  eine  Belastung  von  S  Kilo- 
grammen jener  Stange  ertheilt,  Smal  so  gross,  also: 

570)    8  =  5.-^-. 

Nach  dieser  Gleichung  lässt  sich  auch  für  eine  beliebig  ge- 
gebene Stange  desselben  Materials,  von  F  Quadratmillimetern 
Querschnitt  und  l  Millimetern  Länge,  die  Verlängerung  X  be- 
rechnen, welche  durch  eine  beliebig  gegebene  Belastung  von 
Q  Kilogrammen  hervorgebracht  wird.  Wenn  man  diese  Stange 
als  ein  Bündel  von  F  einzelnen  Stangen  von  je  1  Quadratmilli- 
meter Querschnitt  ansieht,  und  mit  S  den  Gewichtsantheil  be- 
zeichnet, welchen  jede  einzelne  dieser  Stangen  zu  tragen  hat,  oder 
die  Spannung  pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts,  so  ist: 

571)  5  =  -§r 

zu  setzen;  wenn  ferner  das  der  Verlängerung  X  entsprechende 
Verlängerungs- Verhältniss  mit  8  bezeichnet  wird,  so  ist 

572)  8  =  -^-. 

Nach  Substitution  der  für  S  und  8  gefundenen  Werthe 
nimmt  Gleichung  570)  die  Form  an: 

573)  |  =  ^-4    oder   k  =  m- 

Eine  2000mm  lange  schmiedeiserne  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Recht- 
eck von  10mm  Breite  und  40mm  Länge  bildet,  erhält  durch  eine  Belastung 
von  3000  KiJ.  die  Verlängerung: 

x  =  iSraööö  =  °'75  MiUimeter- 

Setzt  man  «F  =  1  und  X  =  l,  so  erhält  man  aus  Gleichung  573)  E  =  Q\ 
d.  h.  der  Elasticitätsmodulus  kann  auch  definirt  werden  als  dasjenige  Gewicht, 
welches  die  Länge  einer  Stange  vom  Querschnitt  Eins  verdoppeln  würde  '*— 
falls  die  bei  solcher  Belastung  eintretende  Spannung  die  Elasticitätsgrenze 
nicht  überschritte. 

Wenn  man  (den  im  Eingange  dieses  Paragraphen  beschrie- 
benen Versuch  umkehrend)  die  Stange  am  unteren  —  statt  am 
oberen  —  Ende  befestigt  und  das  Gewicht  am  oberen  —  statt 
am  unteren  —  Ende  auf  die  Stange  wirken  lässt,  so  bringt  das- 
selbe eine  Druckspannung  und  in  Folge  dessen  eine  Verkürzung 
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der  Stange  hervor.  Es  zeigt  sich  bei  diesen  letzteren  Versuchen, 
dass  für  die  Bestimmung  der  hervorgebrachten  Verkürzungen 
genau  dieselben  Gesetze  und  Gleichungen  gelten,  nach  welchen 
im  vorigen  Falle  die  hervorgebrachten  Verlängerungen  zu  be- 
rechnen waren,  und  dass  bei  allen  Körpern  der  Elasticitäts- 
modulus  für  Druckspannung  mit  dem  Elasticitätsmodulus  für 
Zugspannung  gleiche  Grösse  hat.  Da  Verkürzungen  als  negative 
Verlängerungen,  und  Druckspannungen  als  negative  Zugspannungen 
betrachtet  werden  können,  so  folgt  hieraus,  dass  die  allgemeine 
Gleichung  573)  auch  für  negative  Werthe  von  Q  noch  ihre  Gültig- 
keit behält.  Der  Spannung  -f-  Q  entspricht  die  Verlängerung 
-f-  X,  und  der  Spannung  —  Q  die  Verlängerung  —  \. 

§.  113. 

Elasticitatsgrenzen  und  Festigkeitscoefficienten. 

Wenn  bei  dem  im  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Versuche  die  Belastung  der  Stange  über  eine  gewisse 
Grenze  hinaus  gesteigert  wird,  so  entsteht  eine  Verlängerung, 
welche  beim  Aufhören  der  Spannung  nur  theilweise  wieder  ver- 
schwindet. Bei  noch  weiter  fortgesetzter  Steigerung  der  Be- 
lastung erreicht  die  Spannung  schliesslich  einen  zweiten  Grenz- 
werth,  bei  welchem  die  Widerstandsfähigkeit  des  Materials  ganz 
aufhört,  und  ein  Zerreissen  der  Stange  eintritt. 

Diejenige  Grenze  S,  bis  zu  welcher  die  Belastung  einer 
Stange  vom  Querschnitt  Eins  höchstens  gesteigert  werden  kann, 
ohne  eine  bleibende  Verlängerung  hervorzubringen,  wird  die 
Ela8tioitätsgrenze  des  betreffenden  Materials  genannt. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  erwähnt  wurde,  fallt 
diese  Grenze  zugleich  mit  derjenigen  Grenze  zusammen,  bis  zu 
welcher  das  (in  Gleichung  573  enthaltene)  Elasticitätsgesetz  noch 
als  gültig  betrachtet  werden  darf. 

Diejenige  Grösse  p,  bis  zu  welcher  die  Belastung  einer 
Stange  vom  Querschnitt  Eins  höchstens  gesteigert  werden  kann, 
ohne  ein  sofortiges  Zerreissen  zu  bewirken,  wird  der  Festigkeit»- 
coefficient  des  betreffenden  Materials  genannt. 

Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  Quadratmillimeter  Querschnitt  erleidet 
eine  bleibende  Verlängerung,  wenn  ihre  Belastung  die  Grösse  von  15  Kil. 
überschreitet,  und  zerreisst  bei  einer  Belastung  von  40  Kil.  Für  Schmied- 
eisen ist  daher  die  Elasticitätsgrenze  gleich  15  Kil.,  und  der  Festigkeits- 
coefficient  gleich  40  Kil.  zu  setzen. 


Elasticitätsgrenzen  und  Festigkeitscoefficienten.  471 

Wenn  die  Elasticitätsgrenze  S  und  der  Festigkeitscoefficient 
fx  des  Materials  aus  Versuchen  bekannt  sind,  so  findet  man  das- 
jenige Gewicht  P,  mit  welchem  eine  aus  diesem  Material  bestehende 
Stange  von  F  Quadratmillimetern  Querschnitt  höchstens  belastet 
werden  darf,  wenn  keine  bleibende  Verlängerung  hervorgebracht 
werden  soll,  aus  der  Gleichung: 

574)  P=  S.F, 

und    dasjenige    Gewicht    Q,    welches    gerade    ausreichen   würde, 
um  ein  sofortiges  Zerreissen  der  Stange  zu  bewirken,  aus  der 

Gleichung : 

575)  Q  =  n  .  F. 

Der  in  Gleichung  574)  angegebene  Werth  bezeichnet  zugleich 
den  äuseersten  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  bei  practisch  ausge- 
führten Constructionen  die  Belastung  jener  Stange  gesteigert 
werden  kann,  ohne  die  Sicherheit  der  Construction  zu  gefährden. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  gewählte  schmiedeiserne  Stange 
von  400  QuadratmUlimetern  Querschnitt  würde  höchstens  mit  dem  Gewichte 
P  =  15 .  400  =  6000  Kil.  heiastet  werden  dürfen ,  wenn  die  Elasticitätsgrenze 
nicht  überschritten  werden  soll.  Das  zum  sofortigen  Zerreissen  dieser  Stange 
erforderliche  Gewicht  hat  die  Grösse  Q  =  40 .  400  =  16000  Kil.  Zur  Berech- 
nung der  hervorgebrachten  Verlängerung  würde  die  allgemeine  Gleichung  573) 
nur  solange  benutzt  werden  dürfen,  als  die  Belastung  die  Grösse  von  6000  Kil. 
nicht  überschreitet 

Da  es  bei  practisch  auszuführenden  Constructionen  in  der 
Regel  nicht  möglich  ist,  im  Voraus  alle  Umstände  gehörig  zu 
übersehen,  welche  auf  eine  Vergrösserung  der  Spannungen  in  den 
einzelnen  Constructionstheilen  (oder  auf  eine  Verminderung  ihrer 
Widerstandsfähigkeit)  demnächst  hinwirken  können,  so  pflegt  man 
statt  der  Grösse  S  einen  kleineren  Werth  —  je  nach  dem  Grade 

der  verlangten  Sicherheit  nur  die  Grösse  -~-    oder    -«-,    -j-  .  .  . 

—  als  practisch  zulässige  Spannung  pro  Quadratmillimeter  der 
Querschnittsfläche  anzunehmen. 

So  z.  B.  wird  für  Schmiedeisen  statt  15  Kil.  in  der  Regel  nur  eine 
Spannung  von  6  bis  8  Kil.  pro  Quadratmillimeter  als  zulassig  betrachtet.  Die 
oben  als  Beispiel  gewählte  Stange  von  400  □nmi  Querschnitt  würde  daher  bei 
practisch  auszuführenden  Constructionen  nur  für  eine  Belastung  von  2400  bis 
3200  Kil.  als  hinreichend  stark  anzusehen  sein,  obwohl  dieselbe  schlimmsten 
Falls  noch  eine  Belastung  von  6000  Kil.  mit  Sicherheit  zu  tragen  im  Stande 
wäre,  und  erst  bei  einer  Belastung  von  16000  Kil.  sofort  zerreissen  würde. 
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Auf  ähnliche  Wff'AM  ist  zu  verfahren  bei  der  Berechnung  der 
Tragfähigkeit  einer  Stange,  welche  einer  in  ihrer  Längenrichiong 
wirkenden  Druckkraft  --  statt  einer  Zugkraft  —  ausgesetzt  ist. 
!>ie  in  analoger  Weise  zu  definirenden  Elasticitätsgrenzen  und 
FeHtigkeiUcoefticientcri  für  Druckspannungen  sind  durch  besondere 
Vernuehe  zu  ermitteln,  und  statt  derjenigen  Spannung,  welche 
der  KlitMticiüttHgrenze  entspricht,  ist  alsdann  —  wie  beim  vorigen 
Fülle  ein  nach  den  Umständen  zu  wählender  Bruchtheil  der- 
selben  als  praktisch  zulässige  Druckspannung  anzunehmen. 

Hei  langen  dünnen  Stangen,  welche  durch  Druckkräfte  in 
ihrer  iJingcnrichtung  zusammengedrückt  werden,  ist  jedoch  ausser- 
dem noch  die  Möglichkeit  einer  gleichzeitig  erfolgenden  seitlichen 
Aushiegung  ins  Auge  zu  fassen,  und  aus  diesem  Grunde  für  die 
practisch  zulässige  Druckspannung  im  Allgemeinen  ein  kleinerer 
Worth  anzunehmen,  als  bei  kurzen  dicken  Stangen.  Speciellere 
Hegeln  für  die  Berechnung  der  Widerstandsfähigkeit  langer 
dünner  Stangen  gegen  Druckkräfte  ergeben  sich  aus  der  später 
folgenden  „Theorie  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken." 

Allgemeine  Hegeln  für  die  Bestimmung  der  bei  practisch 
auszuführenden  Constructionen  als  zulässig  anzunehmenden  Zug- 
oder Druck -Spannung  lassen  sich  nicht  angeben.  Je  nach  der 
Qualität  der  verwendeten  Material -Sorte,  und  je  nach  dem 
(Iriule  der  Möglichkeit,  alle  Umstände,  welche  die  Sicherheit  der 
(•oustruetion  gefährden  können,  entweder  ganz  aus/uschliessen, 
oder  wenigstens  der  Berechnung  zu  unterziehen,  wird  eine  grössere 
oder  kleinere  Spannung  als  practisch  zulässig  anzunehmen 
sein.  Don  oberen  (ireuzwerth  dieser  zulässigen  Spannung  bildet 
unter  allen  Umständen  die  Elasticitätsgrenze  des  verwendeten 
Materials. 

Da  für  den  Klasticitätsmodulus,  die  Elasticitätsgrenze  und 
dou  FostigkoitscoofhYienten  auch  bei  den  verschiedenen  Sorten 
eines  und  desselben  Materials  sehr  verschiedene  Werthe  sich  er- 
geben» so  ist  es  nicht  möglich,  bestimmte  ein  für  alle  Male 
gültige  Zahlonwortho  dieser  Grössen  für  jeden  einzelnen  Körper 
aiuugoboiu  Im  die  genaueren  Werthe  zu  ermitteln,  hat  man 
für  jeden  spociellen  Fall  mit  der  zu  verwendenden  Material- 
Sorte  speoielle  Versuche  anzustellen.  Die  in  nachfolgender 
Tabelle  (für  das  Kilogramm  als  Gewichtseinheit  und  den  Milli- 
meter als  LängeiieuiheiO  xusaimuengestellten  Zahlenwerthe,  von 
doueu  die  in  Klammem  eingeschlossenen  auf  Druckspannung  sich 
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beziehen,  sind  daher  nur  als  ungefähre  Mittelwerthe  anzusehen, 
welche  bei  vorläufigen  allgemeineren  Untersuchungen  solange  be- 
nutzt werden  können,  bis  eine  genauere  Kenntniss  der  verwendeten 
Material-Sorte  gestattet,  die  in  den  speciellen  Fällen  etwa  noch 
erforderlichen  Correctionen  zu  bestimmen. 


Elasticitats- 
modulus. 


Gusseisen 

Schmiedeisen  .  .  . 
Eiseudraht    .  .  .  . 

Stahl 

Gussstahl 

Kupfer.  ...... 

Kupferdraht.  .  .  . 

Zink 

Zinn 

Messing 

Messingdraht  .  .  . 

Bronze 

Blei 

Aluminium   .  .  .  . 

Silber 

Gold 

Platin  ........ 

Glas 

Holz 

Hanfseil 

Lederriemen    .  .  . 

Stein 

Ziegelstein    .  .  .  . 
Mörtel 


10000 

20000 

20000 

20000 

30000 

10000 

10000 

9500 

3500 

6500 

10000 

6000 

600 

6750 

7300 

8000 

16000 

7000 

1000 

700 


Spannung  an 

der  Elasticitats- 

grenze. 


7,5 
15 
30 
25 
65 

3 
12 


5 

13 

3 

1 

11 
13 
27 


[15] 
[15] 


[1,8] 


Festigkeite- 
coefflcient. 


12 

40 

70 

80 
100 

25 

«40 

4 

3 

12 

35 

25 

1,5 
20 
29 
27 
34 

3 

8 

5 

2,5 

[5] 
[0,6] 

[0,4] 


[70] 
[30] 


[50] 


[5] 
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Capilel  IE 

Widerstand  gegen  Biegung. 

§.  H4. 

Spannungen  im  gebogenen  Balken. 

Wenn  man  das  eine  Ende  eines  prismatischen  Balkens 
horizontaler  Lage  einspannt,  und  das  andere  freie  Ende  dessell 
mit  einem  Gewichte  belastet,  so  wird  durch  diese  Belastung  e 
Biegung  des  Balkens  hervorgebracht;  der  vorher  geradlin 
Balken  nimmt  eine  krummlinige  Form  an,  deren  convexe  Sc 
nach  oben  gerichtet  ist  (Fig.  448).     Betrachtet  man  den  Ball 

als    ein    Bündel    von    para 
r  ig.  448.  neben  einander  liegenden,  in  i 

verschiebbarer  Lage  an  einam 
befestigten  Fasern,  so  findet  m 
dass  beim  Eintreten  die 
Biegung  die  oben  liegenden  1 
sern  sich  verlängern,  die  un 
liegenden  sich  verkürzen  müsc 
Zwischen  der  obersten  i 
untersten  Fasernschicht  muss  irgendwo  eine  mittlere  Fase 
schiebt    sich    befinden,    welche    weder    eine    Verlängerung    n 

eine  Verkürzung  erleidet;  di 
Fig.  449.  mittlere    Fasern  -  Schicht    2 

(Fig.   449)    wird    die    neuti 
Faser  genannt,  • 

Die  Verlängerungen  der  c 
ren  und  die  Verkürzungen 
unteren  Fasern  sind  um 
grösser,  je  weiter  die  Fasern 
der  neutralen  Faser  entfi 
liegen.  Man  darf  annehmen,  < 
die  einzelnen  Querschnitts -Ebenen  des  Balkens,  welche  vor  < 
Eintreten  der  Biegung  rechtwinkelig  zur  geradlinigen  Achse 
Balkens  standen,  annäherungweise  auch  nach  eingetretener  Bieg 
noch  ihre  ebene  Form  und  ihre  rechtwinkelige  Lage  zu  der  1 
mehr  gekrümmten  Achsenlinie  des  Balkens  überall  beibehal 
Die  beiden  sehr  nahe  bei  einander  liegenden  Querschnitts-Eb< 


m 


K 
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Fig.  450. 


AI  und  Ni  welche  vorher  einander  parallel  waren,  nehmen  beim 
Eintreten  der  Biegung  die  gegen  einander  convergirenden  Lagen 
CD  und  EF  an  (Fig.  450).  Die  zwischen  diesen  beiden  Quer- 
schnitts-Ebenen liegenden  Fasern- 
Abschnitte  hatten  vor  dem  Ein- 
treten der  Biegung  sämmtlich  die 
gleiche  Länge  MN.  Die  Längen- 
änderungen, welche  diesen  Fasern- 
Abschnitten  durch  die  Biegung 
ertheilt  werden,  kann  man  finden, 
indem  man  jene  ursprüngliche 
Länge  MN  von  der  einen  Ebene 
EF  aus  auf  den  Fasernrichtungen 
abträgt,  oder  indem  man  durch 
den  Punkt  M  eine  Ebene  GH 
legt,  welche  der  Ebene  EF  pa- 
rallel ist.  Die  zwischen  den  bei- 
den Ebenen  CD  und  GH  liegen- 
den Theile  stellen  die  Längen- 
änderungen der  einzelnen  Fasern- 


O' 


Abschnitte  dar.    Nach  Fig.  450  ist: 

PQ  u 


GC 


w 


Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,  dass  die  Längen- 
änderungen der  einzelnen  Fasern -Abschnitte  sich  verhalten  wie 
ihre  Abstände  von  der  neutralen  Faser,  und  da  nach  dem  Elasti- 
citätsgesetze  die  Spannung  der  Längenänderung  proportional  ist, 
so  verhalten  sich  auch  die  Spannungen  der  einzelnen  Fasern- 
Abschnitte  wie  ihre  Ab- 
Fig.  451.  Fig.  452.  stände   von    der   neu- 

E      c  tralen  Faser. 

Wenn  also  mit  * 
die  Spannung  (pro 
jV  Quadratmillimeter  des 
Querschnitts)  für  die 
im  Abstände  u  von 
der  Neutralen  befind- 
liche Faser  LQ  bezeichnet  wird  (Fig.  451),  und  mit  S  die 
Spannung   (pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts)  für  die  im 
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Abstände  w  befindliche  Faser  EC,  so  ist: 


8 


576)    -g-  = 


u 
w 


oder    s  =  S 


u 
w 


Um  die  totale  Spannung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen, 
hat  man  die  pro  Quadratmillimeter  ihrer  Querschnittsfläche  ge- 
fundene Spannung  zu  multipliciren  mit  der  Anzahl  der  Quadrat- 
millimeter, welche  ihre  Querschnittsfläche  euthält.  Denkt  man 
sich  die  ganze  Querschnittsfläche  des  Balkens  zerlegt  in  unend- 
lich schmale  parallel  zur  neutralen  Faserschicht  liegende  Streifen, 
und  sieht  man  den  Flächeninhalt  /  des  in  der  Entfernung  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Streifens  als  Querschnitts  -  Fläche 
jener  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  NN  liegenden  Fasern- 
schicht an  (Fig.  452),  so  erhält  man  für  die  totale  Spannung 
derselben  die  Grösse: 


u 


577)    8.f=S^.f. 

Diese  Spannung  ist  als  eine  Zug-Spannung  (positive  Spannung) 
anzusehen,  wenn  die  betreffende  Faser  oberhalb  der  Neutralen 
liegt,  d.  h.  wenn  u  positiv  ist;  als  eine  Druck  -  Spannung 
(negative  Spannung)  dagegen,  wenn  dieselbe  unterhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  negativ  ist.  Der  obige  Ausdruck  kann 
daher  (für  positive  sowohl  als  für  negative  Werthe  von  u)  als 
allgemein  gültiger  Ausdruck  für  die  Spannung  irgend  einer  im 
Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  betrachtet 
wferdeu. 


Fig.  453. 


V 


x 


w 


B 


Wenn  man  sich  durch  eine 
an  der  Stelle  N  hindurchgelegte 
Querschnittsebene  den  Balken  in 
zwei  Theile  zerschnitten  denkt, 
und  untersucht,  welche  Kräfte 
zur  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewichtszustandes für  das  Stück 
BN  an  der  Schnittfläche  des- 
selben angebracht  werden  müss- 
ten,  so  findet  man:  dass  zu- 
nächst an  der  Schnittstelle  jeder 
einzelnen  Faser  eine  in  die  Län- 
genrichtung derselben  fallende 
Kraft  anzubringen  ist  von  gleicher  Grösse  mit  der  Spannung, 
welche  vorher  in  der  Faser  an  dieser  Stelle  vorhanden  war  (Fig.  453). 


— » 
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Diese  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern  können,  wenn 
die  Biegung  —  wie  vorausgesetzt  werden  soll  —  eine  sehr  ge- 
ringe ist,  als  Horizontalkräfte  angesehen  werden.  Ausserdem  ist 
an  der  Schnittfläche  nocli  eine  vertical  aufwärts  wirkende  Kraft 
V  anzubringen,  da  jene  Horizontalkräfte  für  sich  allein  nicht 
ausreichen  würden,  um  der  vertical  abwärts  wirkenden  Kraft  K 
das  Gleichgewicht  zu  halten.  Diese  Kraft  V  darf  —  bei  der 
vorausgesetzten  geringen  Abweichung  der  Schnittfläche  von  der 
Verticalebene  —  als  eine  längs  der  Trennungsfläche  aufwärts 
wirkende  Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche  einer  Ver- 
schiebung des  Stückes  BN  längs  jener  Fläche  entgegenwirkt, 
und  wird  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  genannt.  Da  die 
Kräfte  V  und  K  die  einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  das 
Stück  B  N  wirken ,  so  ist  nach  den  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen: 

578)     V  =  K. 

In  der  Querschnittsfläche  ist  also  ausser  den  Spannungs- 
widerständen der  horizontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen 
Abscheerung  thätig  von  gleicher  Grösse  mit  derjenigen  Kraft  (IT), 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Ver- 
schiebung längs  der  Querschnittsfläche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontalkräfte ,  welche  auf  das  Stück  B  N 
wirken,  sind  die  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern. 
Oberhalb  der  Neutralen  wirken  diese  Kräfte  von  rechts  nach 
links,  unterhalb  derselben  von  links  nach  rechts.  Die  alge- 
braische Summe  dieser  Horizontalkräfte  muss  gleich  Null  sein. 
Nach  Gleichung  577)  ist  also: 

579)     2(£u/)  =  0. 

S 
Wenn  man  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor  aller 

unter   dem   Summationszeichen   vereinigten   Glieder  fortlässt,   so 
erhält  man  die  Gleichung: 

580)    l(fu)  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Momenten-Summe  sämmtlicher 
Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche  (Fig.  452)  in  Bezug  auf 
den  in  der  neutralen  Fasernschicht  liegenden  Horizontal -Durch- 
messer NN,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich 
Null  ist.     Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  kann  statt  dieser 
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Momenten-Summe  auch  das  Product  aus  der  ganzen  Querschnitts- 
fläche in  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  jener  Achse  ge- 
setzt werden,  und  da  dieses  Product  gleich  Null  ist,  so  folgt 
hieraus,  dass  der  Schwerpunkt  der  Querschnittsfläche  in  der  neu- 
tralen Achse  NN  selbst  liegt.  Durch  Gleichung  579)  wird  also 
die  Lage  der  neutralen  Achse  bestimmt;  diese  Gleichung  drückt 
aus:  dass  die  neutrale  Fasernschicht  diejenige  ist,  welche  durch 
die  Schwerpunkte  sämmtlicher  Querschnittsflächen  hindurchgeht. 
Die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  erfordern  ausser- 
dem noch:  dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  das  Stück  BN  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Achse  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  453  recht- 
winkelig zur  Bildfläche  stellende  neutrale  Achse  N  gleich  Null 
ist.  Es  muss  also  das  statische  Moment  der  Kraft  AT,  welche 
für  sich  allein  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  Drehung 
hervorbringen  würde,  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente 
aller  Spannungswiderstände  sein,  deren  jeder  für  sich  allein  eine 
von  rechts  nach  links  gerichtete  Drehung  um  die  Achse  hervor- 
bringen würde.  Das  statische  Moment  des  Spannungswiderstandes 
der   im   Abstände  u  von   der   Neutralen    befindlichen    Faser  ist 

gleich  ~  .  « ;   folglich  ist : 

Suf      ^ 


581)    2  (£££.«)  =  K.x, 


oder  in  Worten  ausgedrückt :  das  Widerstandsmoment  der  Fasern- 
Spannungen  ist  gleich  dem  Momente  der  biegenden  Kraft. 

Die  Grösse  —  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  auch  vor  das  Summa- 
tionszeichen  gesetzt  werden,  also  ist: 

582)     —l(fu>)  =  Kx. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  l(fu2)  die  Summe  aller  Pro- 
duete  aus  den  einzelnen  Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  neutralen  Achse,  oder 
das  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  in  Bezug  auf  den 
horizontalen  Schwerpunktsdurchmesser  derselben.  Wenn  man 
dieses  Trägheitsmoment  mit  %  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  einfachere  Form  an: 
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583)  —X  =  Kx. 
w 

Für  den   Fall,   dass  ausser  der  Kraft  K  noch  andere  Ver- 

ticalkräfte   auf  das  Stück  B  N  wirken ,  würde  man  statt  Kx  die 

Summe   der   statischen   Momente   aller   dieser    biegenden   Kräfte 

zu   setzen   haben.      Wenn   man   also  allgemein   mit  3K  die  Mo- 

menten-Summe  der  biegenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  neutrale 

Achse    des    Querschnitts    bezeichnet,    so   kann   man   der   obigen 

Gleichung  die  noch  einfachere  und  allgemeinere  Form  geben: 

584)  —%  =  SBl. 
w 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  Querschnitts)  für  die  im  Abstände  w  von  der 
Neutralen  befindliche  Faser,  also  —  wenn  man,  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll,  unter  w  die  Entfernung  der  am  weitesten 
von  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  versteht  —  zugleich 
die  stärkste  Spannung  (pro  Dmm),  welche  in  der  ganzen  Quer- 
schnittsfläche vorkommt.  Die  obige  Gleichung  kann  daher  in 
der  Form: 

585)  s  =  J  m 

benutzt  werden,  um  die  Spannung  der  am  stärksten  gespannten 
Faser  zu  berechnen,  sobald  die  drei  Grössen  w,  I  und  2Ä  ge- 
geben sind.  Diese  Spannung  ist  eine  Zugspannung,  wenn  die 
Grössen  w  und  ÜR  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind,  eine 
Druckspannung  dagegen,  wenn  von  den  beiden  Grössen  w  und  SM 
die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

§.  Ho. 
Trägheitsmomente  der  Quersctoiittsflächen. 

Wenn  man  bei  den  in  §.  93  ausgeführten  Berechnungen  der 
Trägheitsmomente  ebener  Platten  statt  der  Hassentheilchen  die 
Flächentheilchen  mit  den  Quadraten  ihrer  Abstände  von  der  Achse 
multiplicirt,  so  erhält  man  statt  des  Trägheitsmomentes  der  Platte 
das  Trägheitsmoment  einer  ebenen  rHäche  von  gleicher  Form. 
Es  ist  daher  nur  nöthig,  den  Factor  ^j  welcher  die  auf  der 
Flächen -Fiinheit  enthaltene  Masse  bezeichnete,  in  den  dort  ge- 
fundenen Ausdrücken  fortzulassen,  um  die  gesuchten  Trägheits- 
momente der  Flächen  zu  erhalten.    Wenn  das  Trägheitsmoment 
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der  Platte  mit  T,   und   das  Trägheitsmoment  der  Fläche  mit  X 

bezeichnet  wird,  so  ist: 

T 

%  =  — . 

T 
Hiernach   ergiebt   sich   z.  B.   für   das   Trägheitsmoment   der 
rechteckigen  Querschnittsfläche  (Fig.  389)  in  Bezug  auf  den  hori- 
zontalen  Schwerpunktsdurchmesser  des  Rechtecks  aus  Gleichung 
466)  der  Werth: 

586)    1  =  ^. 

Die    in    Fig.  454    dargestellte    Querschnittsfläche    kann    als 
Differenz    der    beiden    Rechteckflächen   BH  und    bh    angesehen 

werden ;    das    Trägheitsmo- 
Fig.  45h.  ment    einer    solchen    Quer- 

schnittsfläche in  Bezug  auf 
den  horizontalen  Schwer- 
punktsdurchmesser ist  also: 

587)    -         BH°         bht 


*  12  12  - 

Dieselbe  Gleichung  gilt 
auch  für  die  in  Fig.  455 
dargestellte  Querschnittsform.  Auf  ähnliche  Weise  können  die 
Trägheitsmomente  anderer  Querschnittsfläclien ,  welche  auf  die 
Grundform  des  Rechtecks  sich  zurückführen  lassen,  bestimmt 
werden,  sobald  dieselben  symmetrisch  in  Bezug  auf  den  horizon- 
talen  Schwerpunktsdurchmesser   geformt   sind.      So   z.  B.   erhält 

man  für  das  Trägheitsmoment  der  in 
Fig.  456  dargestellten  Querschnittsfläche 
die  Gleichung: 

BIP  _bW  _  b.h,2 
12 


H 

2 


588)    JE  = 


12  12  12 

Bei  unsymmetrischen  Formen  ist  zu- 
vor die  Lage  des  horizontalen  Schwer- 
punktsdurchmessers zu  bestimmen.  Nach 
den  in  §.  44  gefundenen  Regeln  erhält 
man  z.  B.  in  Bezug  auf  Fig.  457  die 
Gleichungen : 

b%  ä,  xt  =  62  ä,  x2     und     xx  -f-  a?2  =  |  (Ä,  -[-  Ä,), 

aus  denen  für  xx  und  x2  die  Werthe  sich  ergeben: 


l 


Berechnung  der  Maxinuil-Spannung. 
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xt  = 


Für  die  Trägheitsmomente  2,  und  £2 
der  beiden  einzelnen  Rechtecke  in  Bezug 
auf  den  horizontalen  Schwerpunktsdurch- 
messer  der  ganzen  Mäche  erhält  man 
alsdann  durch  Anwendung  des  in 
Gleichung  464)  enthaltenen  Satzes  die 
Gleichungen: 

~      12 


*. 


-(-  6t  hx  x\     und 


12  '222' 

worauf  das  Trägheitsmoment  der  ganzen 
Fläche  zu  bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

Das  Trägheitsmoment  einer  kreisförmigen  Querschnittsfläche 
(Fig.  392)  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  derselben  ist  nach 
Gleichung  469): 

589)    I  =  |-  Ä4 
oder,  wenn  mit  D  der  Durchmesser  des  Kreises  bezeichnet  wird: 


Fig.  458. 


r 


590)    Z-j^D*. 

Die    Ringfläche    (Fig.   458)    kann    als 
Differenz    zweier    Kreisflächen    von     den 
</  p    Durchmessern  D  und  d  angesehen  werden. 
Das  Trägheitsmoment  derselben  ist  also: 

591)    X  =  £  (D*  -  rf  •) . 
Berechnung  der  Maximal-Spannung. 

Aus  Gleichung  583)  ergiebt  sich,  dass  die  grösste  in  einem 
Querschnitte  vorkommende  Spannung  an  den  verschiedenen  Stellen 
des  Haikens  verschiedene  Grössen  hat;  denn  die  Grösse  S  hängt 
ab  von  dem  Momente  der  biegenden  Kraft  und  wird  am  grössten 
da,  wo  der  Hebelarm  x  seinen  grössten  Werth  annimmt,  d.  b.  in 


Ritter,  Mi'i-h.iiiik. 
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demjenigen   Querschnitte,    welcher  mit  der  Befestigungsstelle  zu- 
sammenfallt.    Setzt  man  x  =  Z,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

592)    —%  =  Kl, 

in   welcher  die   Grösse   S  nunmehr  die  grösste  in  dem  ganzen 
Balken  überhaupt  vorkommende  Spannung  bezeichnet. 

Für    einen     Balken    von 
Fig.  469.  rechteckigem       Querschnitte 

(Fig.  459)    ist   w  =  -^-  und 

bh* 
12 


nach  Gleichung  586)  %  = 


zu    setzen,    nimmt    also    die 
obige  Gleichung  die  Form  an : 


=  Kl. 


Wenn  man  z.  B.  K  =  125  KU.,  I  =  800n,,n,  b  =  20mm,  h  =  100mm  setzt, 

so  erhält  man  für  die  grösste  in  dem  Balken  vorkommende  Spannung  den 

Werth : 

GKl  6.125.800 


8  = 


=  3  Kil. 


bh*  20.1002 

Dieser  Werth  ist  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  des  Materials.  Bei 
einer  Vergleichung  desselben  mit  der  für  das  betreffende  Material  als  zu- 
lässig zu  betrachtenden  Spannung  findet  man  alsdann:  ob  die  Widerstands- 
fähigkeit des  Balkens  der  biegenden  Kraft  gegenüber  eine  hinreichende  Grösse 
hat,  oder  umgekehrt:  wie  gross  die  letztere  höchstens  sein  darf,  wenn  jene 
Grenze  nicht  überschritten  werden  soll.  So  z.  B.  würde  man  für  einen 
sehmiedeiflsrnen  Balken  von  den  oben  angenommenen  Dimensionen  finden, 
dasB  die  Kraft  K  bis  auf  das  Doppelte  (also  bis  auf  250  Kil.)  vergrößert 
werden  kann,  ohne  dass  die  (für  Scbmiedeisen)  als  practisch  zulässig  anzu- 
nehmende Spannung  von  6  Kil.  pro  D,nm  überschritten  wird. 

Wenn  die  biegende  Kraft  und  die 
Grösse  der  zulässigen  Spannung  ge- 
geben sind,  so  kann  die  allgemeine 
Gleichung  592)  auch  zur  Berechnung 
der  erforderlichen  Querschnittsdimen- 
sionen  benutzt   werden. 

Für  einen  Balken  von  kreisförmigem 


Fig.  460. 


d 


Querschnitte  (Fig.  460)  ist  «?  =  — 

und  nach  Gleichung  590)  %  —  -^  d*  zu  setzen ;  man  erhält  also 
nach  Gleichung  592): 


tterechnung  clor  Maximal-Spannung. 
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594)     |£rf3  =  KL 

Aus   dieser    Gleichung  kann  man  die  Grösse  d  als  erforder- 
lichen Durchmesser  des  cylindrischen  Balkens  berechnen. 

Setzt  man  z.B.   l=l,bd,   Hf=1000Kil.  und  als  practisch  zulässige 
Spannung  (für  Gusscisen)  &  =  3  KU. ,  so  erhält  man : 


_  «/4S.K   __  j/48.1000  _ 
a~~  V  Ä.ic     ~  V  3.3,14    ~~  n     »*• 

Auf  diese  Weise  wurde  der  erforderliche  Durchmesser  eines  Wellen- 
zapfens zu  berechnen  sein,  wenn  man  (der  grösseren  Sicherheit  wegen)  an- 
nimmt, dass  der  Gegendruck  des  Zapfenlagers  an  dem  äusseren  Ende  des 
Zapfens  seinen  Angriffspunkt  hat  (was  bei  ungenauer  Bearbeitung  des  Zapfen- 
lagers vorkommen  kann). 

Die  grösste  Spannung  in  einem  an  beiden  Endpunkten  unter- 
stützten Balken  BBV  der  an  irgend  einem  Zwischenpunkte  A  mit 
einem   Gewichte   Q  belastet  ist  (Fig.  461),  kann  ebenfalls  nach 

Gleichung  592)  berechnet  wer- 


Fig.  461. 


K. 


A  i 


L A 


'Q 


den,  wenn  mit  K  der  Gegen- 
druck des  einen  Stützpunktes, 
und  mit  l  die  Entfernung  des- 
selben von  dem  Belastungs- 
punkte bezeichnet  wird.  Denkt 
man  sich  den  Theil  ABX  in 
eine  feste  Wand  eingeschlossen, 
so  findet  man,  dass  der  Theil  AB  in  demselben  Biegungszu- 
stande sich  befindet,  wie  der  in  Fig.  459  dargestellte  Balken  — 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  biegende  Kraft  hier  na^h 
oben  wirkt,  und  in  Folge  dessen  die  grösste  Zugspannung  in  der 
unteren  Faser  stattfindet.  Wenn  man  für  den  Gegendruck  K 
alsdann  den  aus  der  Gleichung  des  Hebels:  K(l  -f-  lt)  =  Qlt  sich 
ergebenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


595) 


(Da  Kx  Z,  =Kl  ist,  so  gelangt  man  zu  eben  derselben  Gleichung, 
wenn  man  die  in  dem  Theile  ABX  stattfindende  grösste  Spannung 
aufsucht.) 

Wenn  die  Belastung  eines  an  beiden  Endpunkten  unter- 
stützten Balkens  gleichförmig  über  seine  Länge  L  vertheilt  ist, 
und   mit  p  die   auf  jeder  Längeneinheit  enthaltene  Belastung  be- 

31* 


L-x  x 


I 
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zeichnet  wird,  so  ist  K  =  ^     der  Gegendruck  jedes  der  beiden 

Stützpunkte,  und  p x  die  Belastung  des  Theils  BM  =  x  (Fig. 462). 

Denkt  man  sich  den  Theil  A  M 
Fig.  4t>2.  in     eine    feste    Wand    einge- 

K^jdf      schlössen,  so  findet  man,  dass 
4  der    aus    der    Wand    hervor- 

ragende Theil  BM  angesehen 
werden  kann  als  ein  Balken, 
der  unter  Einwirkung  zweier 
biegenden  Kräfte  sich  befindet, 
nämlich  der  aufwärts  biegen- 
den Kraft  K  und  der  abwärts  biegenden  Kraft  px.  Die  in  dem 
Querschnitte  M  hervorgebrachten  Biegungsspannungen  entsprechen 
also  der  Differenz  der  statischen  Momente  dieser  beiden  Kräfte, 
und  in  der  allgemeinen  Gleichung  584)  ist  für  die  Grösse  2W  in 
diesem  Falle  der  Werth  zu  substituiren : 

Für  die  in  der  Entfernung  x  von  dem  einen  Endpunkte 
stattfindende  grösste  Spannung  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

w  2 

Das  Product  der  beiden   Abschnitte   x  und  L  —  x  wird  am 

grössten,  wenn  x  =  L  —  x  -—  —  -  gesetzt  wird.     Die  grösste  in 

dem  Balken  überhaupt  vorkommende  Spannung  findet  also  in  der 
Mitte  des  Balkens  statt  und  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

597)     *.%=2g-. 

'     %c  8 

Das  eigene  Gewicht  eines  prismatischen  Balkens  bildet  eine 
gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilte  Belastung.  Wenn 
mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmillimeters ,  und  mit  F  die  Quer- 
schnittsfiäche  des  Balkens  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Gewicht 
eines  Theiles  von  1  Millimeter  Länge: 

p  =  l[JM. 
Die  grösste  Biegungsspannung,  welche  durch  das  eigene  Ge- 
wicht  des   Balkens   in   demselben   hervorgebracht   wird,    ergiebt 
sich  also  aus  der  Gleichung: 


596)    —%  =  ^x(L  —  x). 
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598)    ±z  =  l-FV 


w  ~  8       " 

Für  einen  parallclepipedischen  Balken  von  der  Höbe  h  und  der  Breite  b 
nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 


Sbh' 


=  !__      oder     X  =  _^Tj^. 


Die  Länge,  bei  welcher  der  Balken  noch  im  Stande  ist,  sein  eigenes 
Gewicht  zu   tragen,    wird    also   bedingt:    einerseits    durch    den    Quotienten 

— ,  welcher  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt,  andererseits  durch 

den  Quotienten  -y-  oder  das  Verhältniss  der  Höhe  zur  Länge.    Für  Scbmied- 

eisen  ist  f  =  0,Kil- 0000077  zu  setzen,  und  wenn  man  als  zulässige  Spannung 
S=G  KU.  annimmt,  so  erhält  man  für  einen  Balken,  dessen  Höhe  gleich 
dem  zehnten  Theile  der  Länge  ist,  als  zulässige  Länge: 

L  =  I  •  -öjömm  •  lö  = 103900""  = 103-9  Meter- 

Für  einen  Balken  von  der  in  Fig.  454  dargestellten  Querschnittsform  wäre 
X  = jg ,  w  =  -g-,  F  =  B  H—  bh  zu  eeizen,  und  die  zu- 
lässige Länge  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

0/  BH3-bh*\  ,K„      hh.L2       , 

S f g-jj 1  =  f(B  H—bh)—    oder 

BIP  ( 

,__**_    i 
BH    ) 

Setzt  man   beispielsweise    -=■  =  -=p-  —  0,9,  so  erhält  man: 

Ja  ti 


*-  4  (f )  (f )  * 


Dem  hohlen  Balken   würde  also   unter  sonst  gleichen  Umständen  eine 
1,81  mal  so  grosse  Länge  gegeben  werden  dürfen  als  dem  massiven  Balken. 

Träger  von  gleichem  Widerstände. 

Aus  der  allgemeinen  Gleichung  585)  ist  zu  ersehen,  dass  die 
grösste  in  einem  bestimmten  Querschnitte  vorkommende  Spannung 

S  dem  Producte  der  beiden  Grössen  ÜW  und  -=r  gleich  ist,   also 

einerseits  von  dem  Momente  der  biegenden  Kraft,  andererseits 
von  der  Querschnittsform  an  der  betreffenden  Stelle  des  Balkens 
abhängt.     Man  kann  dem  Balken  eine  solche  Form  geben,  dass 
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w 


das  Product  der  beiden  Grössen   sjjl  und  -?=r  für  alle  Stellen  des 

Balkens  gleiche  Werthe  annimmt.  In  diesem  Falle  wird  die 
grösste  Spannung  ebenfalls  in  allen  Querschuittsfiächen  gleiche 
Werthe  erhalten,   und  der  Balken  wird  alsdann  ein  „Träger  von 

gleichem  Widerstände44   genannt.     Wenn  also  mit   ÜJ11  und 


tot 


.*, 


resp.  die   Werthe  bezeichnet  werden,  welche  die  veränderlichen 


w 


Grössen  9TO  und  -^-  an  einer  bestimmten  willkürlich  zu  wählenden 

Stelle  des  Balkens  annehmen,  so  ergiebt  sich  als  allgemeine  Be- 
dingungsglcichung  für  einen  Träger  von  gleichem  Widerstände 
die  Gleichung: 

599)    äW^-  =  ü»,  J-. 

Für  den  in  Fig.  463  dargestellten  Fall  kann   ÜW,  =  Kl  und 
3J2  =  Kx  gesetzt  werden,  nimmt  also  die  obige  Gleichung  die 

Form  au: 


i 


r 


M 


./* 


7T 


IV 


Fi9'  4°3-  .       600)    ™  =  Q. 

Wenn  der  Balken  überall  einen 
B     kreisförmigen    Querschnitt   erhalten 
soll,  so  ist  nach  der  in  Fig.  463  ge- 
wählten Bezeichnung  w=p,  £  =  -i-p\ 
i  =  r,   %x  =  ^-r4  zu  setzen,  und  man  erhält  die  Gleichung: 

601)    £  =  f, 

aus  welcher  für  jedeu  beliebigen   Werth   von  x  der  zugehörige 

Werth  von  p  berechnet 
tig.  464.  werden  kauu,  sobald  die 

Grösse  r  nach  den   im 
_        vorigen       Paragraphen 
i     BPV    gefundenen   Regeln   zu- 
vor   bestimmt    worden 
ist  (aus  der  Gleichung 


'« 
? 

¥. 


9 


I 


// 


Z 


K 


7t 


S-^-r3  =  Kl). 
4 


Für    rechteckige    Querschnittsformen    ist  nach   Fig.  464    zu 


setzen :     w 


u 
~2 


12 


w, 


41      ' 


Zt    - 


bh3 

12' 


und 


Träger  von  gleichem  Widerstände. 
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Fig.  465. 


1k 


die  Gleichung  600)  nimmt  nach  Substitution  dieser  Werthe  die 
Form  au: 

Setzt   man   hierin   z  =  6,   so  erhält  man   für  einen  Träger 
von    constantcr   Breite   (Fig.   465    als   Aufriss   und   Fig.  466   als 

Grundriss)  die  Gleichung: 

603)    £  =    "  , 

aus  welcher  für  jeden 
Werth  von  x  die  zuge- 
hörige Höhe  des  Balkens 
bestimmt  werden  kann. 
Die  Begrenzungslinie  des 
verticalen  Längen-Durch- 
schnitts ist  in  diesem 
Falle  eine  Parabel,  deren  Scheitelpunkt  B  mit  dem  Angriffs- 
punkte der  Kraft  K  zusammenfällt. 

Setzt    man    u  =  h    in    Gleichung  602)   so   erhält   man   für 

einen    Träger    von    con- 

Fig.  467.    ||a 


Fig.  466. 


# 


rzi» 


'%•< — 


Fig.  468.       \b 


stanter    Höhe    (Fig.  467 
als  Aufriss  und  Fig.  468 
als  Grundriss)   die  Gier- 
ig   chung: 

«*>    T  =  f 

*     aus  welcher  sich  ergiebt, 

dass  der  Balken  in  diesem 

n       1  .    r  .....  Falle      eine      dreieckige 

urundrissform  erhalt. 

Der   Querschnitt    an    der    Befestigungsstelle    ist    in    beiden 

Fällen  nach  den  im  vorigen  Pa- 

»/,    ragraphcn  gefundenen  Regeln  zu 

berechnen     (aus    der    Gleichung 

übh2 


Fig.  469. 


L. 


L 


iw^ifiiinnninniHrimiinnmirtyniniiMirtflfanTWiiiHuwiiJMi 


x 


h. 


=  Kl). 


Für  den  an  beiden  Endpunkten 
unterstützten     mit     gleichförmig 
über  die  Länge  vertheilter  Belastung  versehenen  Balken  (Fig.  469) 


ist  nach  Gleichung  597)  SMX  = 


pL: 


und   nach   Gleichung  596) 
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=    P 
2 

nimmt  die  allgemeine  Gleichung  51)1))  die  Form  an: 


ÜR  =  -P-  x  (L  —  x)  zu  setzen.     Nach  Substitution  dieser  Werthe 

4t 


DUO)     x  (L  —  x)  -^-  =  -r- 


X  4    1/ 

Wenn  der  Balken  eine  rechteckige  Querschnittsform  von  der 
coustanten    Breite   z  =  b  erhalten   soll,   so   ist  (nach   Fig.  469) 

^   =  ^ — —   und   -j~-  =  -rrr    zu   setzen,    und  man  erhält   die 
X  bu1  Stt  oh2 

Gleichung : 

u1   _  4x{L  —  x) 
DUO)     p-  _  p  , 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  der  verticale  Längendurchschnitt 
in  diesem  Falle  von  einer  Ellipse  begrenzt  ist 

Wenn  an  dem  freien  Finde  eines  in  horizontaler  Lage  am 
anderen  Endpunkte  befestigten  Iialkeus  ein  Kräftepaar  vom  Mo- 
mente 3K  =  Kl  wirkt,  so  hat  für  alle  Stellen  dieses  Balkens 
das  Moment  der  biegenden  Kraft  die  constante  Grösse  3Ä  =  «X7, 
und  als  Körper  von  gleichem  Widerstände  muss  der  Balken  in 
diesem  Falle  eine  prismatische  Form  erhalten.  Bei  dem  in 
Fig.  470  dargestellten   Falle  würde  daher  dem  Theile  A  C  eine 

prismatische  Form  zu  geben  sein, 
Fig.  470.  während  der  Theil  A  B  einen  nach 

^  Gleichung  tiOO)  zu   bestimmenden 

veränderlichen  Querschnitt,   z.  B. 
'     B     bei  constanter  Breite  ein  parabo- 
lisches Profil,  (oder  bei  constanter 
Höhe    eine    dreieckige   Grundriss- 
K    form)  erhalten  würde. 

Die  in  diesem  Paragraphen  gefundeneu  Resultate  bedürfen  iusofern  noch 
einer  Correctiou,  als  auf  den  erforderlichen  Widerstand  gegen  Abscheerung 
(Gleichung  578)  bei  diesen  Rechnungen  keine  Rücksicht  genommen  wurde. 
Mit  Berücksichtigung  desselben  findet  man,  dass  in  allen  diesen  Fallen  der 
Querschnitt  des  Balkens  nach  dem  Endpunkte  hin  nicht  bis  auf  die  Grösse 
Null  abnehmen  darf,  sondern  nur  bis  zu  derjenigen  Grösse,  welche  aus  der 
„Theorie  des  Widerstandes  gegen  Abscheerung"  später  sich  ergeben  wird. 

§.  HS- 
Elastische  Linie. 

Die  krumme  Linie  A  B  (Fig.  450),  nach  welcher  die  neutrale 
Faser  eines  gebogenen  Balkens  gekrümmt  ist,  wird  die  „elastische 


Elastische  Linie. 


489 


Liniea  genannt.  Das  unendlich  kleine  Bogen  stück  MN  dieser 
elastischen  Linie  kann  als  ein  Kreisbogen  angesehen  werden, 
dessen  Mittelpunkt  0  mit  dem  Convergenzpunkte  der  beiden 
Normalen  CD  und  EF  zusammenfällt,  und  dessen  Halbmesser 
ON  —  p  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  für 
diese  Stelle  bildet.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
CGM  und  MNO  ergiebt  sich  die  Proportion: 

607)     CG         MG 


MN 


ON' 


Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Verliingerungs- 
verhältniss  derjenigen  Faser,  deren  Spannuug  (pro  Quadrat- 
millimeter)  mit  8  bezeichnet   wurde,   also  (nach   Gleichung  570) 


gleich  -„ .*     Wenn  mau  ferner  MG  —  w  und   0 N 
so  erhält  mau  die  Gleichung: 


p   setzt, 


608)     |-  = 


w 
P 


oder   —  =  — 

w 


E 

P 


8 


Nach   Substitution  dieses   Wertlies    für   den   Quotienten  — 
nimmt  die  allgemeine  Gleichung  584)  die  Form  an: 

EX 


Fig.  47 J. 


609) 


=  SR. 


.r 


V 


/-JC 


v      y 


9 


K 


OJ 


Aus  dieser  Gleichung  er- 
giebt sich  für  den  Krümmungs- 
halbmesser des  unendlich  klei- 
nen Bogenstückes  MN  der 
elastischen  Linie  AB  (Fig.  471) 
der  Werth: 

EX  EX 

Bei  der  vorausgesetzten  ge- 
ringen Grösse  der  Durch- 
biegung kann  in  der  Gleichung: 

MN  =  p<p      oder 


<p  = 


MN 


°J 


statt  des  Bogens  MN  auch 
die  Horizontalprojection  desselben  M  P  =  A  gesetzt  werden, 
und   wenn   man   ausserdem   darin  den   für   p   gefundenen    Werth 
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substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

"ß11,  K(l-x)b 

611)     ?S=—T£—. 

Denkt  mau  sich  die  Horizontalproportion  A  Q  =  x  des 
ganzen  Bogens  AM  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  A  zerlegt 
und  in  der  obigen  Gleichung  statt  x  der  Reihe  nach  die  einzelnen 
Vielfachen  von  A  substituirt,  so  erhält  man  durch  Sunuuation 
aller  der  auf  solche  Weise  für  die  zugehörigen  unendlich  kleinen 
Winkelgrössen  gebildeten  Ausdrücke  die  Gleichung: 

612)     v(?)==  s(*(*~g*>A).«) 

Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Winkelsuinme  ist  gleich 
dem  Winkel  o>,  welchen  der  Krümmungshalbmesser  OM  mit  der 
Verticalen  (oder  die  elastische  Linie  au  der  Stelle  M  mit  der 
Horizontalen)    cinschliesst.      In  dem  Ausdrucke   auf  der   rechten 

Seite  ist  die  Grösse    „^    (bei  der  vorausgesetzten  prismatischen 

Form  des  Balkens)  ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 
Summatiouszeichen  vereinigten  Glieder.  Man  erhält  also  die 
Gleichung: 

613)     «»  =  -~  2  [d  -  x)  Aj  =  -^[|V(i)_v(Bi)]. 


x* 


Hierin   ist   ü  (£)  =  x    und   (nach  <$.  93)  2  (x  A)  =  -3-    zu 
setzen,  also  ist: 


614)    „,  =  _(j*_|-). 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x  =  Z,  so  erhält  man  für 
den  Winkel  a,  welchen  die  elastische  Linie  an  dem  Endpunkte 
B  mit  der  Horizontalen  einschliesst,  die  Gleichung: 

615)    a==2W 
In  dem  unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreieck  MNP  ist 
die   verticale  Kathete  e  =  A  tg  a> ,    oder  —  da  wegen  vorausge- 


*)   Nach    der    Bezeichnungsweise    der    Integral-Rechnung    würde    diese 
(jleichuiig  die  Form  erhalten: 


dw  =   I        . ,  r  (/  —  x) d x. 

0  %J     0  "" 
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setztet-  geringer   Grösse   der   Durchbiegung  statt   tg  tu    auch  die 
Wiukelzahl  u>  selbst  gesetzt  werden  kann  — : 

616)     e  =  <i> .  A. 

Wenn  man  hierin  für  <o  den  in  Gleichung  014)  gefundenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

617)     «  =  afO.-£)A. 

Denkt  man  sich  wiederum  die  HorizonUtlprojection  A  Q  des 
Rogens  A  M  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt,  so  kann  man 
die  zu  jedem  dieser  Theile  gehörige  Verticalprojection  des  be- 
treffenden Bogentheiles  mittelst  der  obigen  allgemeinen  Gleichung 
bestimmen,  indem  man  jedes  Mal  den  zugehörigen  Werth  von  x 
substituirt ,  und  man  erhält  durch  Stimulation  aller  auf  solche 
Weise  gefundenen  Gleichungen: 

.  618)    2  («)  =  -~  [l  2(«  A)  -  *  Z(**A)].*) 

Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Grösse  ist  als  Summe  der 
Verticalprojectionen   aller   Theile    des   Bogens   AM  gleich  y   zu 

x2         ,  „  ,  « .  v        x3 


Fig.  472. 


setzen;  ferner  ist  (nach  §.  93)  2(a?A)  =  -^-  und  2(a;2A)  =   „   , 
man  erhält  also  die  Gleichung: 

A1CA  K    (Ix2        x>\ 

Für  x  =  l  wird  y  =  s,    die   Senkung   des  Endpunktes  B 

ist  also:  v-p 

620)    s  =  Jm. 

Wenn  der  Balken  an  der 
Befestigungsstellc  —  anstatt  in 
horizontaler  Lage  —  in  einer 
um  den  sehr  kleinen  Winkel  <o 
nach  unten  hin  von  der  Hori- 
zontalen abweichenden  Lage  ein- 
gespannt ist  (Fig.  472),  so  kann 
der   Neigungswinkel   a  am   End- 

*)   Nach   der   Bezeichnungsweise    der    Integral  -  Rechnung    würdo    diese 
(ileichung  die  Form  erhalten: 


V/>. 

•— __^  ^j  -  - 

:?}... 

(\*(D 

/ 

S 

1 

Kl* 

h\:::^1[  " 

1 

1 
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punkte  B  angesehen  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  Thei- 
lcn :  der  eine  Thcil  ist  derjenige  Neigungswinkel,  um  welchen  ohne 
das  Vorhandensein  einer  Durchbiegung  die  Achse  des  Balkens 
bei  B  von  der  Horizontalen  abweichen  würde,  also  gleich  <o;  der 
andere  von  der  Durchbiegung  herrührende  Theil  ist  nach  Glei- 
chung 615)  zu  bestimmen.  Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die 
Gleichung: 

621)  a  =  a>  +  ^gj. 

Hbenso  kann  die  U  rosse  «  in  diesem  Falle  angesehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  dem  Theile  l  tg  «*  (wofiir  wegen  voraus- 
zusetzender Kleinheit  des  Winkels  u>  auch  l  ct>  gesetzt  werden 
kann),  welcher  ohne  das  Vorhandensein  der  Durchbiegung  die 
Höhendifferenz  der  beiden  Endpunkte  bilden  würde,  und  dem 
von  der  Durchbiegung  herrührenden  Theile,  welcher  aus  Glei- 
chung 620)  zu  bestimmen  ist.  Für  diesen  Fall  gilt  also  die 
Gleichung : 

KP 

622)  .»I.+  jjj. 

Zu  gleichem  Resultate  würde  man  gelangen,  weun  man  in  Fig.  471  den 
Theil  AM  in  eine  feste  Warn!  eingeschlossen  ansähe,  und  für  den  Theil  MB 
als  einen  schräg  eiu  gespannten  Balken  die  Länge  l  —  x  mit  /,  die  Höhen- 
differenz s  —  y  mit  s  bezeichnete  und  die  letztere  aus  den  beiden  Gleichungen 
619)  und  620)  berechnete. 

Für    den    Fall,    dass    die   Belastung    gleichförmig    über   die 

Länge      des     Balkens     ver- 
Fig.  473.  theilt  ist  (Fig.  473),  hat  man 

in  Gleichung  609)  statt  des 
Momentes  sSfl  =  K(l  —  x)  das 
Moment 

(l-x) 


p.i-*) 


a»  =  p(i  —  x) 


=  _/;_(/>_  2  z*  +  **) 


zu  substituiren  und   erhält  dann  statt  der  Gleichungen  611)  und 
612)  resp.  die  Gleichungen: 
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aus   welcher   letzteren  resp.  für  die  Winkel  u>  und  ot  die  Wertlie 
sich  ergeben: 

623)     m  =  -Jt-(l>x-lx>  +  £)      und      G24)     «  =  J^. 

Statt  der  Gleichungen  617)  und  618)  erhält  man  also  Tür 
diesen  Fall  die  Gleichungen: 

s  =  w0,a! -'*'  +  ?)*  und 

2(«)  =  y  =  g|j  P*2(*A)  -  I2(«M)  +  J2(.»  A)]"), 

aus   welcher  letzteren   für  die   Senkungen   der  Punkte  M  und  B 
resp.  die  Werthe  sich  ergeben: 

„-_*  p      r  Px2  Ix3     ,     xA  \ 

62°)  y  =  Tk\m r  +  läJ- 

626)    .-^. 

Für  einen  schräg  eingespannten  Balken,  dessen  Achse  an 
der  Befest igungsstelle  um  den  Winkel  cu  von  der  Horizontalen 
nach  unten  hin  abweicht,  ergeben  sich  ferner  die  den  Gleichungen 
621)  und  622)  analog  gebildeten  Gleichungen: 

627)     a  =  to  +  ^|j      und     628)    Ä  =  itt>  +  ^^- 

Wenn  bei  dem  schräg  eingespannten  Balken  Fig.  474  die 
gleichförmig  über  die  Länge  vertheilte  Belastung  pl  und  die  am 
Endpunkte  aufgehängte  Last  A"  gleichzeitig  wirken,  so  setzt  jede 


*)   Nach   der   Bezeichnungsweise    der   Integral  -  Rechnung    würde    diese 
Gleichung  die  Form  erhalten: 

**)  Oder  nach  der  Bezeich nungs weise  der  Integral-Rechnung: 
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:r»- 


.1 


von  den  beiden  Grössen  a  und  s  aus  drei  Theilen  sich  zusammen  : 
der   erste   entspricht   der    natürlichen   Neigung   des   Balkens    (im 

ungebogenen       Zustande), 
Flg.  474,  der     zweite      und     dritte 

Theil  entsprechen  den  Bei- 
trägen, welche  jede  von 
den  beiden  Belastungen 
einzeln  genommen  zu  die- 
sen Grössen  liefert.  Man 
erhält  also  für  diesen  Fall 
die  Gleichungen: 
KP 


l 


S 

H 


■"*?" 


628) 


a 


ct> 


+ 


K 
V1* 


(i£2 


+ 


629)     s  =  Im  + 
Fig.  475. 


P 


l< 


/ 


4 


■6  El 


+ 


2EZ  ' 
Kl3 
'AEX 


tJ 


i, 


s 


IS 


üif 


630)     a  =  (o  -f 


P 


und  für  den  in  Fig.  475 
dargestellten  Fall,  in 
welchem  die  vcrtical  auf- 
wärts wirkende  Kraft  K 
als  negativ  in  Rechnung 
zu  bringen  ist,  die  Glei- 
chungen : 

AT 


ÖKZ 


2EX  ' 


631) 


Kl 


S  —  lm  +  liEt  ~~  SEX' 


Kt 


» 


S.  119. 
Balken  auf  drei  Stützen. 


Fig.  476. 


P 


A 
4 


K 


Denkt  man   sich 

den     Theil     A  Bx 

(Fig.  476)    in    eine 

/.  !  •  •  /  Wand    eingeschlos- 

■].«.-        !  B       sen,  so  findet  man, 

p^     dass  der  Theil  A  B 

|  ^     in    demselben    Zu- 

pli  l*1  stände  sich  befindet 

wie  der  in  Fig.  47f)  dargestellte  schräg  eingespannte  Balken.    Die 
Wirkung   der    Kraft    K  ist  jedoch  in  diesem  Falle  so  beschaffen, 
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dass  sie  den  Endpunkt  B  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Punkte  A 
hält;  folglich  ist  in  Gleichung  631)  für  diesen  Fall  s  =  0  zu 
setzen;  man  erhält  also  die  Gleichung: 

632)    0  =  <o+gj^-  3^. 

Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  den  Theil  AB  in  eine 
Wand  eingeschlossen ,  so  findet  man,  dass  der  Theil  A  Bx  in  der 
Lage  eines  schräg  eingespannten  Balkens  sich  befindet,  dessen 
Achse  hei  A  um  den  Winkel  <o  nach  oben  hin  von  der  Horizon- 
talen abweicht.  Für  diesen  Theil  ist  daher  —  <u  statt  -|-  a>, 
ausserdem  /,  statt  l  und  Kx  statt  K  zu  setzen;  also  ist: 

633)    0  =  -.  +  ^--^|. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  632)  und  633)  er- 
hält man  die  Gleichung: 

634)    0  =  f(Z»  +  O  -(*''  +  *■*'). 

Die  Gleichung  der  statischen  Momente  sämmtlicher  auf  den 
Balkeu  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  ist: 

G35)    0  =  JL(p—rx)-.Kl  +  Ktlx. 

Durch  Auflösung  der  beiden  letzteren  Gleichungen  erhält 
man  für  die  Gegendrücke  der  Endstützen  die  Werthe: 

637)   Kl=J&-Z-?  +  *St> 


81,  «  +  «,)• 
Die  Mittelstütze  A  trägt  den  Rest  der  Belastung,  also  ist: 

638)    P=P(l  +  ll)-(K+K,). 

Setzt  man  lx  —  l,  so  erhält  man  für  die  Gegendrücke  der 
drei  Stützen  die  Werthe: 

K,  =  lpl,      P=S?ph      K=%pl. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  632)  und 
633),  dass  in  diesem  Falle  -[-«»  =  —  »,  also  a>  =  0  wird  (wie 
überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  die  Verticale  der  Mittelstütze  das 
Ganze  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt). 
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Das  Moment  der  biegenden  Kraft  für  eine  im  Abstände  z 
vom  Endpunkte  B  befindliche  Stelle  der  Balkenhälfte  AB  ist: 

639)     ü»  =  Kz-pz.j. 

Wenn  man  nach  dieser  allgemeinen  Gleichung  für  jeden 
Werth  von  z  den  zugehörigen  Werth  von  3W  berechnet  und  als 
Ordinate   abträgt,   so   erhält  man  als  graphische  Darstellung  des 

Momentes  eine  Curve 


Fig.  477. 


Fig.  478. 


5i 
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K 


4 


fr' 


b 
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von  der  in  Fig.  477 
dargestellten  Form. 
Diejenige  Stelle  D, 
an  welcher  das  Mo- 
ment Null  ist,  findet 
man  aus  der  Glei- 
chung : 

640)  0  =  Kz  -  *£- 

oder 

K 


z  =  2—  =  iL 
V 

Für  kleinere  Werthe 
von  z  ist  Sät  positiv,  für  grössere  negativ.  In  demjenigen  Quer- 
schnitte, für  welchen  2W  =  0  ist,  findet  keine  Biegungsspannung 
statt,  insofern  nach  Gleichung  585)  für  diese  Stelle  auch  S  =  0 
wird.  Man  würde  also,  ohne  den  Gleichgewichtszustand  zu  stören, 
an  dieser  Stelle  den  Kalken  durchschneiden  können  —  vorausge- 
setzt, dass  auf  irgend  eine  Weise,  z.  B.  auf  die  in  Fig.  478  dar- 
gestellte Art  eine  Uebertragnng  der  Verticalkraft  (Gleichung  578) 
von  dem  einen  Stücke  auf  das  andere  möglich  gemacht  wird. 

Der  Theil  BD  befindet  sich  also  genau  in  demselben  Zu- 
stande wie  der  an  beiden  Endpunkten  frei  aufliegende  Balken 
Fig.  462,  bei  welchem  das  Moment  der  biegenden  Kraft  in  der 
Mitte  seinen  grössten  Werth  annimmt,  nämlich  (nach  Gleichung 
597): 

64i)  mt  =~p$V  =jhpi7- 

Der  Theil  AD  befindet  sich  in  demselben  Zustande  wie  ein 
bei  A  horizontal  eingespannter  mit  gleichförmig  vertheilter  Be- 
lastung versehener  Balken,  an  dessen  freiem  Endpunkte  überdies 
eine   Last   f;>/  angehängt  ist.     Das  Moment  an  der  Stelle  A  ist 
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also   (seiner   absoluten   Grösse   nach)  aus  der  Gleichung  zu  be- 
stimmen: 

642)    SR,  =  .^.  £  +  *,,*.  1  =  ^1». 

Die  Momente  3Rt  und  3R2  —  folglich  auch  die  an  den  Stellen 
E  und  A  stattfindenden  Biegungsspannungen  —  verhalten  sich 
also  wie  9  zu  16,  und  wenn  man  die  Belastung  p  allmälig  ver- 
grössert,  so  wird  an  der  Stelle  A  schon  der  Bruch  erfolgen, 
während  die  gleichzeitig  an  der  Stelle  E  stattfindende  grösste 
Biegungsspannung  erst  T\  der  Bruchspannung  beträgt. 

Da  die  Tragfähigkeit  des  Balkens  von  dem  Werthe  des 
grössten  der  beiden  Biegungsmomente  3R,  und  9)J2  abhängt,  so 
würde  man  dieselbe  vergrössern  können ,  wenn  man  auf  irgend 
eine  Weise  bewirken  könnte,  dass  das  grösste  BiegungBmo- 
ment  einen  kleineren  Werth  erhielte,  und  der  auf  solche  Art  zu 
erreichende  Vortheil  würde  am  grössten  werden,  wenn  man  be- 
wirkte, dass  die  beiden  Maximal-Momente  2Wt  und  2Ä2  einander 
gleich  würden. 

Zu  diesem  Zwecke  würde  es  bei  der  in  Fig.  477  dargestellten 
Anordnung  nur  nöthig  sein,  die  Schnittstelle  D  nach  einer 
anderen  Stelle  F  zu  verlegen  (Fig.  479),  und  die  Entfernung 
BF  =  z  so  zu  wählen,  dass  die  nunmehrigen  beiden  Maximal- 
Momente  : 


2»,  = 


pz 


und 


«,  =  p-^ 


Fig.  479. 


Pf 
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■4-1=. 
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1  Äf 


1 


B 


einander  gleich  wer- 
den. Aus  der  Gleich- 
setzung dieser  bei- 
den Ausdrücke  er- 
giebt  sich  für  z  der 
Werth: 

643)  *  =  0,8284 .1 
Bei  dieser  Thei- 


K=p£  =  0,4142  p? 


hing  des  Balkens  würde  jede  der  Endstützen  den  Gegendruck 

644) 

leisten,   und   das   grösste   Biegungsmoment  würde  die  Grösse  er- 
halten : 

HUter,  Mechanik.  32 
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645)    51»,  =  *£-  =  0,0858pZ5  =  2»2. 

Eine  Vergleichung  der  beiden  Werthe  642)  und  645)  zeigt, 
dass  durch  diese  Anordnung  das  Maximal -Moment  —  und  in 
Folge    dessen    auch    die    Maximal-  Spannung    im    Verhält  niss 

i^~~  =  0,686,  d.  h.  um  etwa  31,4  Procent  verkleinert  wird. 

Genau  dieselbe  Wirkung  lässt  sich  bei  dem  continuirlichen 
—  nicht  durchschnittenen  —  Balken  auf  drei  Stützen  durch  eine 
Höhendifferenz  zwischen  Mittelstütze  und  Endstütze  erreichen. 
Um  die  erforderliche  Höhendifferenz  zu  finden,  ist  es  nur  nöthig. 
aus  Gleichung  631)  —  nachdem  darin  wegen  symmetrischer  An- 
ordnung wiederum  m  =  0  gesetzt  —  für  die  Grösse  *  denjenigen 
Werth  zu  bestimmen ,  für  welchen  K  =  0,4142  p  l  wird.  Man 
erhält  durch  Substitution  dieses  Werthes  die  Gleichung: 

<«>  -  &  -  *-&-  --««««*. 

welche  —  nach  der  aus  Fig.  475   zu   entnehmenden   Bedeutung 
der    Grösse    8    —    zeigt,    dass    die   Mittelstütze   um  die  Grosse 

0,01307  ^^    gesenkt  werden  muss. 

Wenn  die  Stärke  des  Trägers  dem  Maximal -Momente  entsprechend  ge- 
wählt werden  soll,  so  ist  die  Grösse  X  aus  der  Gleichung: 

—  X  =  0,0858  pP 

zu  bestimmen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  X  sich  ergehenden 
Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

Sl* 
8  =  —  0,1523  -^t  . 

w  E 

Setzt  man  hierin  &  =  6KiL,   E=  20000,  l  =  100000™»  und  w  =  5000»» 
so  wird: 

*  =  —  91,4  Millimeter. 

Bei  einem  schmiedeisernen  Träger  von  200  Metern  Länge  und  10  Meter 
Höhe  würde  also  die  Mittelstütze  um  91,4  Millimeter  tiefer  liegen  müssen 
als  die  Endstützen,  wenn  bei  zunehmender  Belastung  die  Biegungsspannung  an 
den  drei  schwachen  Punkten  gleichzeitig  die  zulässige  Grösse  von  6  Kil.  pro 
Quadratmillimeter  erreichen  soll. 

§.  120. 
Balken  auf  vier  Stützen. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  480  angedeutete 
Art  in  einzelne  Tlieile  zerschnitten,  von  denen  die  auf  den  beiden 
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Mittelstützen    ruhenden    den    drei    andern    als    Stützen    dienen, 
und  denkt  man  sich  die  Schnittstellen,  so  wie  die  beiden  Mittel- 


Fig.  480. 
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stützen,  so  gelegt,  dass  das  Moment  der  biegenden  Kraft  an  den 
drei  Stellen  A,  C,  K  gleiche  absolute  Werthe  erhält,  so  findet 
man,  dass  die  beiden  Grössen  u  und  z,  welche  die  Art  der 
Theilung  characterisiren ,  auf  folgende  Weise  sich  bestimmen 
lassen. 

An  jeder  von  den  beiden  Stellen  A  und  E  hat  das  Biegungs- 
moment die  Grösse: 

647)  a»,  =  -p~ 

und  an  der  Mittelstütze  C  hat  dasselbe  die  Grösse: 

648)    ÜW2  =  p  z  .  «  -f-  p  u  .  -g- . 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Momente  2Wt  und  3R2  erhält 
man  die  Gleichung: 

649)  z7  =  2««  +  «2. 

Zwischen  den  drei  Grössen  «,  z}  l  findet  ausserdem  die  aus  der 
Figur  sich  ergebende  Beziehung  statt: 

650)  3z +  2«  =  l 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  649)  und  650)  für  z  und  u 
auflöst,  so  erhält  man  die  Werthe: 

651)    z  =  0,2612  Z,        652)    «  =  0,1082/, 

und  nach  Substitution  derselben  in  Gleichung  647)  oder  648)  für 
jedes  von  den  beiden  Biegungsmomenten  den  Werth: 

653)    2»,  =  a»2  =  0,0341  pl\ 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  für  den  Gegendruck  jeder  von  den 
beiden  Endstützen  der  Werth: 

654)     K  =  pz  =  0,2612  p/ 

32* 
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und  für  den  Gegendruck  jeder  von  den  beiden  Mittelstützen  der 
Werth : 

655)    P  =  pl  —  K=  0,7388pZ. 

Es  soll  untersucht  werden:  in  welche  Lage  bei  dem  conti- 
nuirlichen  —  nicht  durchschnittenen  —  Balken  (Fig.  482)  die 
vier  Stützen  gebracht  werden  müssen,  wenn  von  den  einzelnen 
Theilen  dieses  Balkens  ein  jeder  genau  in  demselben  Spannung«- 

Fig.  4SI. 

Ä'=0,2613  pl  P« o,7M8  />/ 
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Fig.  482. 
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zustande  sich  befinden  soll  wie  das  gleichliegende  Stück  des 
durch  Schnitte  getheilten  Balkens  Fig.  481.  Zunächst  ergiebt 
sich,  dass  zu  diesem  Zwecke  für  die  Horizontal-Entfemungen  der 
Stützen  in  Fig.  482  dieselben  Grössen  wie  in  Fig.  481  gewählt 
werden  müssen.  Denkt  man  sich  alsdann  in  Fig.  482  die  Stützen 
in  verticaler  Richtung  so  lange  gehoben  oder  gesenkt,  bis  die 
Vertheilung  der  Drücke  auf  die  einzelnen  Stützen  genau  dieselbe 
geworden  ist  wie  in  Fig.  481,  so  wird  auch  das  Moment  der 
biegenden  Kraft  an  jeder  Stelle  des  continuirlichen  Balkens 
genau  denselben  Werth  annehmen  wie  an  der  gleichliegenden 
Stelle  des  durch  Schnitte  getheilten  Balkens.  An  den  Stellen  B 
und  D  in  Fig.  482  wird  das  Moment  gleich  Null  sein,  und  das 
Stück  DF  wird  genau  in  demselben  Biegungszustande  wie  ein 
an  beiden  Enden  frei  aufliegender  Balken  sich  befinden. 

Denkt  man  sich  die  linke  Hälfte  des  ganzen  Balkens  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen ,  so  findet  man ,  dass  das  Stück  A  B 
genau  in  demselben  Biegungszustande  wie  der  in  Fig.  483  dar- 
gestellte Balken  sich  befindet.  Eine  Vergleichung  der  Figuren 
483  und  475  zeigt  ferner,  dass  man   den  Winkel   a  nach   Glei- 
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chung  630)  berechnen  kann ,  indem  man  darin  die  Grösse  -f-  «c 
mit  — a,  die  Grösse  l  mit  0,2612 1  vertauscht  und  ausserdem 
K  =  0,2612  p l,  i»  =  0  setzt.     Man  erhält  also  die  Gleichung: 


656)     —  et  = 


p  (0,2612.  iy 


0,2612  p  l .  (0,2612  . 1)' 


6EX 


2  El 


Fig.  483. 


Fig.  484. 
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Den  Biegungszu- 
stand  des  Stückes 
B  C  veranschaulicht 
Fig.  484 ,  aus  deren 
Vergleichung  mit  Fig. 
474  zu  ersehen  ist, 
dass  man  den  Winkel 
öl  auch  nach  Glei- 
chung 628)  berech- 
nen kann,  indem  man 

darin  die  Grösse    l  mit  0,1082  . 1  vertauscht  und  K  =  0,2612 pl 

setzt.     Ya  ist  also: 

__                   ,    p. (0,1082 .l)3     .     0,2612 vi. (0,1082. I)2 
657)     *  =  »  +  £-—- +  C-^ . 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  656)  und  657)  er- 
hält man  eine  Gleichung,  aus  deren  Auflösung  für  u>  der  Werth 
sich  ergiebt: 

pl> 


658)    co  =  0,004201 


EX  ' 


Bei   einer  Vergleichung  der  Fig.  485,  welche  den  Biegungs- 

zustand    des    Theiles    CF   darstellt,    mit   Fig.  475    findet    man 

endlich,  dass  die  der 
Fig.  485. 


t 


0,0306  l 


I 


0,6*06  pl 


Mittelstütze  zu  er- 
ojeiipi  theilende  Senkung  * 
aus  Gleichung  631) 
berechnet  werden 
kann,  wenn  man  darin 
die  Grössen  +  *,  -f-  «>, 
l  resp.  vertauscht  mit 
den    Grössen    —  *, 


—  <o,  0,6306  Z,  und  ausserdem  K  =  0,2612 pl  setzt,  also  aus 
der  Gleichung: 
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659)    -s  =  -0,6306U  +  P^O' 


0,2612  P  l .  (0,6306  . 1) 


3 


%EZ 

Wenn  hierin  für  <o  der  in  Gleichung  658)  gefundene  Werth  sub- 
stituirt  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  erforderliche  Senkung  der 
Mittelstütze   die  U rosse: 

660)    s  =  0,004716  -|^- . 

In  der  Voraussetzung,  dass  der  Querschnitt  des  Trägers  dem 
Maximal  -  Momente  (Gleichung  653)  entsprechend  gewählt  wurde, 
kann  man  hierin  für  die  Grösse  St  den  aus  der  Gleichung: 

—  Z  =  0,0341  vi2 

sich  ergebenden  Werth  substituiren ,  und  die  obige  Gleichung 
nimmt  alsdann  die  Form  an: 

661)    s  =  0,1383  -|^-. 
/  Ew 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  halbe  Höhe  des  (con- 
stant  und  symmetrisch  vorausgesetzten)  Querschnitts,  l  die  halbe 
Länge  des  Trägers,  S  die  zulässige  Spannung  und  E  den  Elasti- 
citätsmodulus. 

Wenn  für  gleichförmig  verthcilte  Belastung  die  Tragfähigkeit  eines  auf 
vier  Pfeilern  ruhenden  Brückenträgers  von  300  Metern  Länge  ein  Maximum 
werden  soll,  so  muss  (nach  Fig.  481)  die  Mittclöffnung  eine  Weite  von  HCVfö 
und  jede  von  den  beiden  Seitenöffnungen  eine  Weite  von  94m,59  erhalten. 
Wenn  der  Träger  aus  Schmiedeisen  construirt  ist ,  so  kann  E  =  20000, 
<S  =  6  Kil.  gesetzt  werden,  und  wenu  die  Höhe  des  Trägers  10  Meter  beträgt, 
so  ist  w  =  5000lnmf  1=  150000mm  zu  setzen  in  Gleichung  661),  und  es  wird: 

a  =  186,7  Millimeter. 

Es  müssen  also  ausserdem  die  beiden  Mittclstützen  um  186,7  Millimeter  tiefer 
gelegt  werden  als  die  beiden  Endstützen. 

§.  121. 

Kreisbogen  als  elastische  Linie. 

Der  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  hat  (nach 
Gleichung  610)  die  Grösse: 

662)    P  =  ^.^ 
und   zwar  an   derjenigen   Stelle,    bei   welcher    das   Moment   der 
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biegenden   Kraft  die  Grösse  2W,    und   das   Trägheitsmoment  der 

X 
Querschnittsfläche   die   Grösse   I  hat.     Wenn   der  Quotient  -=- 

für  alle  Stellen  des  Balkens  gleiche  Werthe  annimmt,  so  ist  auch 
der  Krümmungshalbmesser  an  allen  Stellen  gleich  gross,  und  die 
elastische  Linie  wird  in  diesem  Falle  ein  Kreisbogen. 

Bei  einem  Balken  von  constantem  Querschnitte  ist  das  Träg- 
heitsmoment I  an  allen  Stellen  von  gleicher  Grösse.  Ein  pris- 
matischer Balken  wird  daher  nur  dann  nach  einer  Kreislinie  sich 
krümmen,  wenn  auch  das  Moment  ÜÄ  an  allen  Stellen  des  Balkens 
gleich  gross  ist ,  wie  z.  B.  bei  dem  Theile  A  C  des  in  Fig.  470 
dargestellten  Balkens. 

Wenn  dagegen  die  Grösse  ÜJJ  mit  der  Entfernung  vom  End- 
punkte des  Balkens  sich  ändert,  so  muss  auch  der  Querschnitt 
ein  veränderlicher  sein,  und  wenn  mit  £,,  3W,  resp.  die  Werthe 
bezeichnet  werden,  welche  die  Grössen  I,  2W  an  einer  bestimmten 
willkürlich  zu  wählenden  Stelle  —  z.  B.  an  dem  einen  End- 
punkte —  des  Balkens  annehmen,  so  drückt  die  Gleichung: 

663)  w  =  -wr  oder  irr =  -a«r 

die  allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  elastische  Linie 
ein  Kreisbogen  wird. 

Setzt  man  in  Gleichung  599),  als  allgemeiner  Gleichung  für 
einen  Träger  von  gleichem  Widerstände,  die  Grössen  w  und  wl 
einander  gleich,  so  wird  jene  Gleichung  identisch  mit  Gleichung 
663).     Hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Bei  constanter  Höhe  ist  ein  Träger,  der  unter  Einwirkung 
der  biegenden  Kräfte  nach  einem  Kreisbogen  sieh  krümmt,  zu- 
gleich ein  Träger  von  gleichem  Widerstände  in  Bezug  auf  jene 
biegenden  Kräfte. 

So  z.  13.  hat  der  in  Fig.  467  und  Fig.  468  dargestellte  Träger  von 
gleichem  Widerstände  zugleich  diejenige  Form,  welche  der  Bedingungsgleichung 
<>63)  entspricht;  es  wird  also  unter  Einwirkung  eines  am  freien  Endpunkte 
aufgehängten  Gewichtes  jener  Balken  nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmen. 

Für  den  in  Fig.  464  dargestellten  Fall  nimmt  die  allgemeine 
Bedingungsgleichung  663)  die  Form  an: 

664)    ■£--}. 

Setzt  man  z  =  6,  so  erhält  man  für  den  in  Fig.  465  und 
Fig.  466  dargestellten  Träger  von  constanter  Breite  die  Gleichung: 
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665)     £  =  -f< 

bei  deren  Vergleickung  mit  Gleichung  603)  man  erkennt,  dass 
in  diesem  Falle  die  Form  des  Trägers  von  constanter  Krümmung 
und  die  Form  des  Trägers  von  gleichem  Widerstände  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Die  Senkung  des  Belastungspunktes  kann  für  den  in  Fig.  486 
dargestellten  Balken  von  constanter  Krümmung  nach  der  Gleichung 

der  Kreislinie 
Fig.  486.  p  =  2p*  -  -» 
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....  berechnet  werden.     Wegen  vorauszusetzender 

-  .^  Kleinheit    der    Durchbiegung    darf   in    dieser 

/ x/*  Gleichung  das  Glied  s1  weggelassen,  und    die 

.        .         Grösse  l   als    Länge    des   Balkens   angesehen 
<j     K  werden.    Hiernach  ergiebt  sich  für  die  Senkung 

des  Belastungspunktes  B  der  Werth: 

l2 

666)  «  =  ö-. 

1 P 

Wenn  man  hierin  für  p  den  in  Gleichung 
608)  gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält 
mau  die  Gleichung: 

l2  S 

667)  8  =  5 — rr . 

Für  einen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  ge- 
formten Querschnitt  von  der  Höhe  h  ist  2w  =  h  zu  setzen, 
wird  also: 

668)    s  =  ~y  .  -g- . 

Wenn  man  statt  dessen  in  Gleichung  666)  für  p  den  Werth 
aus  Gleichung  662)  einführt,   und  für  den  coustanten  Quotienten 

X  X 

-yzr-  den  Werth  -~y   substituirt,   welchen   derselbe  an  der  Be- 
festigungsstelle A  annimmt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

•  669)  8==-2%;- 

Bei  dem  Träger  von  constanter  Krümmung  ist  also  die 
Senkung  des  Belastungspunktes  1,5  mal  so  gross  als  bei  dem 
prismatischen  Träger  (Gleichung  620). 
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Fig.  487.      Fig.  488. 
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§.  122. 

Berechnung  der  Federwerke. 

Bei  der  Berechnung  einer  Feder  sind  als  gegebene  Grössen 
zu  betrachten:  die  drei  Grössen  l,  *,  K}  nämlich:  die  Länge  der 
Feder,  und  die  Grösse  der  Durchbiegung,  welche  von  einer  ge- 
gebenen Kraft  K  hervorgebracht  wird  (Fig.  487);  ausserdem  die 

Grösse  des  Elasticitätsmodulus  E,  so  wie 
die  grösste  (zulässige)  Spannung  5,  welche 
bei  jener  Durchbiegung  nicht  überschritten^ 
werden  soll.  Diejenige  Form  ist  als  die 
zweckmässigste  anzusehen,  bei  welcher  der 
Material-Aufwand  möglichst  klein,  und  die 
Biegsamkeit  möglichst  gross  ist.  Die  Feder 
ist  daher,  um  der  ersteren  Bedingung  zu 
genügen,  als  Träger  von  gleichem  Wider- 
stände, und  um  der  letzteren  Bedingung 
zu  genügen,  als  Träger  von  constanter 
Krümmung  zu  construiren.  Da  die  drei- 
eckige Feder  von  constanter  Dicke  beide 
Vorzüge  vereinigt,  so  ist  diese  Form  als  die  zweckmässigste  zu 
wählen.  Die  zu  berechnenden  Grössen  sind  also  die  Dimensionen 
h  und  b  des  rechteckigen  Querschnitts  an  der  Befestigungsstelle 
(Fig.  488).  Erstcre  ist  zu  bestimmen  nach  Gleichung  668),  welche 
für  h  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

670)    *=44- 

Die  Grösse  b  kann  alsdann  nach  Gleichung  593)  berechnet 
werden,  welche  für  b  aufgelöst  die  Form  annimmt 

671)    »„•«. 

Wenn  z.  B.  eine  gussstählerne  Feder  von  400  Millimeter  Länge  so  be- 
schaffen sein  soll,  dass  derselben  durch  eine  Kraft  von  24  Kil.  eine  Durch- 
biegung von  60  Millimetern  ertheilt  wird,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  670), 
wenn  für  Gussstahl  der  Elasticitätsmodulus  E  =  30000,  uud  als  zulässige 
Spannung  pro  Quadratuiillimetcr  6' =  45  Kil.  gesetzt  wird,  für  die  Dicke  der 
Feder  der  Werth: 

45 


,         400* 
Ä==-60~ 


30000 


-  =  4  Millimeter, 
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uud  für  die  erforderliche  Breite  an  der  Befcstigungsstclle  ergiebt  sich  aus 
Gleichuug  671)  der  Werth: 

b  =  — ap%~ai~  =  80  Millimeter. 
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Fig.  490. 


\A 


» 
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Denkt  mau  sich  eine 
Dreieck  -  Feder  auf  die 
iu  Fig.  489  augedeutete 
Art  durch  Parallel- 
Schuitte  iu  Streifen  von 
gleicher  Breite  getheilt, 
hierauf  je  zwei  mit 
gleichen  Ziffern  bezeich- 
nete Theile  zu  einem 
Stücke  vereinigt  und  die 
einzelnen  Stücke  als- 
dann auf  die  in  Fig.  490 
angedeutete  Art  über- 
einander gelegt,  so  er- 
hält man  ein  zusammen- 
gesetztes Feder  -  Werk 
(Fig.  491),  welches  unter 
Einwirkung  einer  am 
freien  Endpunkte  B  an- 
greifenden Kraft  K  in 
jeder  Beziehung  genau 
(nicht    durchschnittene) 


ebenso    sich    verhält    wie    die    einfache 
Dreieck-Feder  B  D  E. 

Denn  der  T heil  A  B  befindet  sich  bei  dem  zusammengesetzten 
Federwerke  Fig.  491  genau  in  demselben  Zustande  wie  bei  der 
einfachen  Dreieckfeder  Fig.  489,  krümmt  sich  also  in  beiden  Fällen 
nach  einem  Kreisbogen  von  demselben  Halbmesser.  Soll  der 
prismatisch  geformte  Theil  A  C  der  oberen  Feder  ebenfalls  nach 
einem  Kreisbogen  von  diesem  Halbmesser  sich  biegen,  so  muss  in 
dem  Punkte  A  eine  aufwärts  gerichtete  Kraft  K  auf  die  obere 
Feder  wirken,  weil  nur  in  diesem  Falle  das  Moment  der  biegen- 
den Kraft  für  alle  Stellen  zwischen  A  und  C  gleiche  Werthe  er- 
hält. Diese  aufwärts  gerichtete  Kraft  K  kann  man  sich  zunächst 
dadurch  hergestellt  denken,  dass  man  das  aus  den  unteren 
Blättern  gebildete  Federwerk  durch  eine  an  dessen  freiem  End- 
punkte A-  nach   uuten  wirkende   Kraft  A'  in   gebogeneu   Zustand 
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versetzt  und  dasselbe  in  diesem  Zustande  unter  die  obere  Feder 
als  Stütze  setzt,  worauf  dann  die  an  der  Stelle  A  für  den 
Gleichgewichtszustand  jedes  der  beiden  Theile  erforderlichen 
Kräfte  K  als  Druck  und  Gegendruck  von  den  beiden  Theilen  auf 
einander  gegenseitig  ausgeübt  werden.  Wenn  man  die  gleiche 
Betrachtung  alsdann  in  Bezug  auf  das  zweite  und  successive  auf 
jedes  der  folgenden  Blätter  wiederholt,  so  findet  man,  dass  jedes 
derselben  nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmt,  und  dass  die 
Halbmesser  dieser  Kreisbögen  genau  dieselbe  Grösse  haben  wie 
bei  demjenigen  Kreisbogen,  nach  welchem  die  einfache  Dreieck- 
Feder  Fig.  489  sich  biegen  würde.  Da  überdies  jedes  einzelne 
Blatt  zugleich  die  Form  eines  Körpers  von  gleichem  Widerstände 
hat,  so  ist  auch  die  Biegungsspannung  an  allen  Stellen  von 
gleicher  Grösse  und  zwar  ebenso  gross  wie  bei  der  ungethcilten 
Dreieck -Feder. 

Anstatt  das  Ende  jedes  einzelnen  Blattes  bei  constanter  Dicke 
dreieckig  zuzuspitzen,  kann  man  annähernd  auch  bei  constanter 
Breite  durch  eine  nach  dem  Endpunkte  hin  abnehmende  Dicke 
den  gleichen  Zweck  erreichen.  Wenn  diese  Abnahme  der  Dicke 
genau  dem  in  Gleichung  665)  enthaltenen  Gesetze  entspricht,  so 
wird  jedes  Blatt  wie  im  vorigen  Falle  nach  einem  Kreisbogen  sich 
biegeu,  und  das  zugeschärfte  Endstück  nur  wenig  abweichen  von 
der  Form  eines  Körpers  von  gleichem  Widerstände. 

Wäre  bei  den  im  vorigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Zablenwerthen 
K  =  120  KU.  (statt  K  =  24  Kil.)  gegeben  gewesen,  so  würden  aus  den 
Gleichungen  670)  und  671)  resp.  die  Wcrthe  h  =  4  Millimeter  und  b  =  400 
Millimeter  sich  ergeben  haben.  Statt  der  einfachen  Dreieck-Feder  von  400mm 
Basis  würde  in  diesem  Falle  ein  auf  die  in  Fig.  490  angedeutete  Art  zusammen- 
gesetztes Federwerk  gleiche  Dienste  leisten ,  bestcheud  z.  B.  aus  4  Blättern 
von  je  100n"n  Breite,  oder  aus  5  Blättern  von  je  80mm  Breite,  oder  aus 
8  Blättern  von  je  öO0"»  Breite. 


Capilel  XXII. 

Zusammengesetzte  Spannungen. 

Widerstand  gegen  Zerknicken. 

Wenn  an  den  beiden  Enden  einer  geradlinigen  prismatischen 
Stange  vom  Querschnitt  F  zwei  gleichförmig  über  die  Endflächen 
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vertheilte  gleich  grosse  Druckkräfte  K  wirken,  so  entsteht  in  der 
Stange  pro  Flächeneinheit  ihres  Querschnitts  eine  Druckspannung: 

672)    5,  =  ~  , 

welche  längs  der  ganzen  Stange  in  jedem  Querschnitte  und  in 
allen  T heilen  dieses  Querschnitts  eine  und  dieselbe  Grösse  hat 
(Fig.  492). 

Angenommen:   die  Stange   würde  auf  irgend  eine  Weise  in 
eine  gekrümmte  Form  gebracht,   und   die   Krümmung  so   lange 

vergrössert,  bis  die  Pfeil- 


Fig.  492. 


K 


c 


Fig.  493. 


K 


A 


—  >.. 
A' 


höhe  der  Biegungscurve 
H  die  Grösse  /  erreicht 
(Fig.  493);  angenommen 
ferner:  die  Stange  würde 
in  diesem  gebogenen  Zu- 
stande der  Wirkung  der 
beiden  Kräfte  K  ausge- 
setzt, und  die  letzteren 
würden  so  lange  ver- 
grössert, bis  dieselben  für 
sich  allein  ausreichen,  die  Stange  in  einem  solchen  gebogenen 
Zustande  zu  erhalten,  bei  welchem  die  Pfeilhöhe  der  Biegungs- 
curve gleich  /  ist.  Die  grösste  Druckspannung,  welche  unter 
diesen  Umständen  in  der  Stange  entsteht,  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  berechnen. 

Die  an  irgend  einer  Stelle  eines  bestimmten  Querschnitts 
stattfindende  Spannung  kann  in  diesem  Falle  angesehen  werden 
als  aus  zwei  Spannungen  zusammengesetzt:  nämlich  aus  der 
gleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  vertheilten  Druck- 
spannung Sx ,  welche  wie  im  vorigen  Falle  aus  Gleichung  672) 
bestimmt  werden  kann,  und  aus  der  in  Folge  der  Krümmung 
an  dieser  Stelle  entstehenden  Biegungsspannung,  welche  von  dem 
Momente  der  biegenden  Kraft  abhängt  und  an  der  concaven 
Seite  der  Krümmung  ebenfalls  eine  Druckspannung  bildet.  Das 
Moment    der    biegenden    Kraft  erreicht   an   der  Stelle  C  seinen 

grössten  Werth: 

673)    SK  =  Kf; 

es  wird  daher  die  in  Folge  der  Biegung  hinzukommende  Druck- 
spannung ebenfalls  an  dieser  Stelle  (und  zwar  an  der  concaven 
Seite)  ihren  grössten  Werth  annehmen.     Setzt  man  in  der  allge- 
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meinen  Gleichung  585)  für  2ß  den  obigen  Werth,  so  erhält  man 
für  diese  allein  von  der  Biegung  herrührende  grösste  Druck- 
spannung S2  die  Gleichung: 

674)  «,  =  !-.  Kf. 

Die  grösste  in  der  Stange  überhaupt  vorkommende  Druck- 
spannung S  ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

675)  S  =  8t  +  S%. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Elasticitätswiderstände  der 
Stange  auf  zwei  verschiedene  Arten  jenen  Druckkräften  K  das 
Gleichgewicht  halten  können:  das  eine  Mal  auf  die  in  Fig.  492 
angedeutete  Art,  bei  welcher  die  hervorgebrachte  Druckspannung 
nur  die  Grösse  St  erreicht;  das  andere  Mal  auf  die  in  Fig.  493 
angedeutete  Art,  bei  welcher  die  grössere  Druckspannung  St  -f-  S2 
entsteht.  Wenn  also  diejenige  Querschnittsgrösse  F  berechnet 
werden  sollte,  bei  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  der  Stange 
jenen  Druckkräften  gegenüber  eine  hinreichende  Grösse  besitzt, 
so  würde  zunächst  die  Frage  entschieden  werden  müssen,  ob 
jene  Druckkräfte  auf  die  erste  oder  auf  die  zweite  Art  die 
Widerstandsfähigkeit  der  Stange  in  Anspruch  nehmen  werden. 
Im  ersten  Falle  würde  in  Gleichung  672)  für  Sl  die  Grösse  der 
zulässigen  Druckspannung  zu  setzen,  und  die  Grösse  F  unmittel- 
bar aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen  sein.  Im  zweiten  Falle 
dagegen  würde  man  dem  Querschnitt  eine  solche  Grösse  zu  geben 
haben,  bei  welcher  erst  die  Summe  der  beiden  Spannungen  &,  und 
S7  die  Grösse  der  zulässigen  Druckspannung  erreicht. 

Bei  langen  dünnen  Stangen  reicht  die  geringste  zufällige 
Krümmung  schon  hin,  um  zu  bewirken,  dass  durch  die  Druck- 
kräfte eine  seitliche  Ausbiegung  hervorgebracht  und  der  Wider- 
stand gegen  Zerknicken  in  Anspruch  genommen  wird.  Wenn  also 
nicht  durch  besonders  günstige  Umstände  —  wie  etwa  durch 
feste  Wände,  welche  die  Stange  von  allen  Seiten  umgeben  und 
die  Form  derselben  geradlinig  erhalten  —  jede  Möglichkeit  einer 
seitlichen  Ausbiegung  ausgeschlossen  ist,  so  wird  man  bei  der 
Querschnittsberechnung  allemal  die  zweite  Methode  vorziehen  und 
der  Sicherheit  wegen  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  jede 
Druckkraft  ausser  der  direct  hervorgebrachten  Druckspannung  St 
noch  eine  Biegungsspannung  S2  erzeugt,  entsprechend  —  nach 
Gleichung  674)  —  dem  grössten  Werthe,  welchen  der  Hebelarm 
/  im  ungünstigsten  Falle  erreichen  kann. 
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Für  diese  Grösse  /  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  oberer 
Grenzwerth  ermitteln,  in  Bezug  auf  welchen  mit  Bestimmtheit 
behauptet  werden  kann,  dass  bei  genügender  Starke  der  Stange 
in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchhiegung  entstehen  kann,  bei 
welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jenen  Grenzwerth  erreichte. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Stange  an  allen  Stellen  gleich  stark 
gekrümmt  —  in  welchem  Falle  also  die  Biegungscurve  ein  Kreis- 
bogen wird  —  und  denkt  man  sich  zugleich  diese  Krümmung  so 
stark,  dass  die  solcher  Krümmung  entsprechende  Biegungs- 
spannung  für  sich  allein  schon  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  so 
würde  offenbar  bei  dem  Hinzutreten  der  gleichförmig  vertheilten 
Druckspannung  Sx  die  Elasticitätsgrenze  überschritten  werden. 
Könnte  durch  die  Druckkräfte  K  ein  solcher  Zustand  der  Stange 
jemals  herbeigeführt  werden,  so  würde  die  Stärke  der  Stange 
jedenfalls  ungenügend  zu  nennen  sein.  Wenn  man  also  die  einer 
solchen  Krümmung  entsprechende  Pfeilhöhe  /  in  Gleichung  674) 
als  Hebelarm  der  Kraft  K  in  Rechnung  bringt,  so  wird  der  aus 
jener  Gleichung  hervorgehende  Werth  von  S2  jedenfalls  grösser 
sein  als  die  Biegungsspannung,  welche  bei  genügender  Stärke 
der  Stange  in  Wirklichkeit  durch  die  Kräfte  K  hervorgebracht 
werden  kann,  und  die  aus  dieser  Annahme  sich  ergebende  Quer- 
schnittsgrösse  F  wird  etwas  grösser  ausfallen  als  in  Wirklichkeit 
erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  Gleichung  570)  dem  Buchstaben  S  die  Be- 
deutung der  „Druckspannung  an  der  Elasticitätsgrenze"  giebt,  so 
bedeutet  ö  das  Verkürzungsverhältniss ,  welches  der  Elasticitäts- 
grenze entspricht.     Man   kann  also  den  gesuchten  Werth  von  / 

aus  Gleichung  667)  berechnen,  indem  man  darin  S  statt  -^-    und 
f  statt  s  substituirt,  woraus  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

676)    /=4J-- 

Wenn  man  diesen  Werth  iür  f  und  ausserdem  den  aus 
Gleichung  672)  für  Ä"  sich  ergebenden  Werth  in  Gleichung  674) 
substituirt,  so  nimmt  letztere  die  Form  an: 

oPF 
2X 


677)     S2  =  .  Sx , 


und   für  die   grösste   Druckspannung  in  der  Stange  ergiebt  sich 
nach  Gleichung  675)  der  Werth: 
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678)    S  =St(l  +  -|*£). 


Wenn   man   die  ganze  Länge  der  Stange  21  =  L  setzt  und 

das  Verhältniss   -=-  mit  n  bezeichnet,   so  erhält  man  für  letztere 

1 
Zahl  die  allgemeine  Gleichung: 

079)    .-{..■+{^. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  Sf  diejenige  Druckspannung, 
welche  ohne  das  Hinzutreten  der  Biegung  in  der  Stange  ent- 
standen sein  würde,  und  die  Verhältnisszahl  n  giebt  an:  wie 
vielmal  die  Druckspannung  vergrössert  werden  kann  durch  das 
Hinzutreten  der  Biegung. 

Die  Zahl  n  giebt  daher  zugleich  an:  den  wievielten  Theil 
von  der  sonst  zulässigen  Druckspannung  man  als  Belastung  für 
jede  Flächeneinheit  des  Querschnitts  als  zulässig  in  Rechnung 
bringen  darf,  wenn  die  Stange  eine  genügende  Widerstands- 
fähigkeit gegen  das  Zerknicken  besitzen  soll. 

Wenn  man  die  Werthe  des  Coefficienten  ö  aus  der  Tabelle 
des  §.  113  bestimmt  und  in  Gleichung  G79)  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichungen  resp.  für: 

15 

Gusseisen:        6*  =    imnr7?       680)     n  =  1  -f- 

15 

Schmiedeisen :  ö  =  -öTvt^jtt  i       681)     n  =  1  -f- 

"0lz :  Ö  =  -lW '       °82)    •  =  *  +  TS* 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  %  das  Trägheitsmoment  der 
Querschnittsfläche  in  Bezug  auf  diejenige  Schwerpunktsachse, 
welche  rechtwinkelig  zur  Biegungs- Ebene  steht,  d.  h.  recht- 
winkelig zu  derjenigen  Ebene,  in  welcher  eine  Biegung  der  Stange 
am  leichtesten  hervorgebracht  werden  kann. 

Wenn  z.  B.   der  Querschnitt  ein  Rechteck,   und  II  die  grössere,  B  die 

HB3 

kleinere  Seite  desselben  ist,  so  würde  X  =     -r^~   zu  setzen  sein ;   wenn  da- 

1« 

B  H3 

gegen  II  die  kleinere,  B  die  grössere  Seite  wäre,  so  würde  X  =  — ^ —    zu 

F  B II  12 

setzen  sein.      Für  letzteren  Fall   würde  man  also    -xr  =    .    T>  iro  ="  ttö 

j£  TV  B  H*  Hz 

zu  substituiren  haben  und  die  Gleichungen  erhalten  resp.  für: 


1 

FL1 

5333 

X 

1 

FD 

10666 

% 

1 

FL1 

512  Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXII.    §.  123. 

Gusseisen:        683)    n  =  1  +  0,00225  f^Y 
Schmiedeiseu :  684)    n  =  1  +  0,001125  Uj^l 

Holz:  685)    n  =  1  +  0,0027  (-g-V 

aus  denen  sich  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe  ergeben: 

-g-  =    10  20  30         40         50 

Gusseisen:  n  =  1,225        1,9       3,025       4,6      6,625 

Schmiedeisen:    n  =  1,1125      1,45      2,0125       2,8     3,8125 

Holz:  n  =  1,27         2,08        3,43       5,32      7,75. 

Setzt  man  als  zulässige  Druckspannung  für  Schmiedeisen  S  =  6  Kil.,  so 
würde  z.  B.  eine  parallelepipedische  schmiedeiseme  Stange,  deren  kleinere 
Querschnitts-Dimensionen  H  den  zwanzigsten  Theil  der  Länge  L  betragt,  nur 
mit  dem  Gewichte: 

Ä,  =  —  =  -^-  =  4,14  Kil. 
1         n  1,45         ^ 

für  jeden   Qnadratmillimeter  des  Querschnitts   belastet  werden  dürfen;    und 

wenn  z.  B.  H—  10mB\  B  =  40mm  ist,  so  würde  die  Druckkraft  K  (Fig.  493) 

die  Grösse 

K  =  F .  St  =  400  .  4,14  =  1656  Kil. 

nicht  überschreiten  dürfen,  wenn  noch  hinreichende  Sicherheit  gegen  das  Zer- 
knicken vorhanden  sein  soll. 

Wenn  die  Querschnittsfläche   in   der  Differenz   zweier  Rechteckflächen 

besteht  (Fig.  454),  so  ist  -j=r  =    t   n  „* .  ,  , ,   zu  setzen,  und  die  für 

£  l'-y  IS  i±  *  —  -fa  0  n* 

Schmiedeisen  gefundene  Gleichung  681)  nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an: 

686)    n  =  1  +  0,001125  i|^f^-J^-  . 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B.  für  eine  quadratische  schmiedeiserne  Röhre, 
deren  Wandstarke  Vjt  der  äusseren  Dicke  beträgt,  die  Gleichung: 

k2 


687)    n  =  1  +  0,00062  i^\ 


und  wenn  zugleich  die  äussere  Dicke  II  gleich  dem  zwanzigsten  Theile  der 
Länge  L  ist,  so  wird: 

n  =  1,248. 

Eine   solche  Röhre  würde  also  unter  den  obigen  Voraussetzungen  nur   mit 
dem  Gewichte: 

Si  =  w  =  4'8  Kil- 

pro  Quadrat millimet er  ihres  Querschnitts  belastet  werden  dürfen. 

Für  eine  runde  schmiedeiserne  Röhre  vom  äusseren  Durchmesser  D  nnd 

F  *  (D*  -  rf«)  16 

vom  inneren  Durchmesser  d  würde  -=r  =  -- =     »k,    . — =r-    zu 

X         ^(7)4_rf4)  />>  +  <** 
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MB 


setzen  sein,  und  ersieht  sich  nach  Gleichung  681)  der  Wertli: 

G88)    n  =  1  +  0,0015  (  j,^^  )  • 

Setzt  man  hierin  -jr  =  0,9  und   -=r  =  20,  so  wird  w  =  1,3315  und 
S,  =  4,5  Kil. 

Für  d  =  0  und  ^-  =  20  dagegen  wird  n  =  1,6  und  5,  =  3,75  Kil. 


Fig.  494. 


Denkt  man  sich  in  Fig.  493  die  eine  Hälfte 
der  Stange  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen,  so 
findet  man,  dass  dadurch  in  dem  Spannungszustande 
der  anderen  Hälfte  —  folglich  auch  in  der  hei  C 
stattfindenden  grössten  Druckspannung  —  keine 
Aenderung  hervorgebracht  werden  würde.  Die  all- 
gemeine Gleichung  679)  gilt  daher  auch  für  den  in 
Fig.  494  dargestellten  Fall,  und  wenn  man  wiederum 
L  =  21  setzt,  so  erhält  man  für  diesen  Fall  die 
Gleichung: 

G89)    »-  l  +  {4£-. 

Für  eine   massive   runde  schmiedeiserne  Stange,  deren 

Länge  BC  =  /  das   Zwanzigfache  des  Durchmessers  betrügt, 

•4  6 

wttrde  also  in  diesem  Falle  n  =  3,4  und  Sx  =  -s-r-  =  1,76  Kil. 

zu  setzen  sein;  und  wenn  der  Querschnitt  der  Stange  z.  li.  100  Quadrat- 
millimeter  enthielte,  so  wflrde  hei  der  in  Fig.  494  dargestellten  Hcfestigungs- 
weise  nur  eine  Belastung  K  =  176  Kil.  als  zulässig  zu  betrachten  sein 
(während  dieselbe  Stange  bei  der  in  Fig.  493  dargestellten  Itelastungsweisc  ein 

Gewicht   K  =   375    Kil.    mit    hinreichender   Sicherheit 

tragen  würde). 

Wenn  an  dem  freien  Ende  der  Stange  ausser 
der  parallel  zur  Richtung  derselben  wirkenden 
Kraft  K  noch  eine  rechtwinkelig  zu  derselben 
gerichtete  Kraft  P  wirkt  (Fig.  495),  so  setzt 
sich  die  grösste  in  der  Stange  vorkommende 
Druckspannung  an  der  Befestigungsstelle  C  aus 
drei  Spannungen  zusammen,  von  denen  die  beiden 
ersten  wie  im  vorigen  Falle  zu  bestimmen  sind, 
wahrend  für  die  von  der  Kraft  P  hervorge- 
brachte dritte  Spannung  <S3  aus  Gleichung  585) 


Fig.  4Sa. 


<m*m%wv 


der  Werth  sich  ergiebt: 

690) 

Ritter,  Mechanik. 


s. 


-w-  pi 

z 
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Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXII.    §.  123. 


Betrachtet  man  die  Kräfte  K  und  P  als  Seitenkräfte  der 
den  Winkel  a  mit  der  Stangenrichtung  einschliessenden  Kraft  /?, 
und  setzt  man  P  =  K  tg  a,  oder  [da  nach  Gleichung  672) 
K  —   üx  F  ist]   P  =  /S,  Fig  a,   so  erhält  man  die  Gleichung: 

691)     £3  =  °      .  Sr 

Um  die  zulässige  Grösse  der  Kraft  R  zu  bestimmen,  hat 
man  die  Summe  der  drei  Spannungen  Sx  (Gleichung  672),  S2 
(Gleichung  677),  S2  (Gleichung  691)  gleich  der  zulässigen  Span- 
nung S  zu  setzen  und  erhält  dann  für  das  Verhältniss  der 
letzteren  zur  ersteren  die  Gleichung: 


am\  S  1    i     Fl    ( 8     i     w  *      \ 

692)    m  =  ^.  =  !  +  __(_  +  TtgaJ. 

Wenn  man  aus  dieser  Gleichung  die  Grösse  S,  berechnet 
hat,  so  kann  man  die  Grösse  R  aus  Gleichung  672)  bestimmen, 
indem  man  darin  für  K  den  Werth  R  cos  a  substituirt,  woraus 
sich  die  andere  Gleichung  ergiebt: 

693)    R  =  ~!- . 
7  cos  a 

Setzt  man  z.  B.  a  =  45°,  so  erhält  man  für  eine  runde  schmiedeiserne 

Stange,  deren  Länge  das  Zwanzigfache  des  Durchmessers  betrugt,  aus  Glei- 

ß 

chung  692)  n  =  1G3,4,  also  £,  =  ^-r  =  0,0367  Kil.   und   nach   Gleichung 

loo,4 

693)  i*  =  F.0,052;  also  z.B.  für F=  l00ODn,m 
wird  Ä  =  52  Kil. 


Fig.  496. 


Fig.  497. 


B 


K 


Für  deu  Fall,  dass  statt  der  einzel- 
nen Kraft  P  ein  Kräftepaar  vom  Mo- 
a—P    mente  ÜW  =  Ka  an  dem  freien  Ende 
der  Stange  wirkt  (Fig.  496),  hat  man 
£  nach  Gleichung  585): 


C 


S 


695)    n  =  y=l  + 


694)     S8  =  -£-Ka 

zu  setzen  und  im  Uebrigen  die  Grösse 
n  wie  beim  vorigen  Falle  zu  bestimmen. 
Setzt  man  nach  Gleichung  672)  K=  FS^ , 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

FV 


^G  +  CtHt)]- 


welche  auch  für  den  in  Fig.  497  dargestellten  Fall  gültig  ist,  da 
man  durch   Hinzufügung  der  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  Ä" 
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in  dem  Punkte  B  ein  Kräftepaar  vom  Momente  Ka  und  ausser- 
dem eine  im  Punkte  B  angreifende  Einzelkraft  K  erhält. 

Wenn  z.  B.  bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Werthen  -y  =  -gg 


gesetzt  wird,  so  erhält  man  n  =  9,8  und  Sx  = 


9,8 


=  0,612    und    als    zu- 


lässige Belastung  des  Punktes  D  (Fig.  497)  die  Grösse  Ä'=  F.Sy  =  612  KU. 
Wenn  die  Stange  aus  einem  Material  besteht,  für  welches 
die  zulässige  Zugspannung  kleiner  ist  als  die  zulässige  Druck- 
spannung (wie  z.  B.  bei  dem  Gusseisen),  so  würde  man  bei  allen 
diesen  Fällen  der  Sicherheit  wegen  ausserdem  noch  zu  unter- 
suchen haben,  ob  bei  dem  vorauszusetzenden  ßiegungszustande 
der  Stange  die  an  der  convexen  Seite  der  Biegungscurve  bei  der 
Befestigungsstelle  C  entstehende  grösste  Zugspannung  die  für 
letztere  als  zulässig  anzunehmende  Grösse  nicht  überschreitet. 

§.  124. 

Widerstand  gegen  Abscheerung. 

Denkt  man  sich  die  an  den  festen  Punkten  A  und  B  be- 
festigten  beiden   rechtwinkelig   zu  einander  gerichteten  Stangen 

A  C  und  B  C  (Fig.  498) 
Fig.  498.  Fig.  499.  durch    einen    Gelenk- 

bolzen C  mit  einander 
verbunden ,  und  an 
diesem  Verbindungs- 
punkte ein  Gewicht  K 
aufgehängt,  so  ent- 
steht in  der  Stange 
A  C  der  Zug  -  Wider- 
stand 

696)    Z  =  K  cos  a 

und    die   Stange   BC 
leistet    den    Druckwi- 
derstand : 
697)     D  =  tfsin  a. 

In  Folge  der  mit  diesen  Spannungen  verbundenen  Längen- 
änderungen der  beiden  Stangen  senkt  sich  der  Belastungspunkt 
um  eine  Grösse  o  (Fig.  499),  welche  als  aus  zwei  Theilcn 
ot  und  o2  zusammengesetzt  angesehen  werden  kann.  Den  ersten 
Theil  o,  findet  man,   indem  man  annimmt,   dass  nur  die  Stange 

33* 
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Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXII.    §.  124. 


Fig.  600. 


Fig.  m. 


AC  ihre  Länge  ändert  (Fig.  500),  den  anderen  Theil  oÄ,  indem 
man    annimmt,    dass   nur  die  Stange    BC  ihre    Länge    ändert 

(Fig.  501).  Es  soll  an- 
genommen werden,  dass 
die  Querschnittsflächen 
der  Stangen  resp.  den 
von  ihnen  zu  leistenden 
Widerständen  Z  und  D 
proportional  gewählt  wur- 
den, dass  also  die  Span- 
nung pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  in  bei- 
den Stangen  dieselbe 
Grösse  hat.  In  diesem 
Falle  ist  das  Verlänge- 
rungs  -  Verhältniss  der 
Stange  A  C  ehenso  gross  wie  das  Verkürzungsverhältniss  der 
Stange  BC;  wenn  also  dieses  Verhältniss  mit  8  bezeichnet  wird, 
so  ist: 


698) 


„  C  Cj     (v  Oj 


A  C  B  C 

Da  die   Längenänderungen  als   verhältnissmässig  sehr  kleine 
Grössen  zu  betrachten  sind,  so  kann  nach  Fig.  500  gesetzt  werden: 

l 


699)     o,  =  C  C\  .  cos  a  =  ö  .  A  C .  cos  a  =  8 


sin  a 


.  cos  a 


und  aus  Fig.  501  ergiebt  sich  für  die  Senkung  o,  der  Werth: 

700)     o,  =  C  C\  .  sin  a  =  8  .  B  C .  sin  a  =  8  . .  sin  a. 

2  *  cos  a 

Durch   Addition   dieser  beiden   Grössen   erhält  man   für  die 
totale  Senkung  den  Werth: 

~t\+  v  ^  i  f  cos  a     ,     sin  a  \  2  8  l 

701)     a  =  Zll-. )  =  -^—= — . 

V  sin  a  cos  a  7  sin  2  a 


sin  a  cos  a 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  a  =  45°  ist,  wird  also: 

702)    o  =  2  8  l. 

Wie  in  Fig.  498  die  Klasticitäts  -  Widerstände  der  beiden 
Stangen  AC  und  BC,  so  kann  man  sich  die  Zug-  und  Druck- 
Widerstände  der  gezogenen  und  gedrückten  Fasern  wirkend  vor- 
stellen  in   einem   sehr  kurzen  Balkenstücke  A  B  CD  (Fig.  502), 
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Fig.  Ö02. 


h 


welches  am  einen  Ende  in  einer  festen  Wand  befestigt,  einer  am 
anderen  Ende  wirkenden  absei  leeren  den  Kraft  ausgesetzt  ist. 
Man  kann  sich  dieses  lialkenstück  /erlegt 
denken  in  parallele  Streifen,  deren  Rich- 
tung den  Winkel  a  mit  der  Verticalcn  cin- 
schliesst,  und  annehmen,  dass  in  diesen 
Streifen  Zugspannungen  entstehen,  während 
gleichzeitig  in  einer  Richtung  recht- 
winkelig zu  ihrer  Längenrichtung  Druck- 
spannungen in  diesen  Streifen  hervorge- 
bracht werden.  Das  Zusammen  wirken  dieser 
Zug-  und  Druck  -  Widerstünde  kann  man 
sich  in  ähnlicher  Weise  geschehend  vor- 
stellen, wie  wenn  jeder  von  den  gezogenen 
Streifen  an  seinem  Endpunkte  unterstützt 
wäre  durch  einen  rechtwinkelig  zu  ihm  ge- 
richteten gedrückten  Streifen,  dessen  Material  zugleich  einen 
Thcil  des  in  den  unterhalb  liegenden  gezogenen  Streifen  ent- 
haltenen Materials  bildet. 

Wenn  die  verticale  Endfläche  eines  der  gezogenen  Streifen 
mit  e  bezeichnet  wird,  so  ist  e  sin  a  der  Querschnitt  des  ge- 
zogenen, und  e  cos  a  der  Querschnitt  des  zugehörigen  gedrückten 
Streifens.  Wenn  ferner  mit  S  die  auf  jede  Flächeneinheit  der 
verticalcn  Endfläche  wirkende  abscheerende  Kraft  bezeichnet 
wird,  und  resp.  mit  j,  b  die  in  den  gezogenen  und  gedrückten 
Streifen  entstehenden  Zug-  und  Druckspannungen  pro  Flächen- 
einheit, so  nehmen  die  Gleichungen  696)  und  6'J7)  für  diesen 
Fall  die  Form  au : 

is  a ,     b  .  e  cos  a  =  S  e  .  sin  a ,     oder 


!■ 


1  = 


tga 


b  =  8 .  tg  a 


Die  Grössen  \  und  b  hängen  also  ab  von  der  willkürlich  an- 
genommenen Grösse  des  Winkels  a.  Mau  darf  voraussetzen,  dass 
in  Wirklichkeit  die  gezogenen  und  gedrückten  Fasern  solche 
Richtungen  annehmen,  hei  welchen  für  die  Zug-  und  Druck- 
spannungen  in   denselben   gleiche  Grössen   sich  ergehen.     Unter 

dieser  Voraussetzung  würde  - —  =  tg  a  oder  *  =  45"  ; 

Uta 
sein  und  wird: 


tga 
703)    |«ß  = 


b. 
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Zugleich  kann  in  diesem  Falle  die  Senkung  der  Endfläche  nach 
Gleichung  702)  bestimmt  werden,  wenn  wiederum  der  Quotient 
—  =  S   gesetzt  -wird,  oder  aus  der  Gleichung: 

704)     ,  =  jAl, 

welche    zeigt,     dass    diese     der     Abscheerungsspaimuiig    S    ent- 
sprechende Verschiebung  doppelt  so  gross  ist  als  die  der  Längs- 
Spannung  8  entsprechende  Verlängerung  des  Balkens  sein  würde. 
Wenn   die   ganze   Endfläche   mit  F,   und   die   ganze   auf  die 
Endfläche   wirkende  abscheerende    Kraft   mit  K  bezeichnet   wird 
(Fig.  503),  so  ist  K  —  SF  zu  substituiren ,  und 
Fig.  503.        man  erhält  die  Gleichungen: 

705)     a  =  2  -|^     und     706)    j  =  -^  =  b, 

deren   letztere    zeigt,   dass   die    von   der   auf  Ab- 
sei) eerung    wirkenden    Kraft   K    hervorgebrachten 
Zug-  und  Druckspannungen  dieselbe  Grösse  haben, 
wie  wenn  diese  Kraft   K  iu  horizontaler  Richtung 
wirkend    den    Balken     in     seiner    Längen r ichtun g 
spannte,    in  welchem  Falle  ebenfalls  pro  Flächen- 
einheit des  Querschnitts  die  Spannung  6'  =  —==- 
in  demselben  entstehen  würde.   Hieraus  folgt  z.  B. 
in  Bezug  auf  die   in   Fig.  465  und  Fig.  468   dar- 
K-SF    gestellten    Formen     eines    Trägers    von    gleichem 
Widerstände:    dass    der   Querschnitt   des   Balkens 
nach    dem    Endpunkte   hin    nicht    bis   auf   die    Grösse   Null   ab- 
nehmen darf,  sondern  nur  bis  auf  diejenige  Grösse; 

707,     *-=-§-, 

bei  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  des  Balkens  gegen  die  ab- 
scheerende Wirkung  der  am  freien  Ende  desselben  angreifenden 
Kraft  K  noch  eine  hinreichende  Grösse  behält. 

Zur  vollständigen  Lösung  der  in  §.  116  behanddt.cn  Aufgabe,  betreffend 
die  Maximal  spammnK  im  gebogenen  Balken,  wurde  noch  erforderlich  sein  in  unter- 
suchen: nach  welchem  Gesetze  die  Abscbeerungskraft  V  =  K  (Fi)/.  453)  auf 
die  Qucrscliiiittsfiärfii.1  des  Balkens  sich  verthuilt,  und  auf  welche  Weise  die 
in  jedem  Querschnitte  durch  die  absoheerende  Wirkung  der  Kraft  K  hervor- 
gebrachten Zug-  und  Druckspannungen  mit  den  der  bügenden  Wirkung  dieser 
Kraft   entsprechenden   horizontalen  liieyuu^sspannungeii   zu  den  resultirendcn 
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Spannungen  sich  zusammensetzen.  Es  zeigt  sich  indessen  bei  diesen  Unter- 
suchungen, dass  die  auf  solche  Weise  zu  bestimmenden  wirklichen  Maximal- 
spannungen in  den  meisten  Fällen  nur  um  Weniges  grösser  sind  als  die  in 
§.  116  gefundenen  Werthe,  und  dass  bei  einem  prismatischen  Balken,  dessen 
Länge  gross  ist  im  Vergleich  zu  dessen  Querschnittsdimensionen  in  der  Regel 
die  abscheerende  Wirkung  der  biegenden  Kraft  ganz  unberücksichtigt  gelassen 
werden  darf. 

Die  Gleichung  707)  kann  auch  benutzt  werden  zur  Be- 
stimmung der  erforderlichen  Querschnittsflächen  der  Niete  bei 
Blechverbindungen,  wobei  zu  unterscheiden  ist  zwischen  dem 
Falle,  in  welchem  bei  etwa  erfolgender  Trennung  der  Verbindung 
eine  Abscheerung  des  Nietes  längs  einer  Querschnittsfläche,  und 
dem  Falle,  in  welchem  eine  Abscheerung  längs  zwei  Querschuitts- 
flächen  zugleich  entstehen  würde  —  wie  z.  B.  bei  der  in  Fig.  504 

dargestellten  Verbindung. 
Fig.  504.  Iu     letzterem    Falle    ist 

die    erforderliche    Quer- 

K   schnittsfläche  des  Nietes 

rfiüHKl — IÜÜMI  :*   zu    berechnen    aus    der 

Gleichung : 

2  FS  =  K, 
und  für  die  Grösse  d,  als  erforderlichen  Durclunesser  des  Nietes 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 


m    mm 


708)    2  .  -J-  d2  .  S  =  K    oder     d  =  } 


2K 


4  ~  ~  f      S  TZ 

in  welcher  für  die  zulässige  Spannung  S  im  Allgemeinen  ein 
etwas  kleinerer  Werth  in  Rechnung  zu  bringen  ist,  als  bei 
Stangen,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  gezogen  werden,  inso- 
fern die  oben  gemachte  Voraussetzung :  dass  die  abscheerende 
Kraft  gleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  sich  vertheilt,  hier 
nicht  in  aller  Strenge  zutrifft. 

Setzt  man  z.  B.  K  =  1000  Kil.  und  als  zulässige  Abcheerungsspannung 
für  Schmiedeisen  £  =  4  Kil.  pro  Quadratmillimeter,  so  erhält  man  als  er- 
forderlichen Durchmesser  des  Nietes: 


d=V 44^?-  =  12,6  Millimeter. 
'      4 ,  o,14 


Selbstverständlich  ist  in  solchen  Fällen,  wo  mehrere  in  einer  Reihe  be- 
findliche Niete  an  dem  Widerstände  gegen  die  abscheerende  Kraft  sich  be- 
theiligeu,  für  K  derjenige  Bruchtheil  der  ganzen  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen, 
welcher  bei  der  Vertheilung  auf  das  einzelne  Niet  fallt.  . 
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§.   125. 

Widerstand  gegen  Torsion. 

Die  Gültigkeit  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichungen  beschränkt  sich  auf  solche  Fälle,  in  denen  die  Länge 
l  des  aus  der  festen  Wand  hervorragenden  ßalkenstücks  oder 
Riechstreifens  (Fig.  Ö03)  eine  sehr  geringe  Grösse  hat,  und  die 
gleichzeitig  entstehenden  Biegungsspan uungen  in  Folge  dessen 
nicht  in  Betracht  kommen.  Wenn  man  sich  dagegen  jenen  Blech- 
st reifen  kreisförmig  in  sich  zurücklaufend  zu  einer  Röhre  umge- 
formt denkt,  wobei  jede  von  den  auf  die  einzelnen  Flächenein- 
heiten der  Kndiläche  wirkenden  Abscheerungskräften  S  nunmehr 
eine  in  tangentialer  Richtung  an  der  ringförmigen  Endfläche 
wirkende    Kraft  bildet  (Fig.  505),  so  findet  man,  dass  in  diesem 

Falle  die  Gleichungen  703)  und 
Hg.  dOfi.  704)  fQr   je(]e   beliebige  Länge 

der  Röhre  gültig  bleiben.  Denn 
wenn  man  sich  die  ganze  Röhre 
in  unendlich  kurze  Stücke  von 
gleicher  Länge  zerlegt  denkt, 
so  zeigt  es  sich,  dass  jedes 
einzelne  von  diesen  Ringstücken 
genau  in  demselben  Zustande 
wie  jedes  der  übrigen  sich  be- 
findet, dass  also  die  ganze  Ver- 
schiebung der  Endfläche,  als 
Summe  der  unendlich  kleinen 
Verschiebungen,  welche  für  jeden  einzelnen  Ring  nach  §.  124  sich 
ergeben  würden,  unmittelbar  aus  Gleichung  704)  bestimmt  werden 
kann,  wenn  man  darin  für  /  die  ganze  Länge  der  Röhre  setzt. 
Für  den  der  Abscheerungsspannung  8  entsprechenden  Verdrehungs- 
winkel  <p  ergiebt  sich  hiernach  die  Gleichung: 

S 
709)     3  =  #.<p  ==  2   -g-  Z. 

welche  zeigt,  dass  bei  gegebener  Länge  der  Röhre  die  einem  be- 
stimmten Yerdrehuugswinkel  der  Endfläche  entsprechende  Ab- 
scheerungsspannung 8  dem  Halbmesser  R  proportional  ist. 

Wenn  also  bei  einem  massiven  Cylinder.  dessen  eine  End- 
fläche an  einer  festen  Wand  befestigt  ist,  die  freie  Endfläche 
um    einen    bestimmten   Winkel  *$   verdreht  wird,    so  entstehen  in 
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Fig.  507. 


den  einzelnen  Hohlcylindern,  aus  welchen  man  sich  den  massiven 

Cyliuder  zusammengesetzt  denken  kann,  Abscheeruugsspannungen 

von   verschiedenen   Grössen,   deren   Verhiiltniss   gleich   dem  Ver- 

hältniss  der  Halbmesser  dieser  llohlcylinder  ist,  und  wenn  mit  8 

die  Ahscheerungsspannung  pro  Flächeneinheit  in  der  Querschnitts- 

_  fläche  des  llohlcy  linders  vom  Halbmesser 

Hg.  ö06\  ?  bezeic|inet  wird  (Fig#  506^  w  ist: 

710)     -g  =   j^     oder    *  =  -^  .  p . 

Sil  n  '/K        X       \v 
S  II      l/\    ..,-.  \v      \\     Diese   Spannung  8  bildet  zugleich  den  in 

jeder  Flächeneinheit  dieser  ringförmigen 
Querschnittsfläche  auftretenden  tangential 
gerichteten  Widerstand,  welcher  der  Ver- 
drehung des  Cylinders  entgegenwirkt.   Der 

in   einem    Flächentheilchen  /  dieser  Ringfläche   auftretende  Tor- 

sionswiderstaud  (Fig.  507)  ist  also: 

und  das  statische  Moment  dieses  Wider- 
standes in  Bezug  auf  die  Achse  des  Cy- 
linders ist: 

712)    sfp  =  ±ff*. 

Das  Moment  SBl  eines  auf  die  freie  End- 
fläche des  Cylinders  wirkeudeu  Kräftepaares, 
welches  diese  Verdrehung  hervorbringen  (oder  den  Cylinder  in 
diesem  Torsionszustande  erhalten)  soll,  muss  gleich  der  Summe 
der  statischen  Momente  aller  der  in  den  einzelnen  Flächen- 
theilchen der  ganzen  Querschnittsfläche  auftretenden  Torsions- 
widerstände sein,  also  ist: 

713)    Ü»  =  2(4/P2) 

oder,  da  die  Grösse  -w-  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter 
dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  ist: 

714)     ÜH  =  -|-2(/pJ). 

Wenn  man  die  Grösse  £(/ps)  als  Trägheitsmoment  der  Quer- 
schnittsfläche in  Bezug  auf  die  geometrische  Achse  des  Cylinders 
mit  I0  bezeichnet,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 
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7i5)    <m  =  -gX0. 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  von  dem  Kräftepaare  ÜR 
hervorgebrachte  grösste  Abscheerungs- Spannung  S  berechnen, 
welche  zugleich  (nach  Gleichung  703)  mit  den  grössten  in  dem 
ganzen  Cylinder  vorkommenden  Zug-  und  Druckspannungen  ihrer 
Grösse  nach  übereinstimmt. 

Um  ferner  den  von  diesem  Kräftepaare  hervorgebrachten 
Torsionswinkcl  cp  zu  bestimmen,  hat  man  den  aus  obiger  Gleichung 
für  S  sich  ergebenden  Werth: 

716)      "  R 


S  = 


.SR 


in  Gleichung  709)  zu  substituiren ,   welche  alsdann  für  <p  aufge- 
löst, die  Form  annimmt: 

717v  2  3R  l 

Für   einen   Hohlcyliuder    vom    äusseren    Halbmesser  R    und 
inneren  Halbmesser  r  würde  nach  Gleichung  438)  I0  =  -£(Ä4 —  r4} 

IT 

zu  setzen  sein;   für  deu  massiven  Cylinder  dagegen  %Q  =  -h-ä4. 

Wenn   man   den  letzteren   Werth  in   Gleichung  716)   substituirt, 
so  nimmt  dieselbe  für  R  aufgelöst  die  Form  an: 

Fig.  508. 


718)    R 


—  1/M 


und  kann  in  dieser  Form  be- 
nutzt werden  zur  Berechnung 
des  erforderlichen  Durchmes- 
sers einer  Welle,  deren  Tor- 
sionswiderstand durch  zwei 
gleiche  entgegengesetzt  dre- 
hende Kräftepaare  vom  Mo- 
mente 9R  —  Ka  =  Pb  in  Anspruch  genommen  wird,  und 
welche  unter  Einwirkung  dieser  beiden  einander  im  Gleichgewicht 
haltenden  Drehkräfte  eine  gleichförmige  Drehbewegung  ausfuhrt 
(Fig.  508). 

Wenn  z.  B.  K  =  1000  Kil.,  o  =  400"""  und  (als  zulässige  Abscheerungs- 
spannung  für  Schmiedeisen)  5  =  4  Kil.  gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich  für  den 
erforderlichen  Durchmesser  der  Werth: 
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3      ._ 

I)  =  2R  =  2 y  — ^7: j^-  =  80  Millimeter, 

welcher  unabhängig  ist  von  der  Länge  der  Welle.  Der  Torsionswinkel  da- 
gegen hängt  ab  vom  Abstände  der  Drehuugsebenen  der  beiden  Kräftepaare 
von  einander,  und  wenn  man  z.  13.  1=  10000mtu  setzt,  so  erhält  man  aus 
Gleichung  709)  für  <p  deu  Werth: 

2SI  2.4. 10000         nl      .  w  ,9,  J(< 

*  =  W  =     40.20000     =  0jl   0(Ut   *  =  5°  ^  *  • 

Nach  Gleichung  360)  kann  für  das  Moment  des  treibenden 
(oder  des  widerstehenden)  Kräftepaares  auch  der  Werth  gesetzt 
werden  (für  den  Millimeter  als  Längeneinheit): 

stt>  _  K     60^75000 

H  2  TZ 

worin  n  die  Umdrehungszahl  der  Welle  pro  Minute  und  N  die 
von  dem  treibenden  Kräftepaare  auf  die  Welle  übertragene 
mechanische  Arbeit  in  Pferdekräften  ausgedrückt  bezeichnet. 
Wenn  mau  diesen  Werth  in  Gleichung  718)  substituirt,  so  erhält 

man  für  den  Durchmesser  der  Welle  die  Gleichung: 

3 

N 

Eine  schmiedeiserne  Welle  z.  B. ,  welche  in  jeder  Minute  100  Um- 
drehuugcn  macht  und  dabei  eine  mechanische  Arbeit  von  50  Pferdekräften 
von  einer  Welle  auf  die  andere  überträgt,  muss  den  Durchmesser  erhalten : 

a 


719)    D  =  2  K  =  154  Y 


D  =  154  t/jQÖ^I  =  ^  MiUimcter- 


Capilel  SXJU 

Berechnungen  von  Dach-  und  Brucken- 

Constractionen. 

§•  126. 
Methode  der  statischen  Momente. 

Die  Biegungs-Spannungen,  welche  in  einem  an  seinen  beiden 
Endpunkten  unterstützten  Balken  durch  eine  gleichförmig  über 
die  Länge  desselben  vertheilte  Belastung  hervorgebracht  werden, 
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sind  immer  ungleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  desselben 
vertheilt.  Während  bei  Zunahme  der  Belastung  die  Spannung 
der  am  weitesten  von  der  Neutralen  entfernten  Faser  schon  die 
Klasiicitätsgrenze  erreicht,  befinden  sich  die  iu  der  Nähe  der 
Neutralen  liegenden  Fasern  noch  in  Spannungszuständen ,  bei 
welchen  die  Widerstandsfähigkeit  des  in  ihnen  enthaltenen  Mate- 
rials nur  theilweise  in  Anspruch  genommen  wird.  Wenn  also 
das  zum  Tragen  der  Belastung  bestimmte  Material  in  Form  eines 
massiven  Tragbalkens  verwendet  wird,  so  ist  die  Material- 
verwendung insofern  eine  ungünstige  und  unvorteilhafte  zu 
nennen:  nls  auf  diese  Weise  niemals  die  volle  Ausnutzung  der 
ganzen  Widerstandsfähigkeit  des  Verwendeten  Materials  zu  er- 
reichen ist. 

Diesen  Uebelstand  kann  man  dadurch  vermeiden,  dass  man 
den  massiven  Tragbalken  ersetzt  durch  ein  System  von  geradlinigen 
Stangen,  die  auf  solche  Weise  mit  einander  verbunden  sind,  dass 
in  jeder  Stange  nur  Zug-  oder  Druckspannungen  —  niemals  aber 
Bieguugsspannungen  —  entstehen  können.  Die  letztere  Bedingung 
lässt  sich  dadurch  erfüllen,  dass  je  zwei  Staugen.  da  wo  sie  zu- 
sammentreffen, durch  einfache  Geleukbolzen  (Scharniere)  mit  ein- 
ander verbunden,  und  ausschliesslich  diese  Gelenkpunkte  als  Be- 
lastungspunkte gewählt  werden.  Denn  wenn  man  sich  in  einer 
solchen  Stangen -Verbindung  irgend  eine  (als  gewichtlos  zu  be- 
trachtende) Stange  durchschnitten  denkt  und  an  jeder  Schnitt- 
stelle eine  Kraft  hinzugefügt,  welche  den  früheren  Gleichgewichts- 
zustand wieder  herstellt,  so  fällt  diese  Kraft  stets  mit  der 
Längenrichtung  der  Stange  zusammen,  da  sie  andernfalls  die 
Stange  um  den  Uelenkpunkt  drehen  würde  (vergl.  Fig.  194).  Die 
Spannung  einer  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  gezogen 
oder  gedrückt  wird,  vertheilt  sich  gleichförmig,  sowohl  über  die 
Querschnittsfläche,  als  auch  über  die  ganze  Länge  der  Stange. 
Es  ist  also  möglich,  durch  passende  Wahl  der  Querschnittsflächen 
der  einzelnen  Stangen  zu  erreichen,  dass  die  Widerstandsfähig- 
keit des  in  der  ganzen  Stangen-Verbindung  enthaltenen  Materials 
vollkommen  ausgenutzt  wird. 

Um  die  Spannungen  der  einzelnen  Stangen  zu  finden,  hat  man 
zunächst  die  äusseren  Kräfte  zu  bestimmen,  welche  auf  die  ganze 
Stangen -Verbindung  einwirken.  Diese  äusseren  Kräfte  bestehen 
erstens:  in  den  Gewichten,  welche  die  einzelnen  Belastungspunkte 
zu  tragen  haben,    zweitens:    in   den   Gegendrücken    der    beiden 
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festen  Stützpunkte.  Um  die.se  äusseren  -Kräfte  zu  bestimmen, 
kann  man  sich  die  ganze  gleichförmig  über  die  Spannweite  A  B 
vertheilte  Belastung,  welche  von  der  Stangen -Verbindung  ge- 
tragen werden  soll,  dargestellt  denken  durch  einen  horizontalen 
Balken  ab  (Fig.  509),  welcher  auf  solche  Art  in  einzelne  Stücke 

Fig.  509. 


ikpL 


zerschnitten  ist,  dass  jede  Schnittstelle  vertical  über  einem  der 
Belastungspunkte  sich  befindet,  d.  h.  über  einem  derjenigen  Ge- 
lenkpunkte, welche  zur  Aufnahme  der  Belastungen  bestimmt 
sind.  Jede  dieser  Schnittstellen  hat  man  sich  durch  eine  Ver- 
ticalstange  unterstützt  zu  denken,  welche  den  Druck  der  auf 
ihrem  oberen  Endpunkte  ruhenden  Last  auf  den  betreffenden 
Belastungspunkt  überträgt  (vergl.  §.  54). 

Man   findet  auf  diese  Weise,   dass  z.  B.  bei  der  in  Fig.  509 
dargestellten  Anordnung  jeder  von  den  sieben  Belastungspunkten 

das  Gewicht  P  =  ^-    zu    tragen   hat,    während   an  jedem   der 


1P=D 


beiden  Endpunkte  A  und  B  das  Gewicht 


16 


unmittelbar     von 


dem    betreuenden    Auflagerpunkte    getragen    wird.      Die   Gegen- 


r>2<; 
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Fig.  an. 


drücke,  welche  von  den  beiden  Auflagerpunkten  auf  die  Stangen- 
Verbindung  übertragen  werden,  sind  auf  dieselbe  Weise  zu  be- 
stimmen, wie  bei  einem  einfachen  Tragbalken,  welcher  mit  dem 
Gewichte  7 P  belastet  ist,  und  sind  wegen  symmetrischer  Ver- 
theilung  derselben  ein  jeder  gleich  der  Hälfte  dieses  Gewichtes 
(Fig.  510). 

Die  Spannung  einer  beliebig  auszuwählenden  Stange,  z.  B. 
die  Spannung  Y  der  Stange  EF,  lässt  sich  nunmehr  auf  folgende 
Weise  bestimmen.  Man  denkt  sich  durch  eine  Schnittfläche  a  ß 
die  ganze  Construction  in  zwei  Theile  zerlegt  und  an  den  Schnitt- 
stellen die  Kräfte  X,  F,  Z  angebracht,  welche  das  Gleichgewicht 
wieder  herstellen  (Fig.  511).     Diese  Kräfte  X,  F,  Z  fallen  nach 

der  oben  gegebenen  Erklärung  mit 
den  Längenrichtungen  der  drei 
durchschnittenen  Stangen  zusam- 
men und  bilden  die  Spannungen 
derselben.  Das  links  von  der 
Schnittfläche  liegende  Stück  A  a  ß 
(Fig.  511)  wird  im  Gleichgewicht 
gehalten  von  den  drei  bekannten 
Kräften  Z),  P,  P  und  den  drei 
«  noch  unbekannten  Kräften  X,  K,Z. 

Ks  mnss  also  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  dieser  sechs  Kräfte  in  Bezug  auf 
einen  beliebig  zu  wählenden  Drehpunkt  der  Kräfte -Ebene  gleich 
Null  sein. 

Um  die  unbekannte  Kraft  Y  zu  bestimmen,  stellt  man  die 
Gleichung  der  statischen  auf  und  wählt  als  Drehpunkt  denjenigen 
Punkt  in  welchem  die  Richtungslinien  der  beiden  anderen  unbe- 
kannten Kräfte  X,  Z  einander  schneiden,  also  den  Punkt  A. 
Man  erhält  dann  eine  Gleichung: 

720)    0  =  P.k  +  P.2k  —  y.y, 

aus  welcher  die  Kraft  Y  als  einzige  darin  vorkommende  unbe- 
kannte Grösse  sofort  berechnet  werden  kann,  sobald  die  Länge 
des  Hebelarms  y  durch  directe  Messung  vorher  bestimmt  wurde. 
Für  die  gesuchte  Spannung  Y  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

3X 


Y  = 


.P. 


Das  gleiche  Verfahren  ist  bei  der  Bestimmung  der  Spannung  jeder  von 
den  übrigen   Stangen  anzuwenden.      Bei  der   Bestimmung  der  Spannung   X 
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würde  man  den  Durchschnitt9punkt  F,  in  welchem  die  Richtungslinien  der 
beiden  Kräfte  Y,  Z  zusammentreffen,  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben,  und 
bei  d*»r  Bestimmung  der  Spannung  Z  den  Durchschnittspunkt  E  der  Richtungen 
X,  Y.  Die  Schnittfläche  a  ß  ist  wo  möglich  stets  so  zu  legen ,  dass  dieselbe 
höchstens  drei  Stangen  trifft,  darunter  die  Stange,  deren  Spannung  bestimmt 
werden  soll.  Es  würde  also  z.  B.  für  die  Bestimmung  der  Spannung  einer 
von  den  verticalen  Stangen  die  Schnittfläche  schräg  zu  legen  sein.  Wenn 
nur  zwei  Stangen  durch  die  Schnittfläche  getroffen  werden,  so  kann  irgend 
ein  beliebiger  in  der  Richtung  der  mitdurchschnittenen  Stange  liegender  Punkt 
als  Drehpunkt  gewählt  werden. 


§.  127. 
Berechnung  dreieckförmiger  Dachconstructionen. 

Wenn  die  Spannweite  des  Daches  32  Meter  beträgt,  und  die 
Vertical  -  Ebenen  der  einzelnen  Binder  je  5  Meter  von  einander 
entfernt  liegen,  so  hat  derjenige  Theil  des  Daches,  welcher  von 
einem  einzelnen  Binder  getragen  wird,  im  Grundriss  gesehen  die 
Form  eines  Rechtecks  von  32  Meter  Länge  und  5  Meter  Breite, 
also  von  5  .  32  =  160  Quadratmetern  Flächeninhalt.  Wenn 
ferner  als  Totalbelastung  des  Daches  (incl.  Wind-  und  Schneedruck) 
200  Kil.  für  jeden  Quadratmeter  der  Grundrissfläche  gerechnet 
werden,   so   beträgt  die  ganze  Belastung  des  in  Fig.  512  darge- 

Fig.  512. 


stellten   einzelnen   Binders  200 .  160  =  32000  Kil.     Nach  der  in 
Bezug  auf  Fig.  509  gegebenen  Erklärung  hat  also  die  Belastung 


jedes  Belastungspunktes  die  Grösse  P  = 


32000 

8 


=    4000    Kil., 


und  der  von  jedem  der  beiden  Auflagerpunkte  -4,  B  auf  die 
Stangen  -  Verbindung  übertragene  Gegendruck  hat  die  Grösse 
7.4000 
2 

Um  die  Spannung  X  der  horizontalen  Stange  des  Mittelfeldes 
zu   bestimmen,   zerlegt  man   durch   den  Vertical -Schnitt  aß  die 


D  =,    - .^L  =  14000  Kil. 
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— »X 


ganze  Construction    in   zwei  Theile   und  stellt  für  den  einen  der- 
selben, z.  B.  für  den  in  Fig.  513  dargestellten  Theil.  die  Gleichung 

der    statischen   Momente 
Fig.  ,r>13.  auf,      indem     man     den 

Y         Durchschnittspunkt      der 
4000  ß        /       „     Richtungslinien   von   den 

beiden  mitdurchschnitte- 
nen  Stangen,  also  den 
Tunkt  C  als  Drehpunkt 
wählt.  Man  erhält  dann 
die  Gleichung: 

0  =  —  X.  6,4 +14000. 16 
—4000(12+8+4) 
oder  X  =  +  20000  Kil. 

Auf  gleiche   Weise  ergeben  sich  ffir  die  Span  min  gen  der  anderen  hori- 
zontalen Stangen  die  Gleichungen: 

0  =  —  X,  .  4,8  +  14000 .  12  -4000(8  +  4) 

X,  =  +  2&000  Kil. 
0  =  -  X,.3,2  +  14000.8-  4000.4 

X,  =  +  30000  Kil. 
0  =  —  X3. 1,6 +  14000.4 

X3  =  +  35000  Kil. 

Zur    Bestimmung    der    Spannung    1"   hat    man    den    Durch- 
schnittspunkt der  beiden  Kraft richtun gen  X,  Z,  also  den  Punkt  A 

als  Drehpunkt  zu  wählen 
Fi9-  r>14-  (Fig.  514).    Für  den  He- 

belarm der  Kraft  Y  in 
Bezug  auf  diesen  Punkt 
findet  man  (entweder 
durch  directe  Messung  in 
der  Zeichnung,  oder  auch 
durch  Berechnung  des- 
selben aus  der  Aehnlich- 
keit  der  rechtwinkeligen 
Dreiecke)      die      Grösse 

10"M76(oderB—  -*>*-\ 


Man  erhält  also  die  Gleichung: 

0  =  —  Y.  10,176  +  4000(4  +  8+12)     oder 
Y  =  +  D434  Kil. 
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Auf  gleiche   Weise  ergeben  sich  für  die  Spannungen  Yt ,    F2  resp.  die 

Gleichungen: 

ü  =  -  1^.6,146  +  4000(4  +  8) 

y,  =  +  7810  Kil. 
0  =  -  Y2 .  2,499  +  4000 . 4 

Y2  =  +  G403  Kil. 


Fig.  tilfi. 


Für    die   Spannung    Z 
erhält   man   aus  Fig.  515, 
indem   man   die   algebrai- 
sche Summe  der  statischen 
Momente  in  Bezug  auf  den 
Punkt    E    als    Drehpunkt 
gleich  Null  setzt,  die  Glei- 
chung : 
->X     0=Z.4,45G7  +  14000. 12 
—  4000(8  +  4)    oder 
Z  =  —  26925  Kil. 
Das    negative   Vorzeichen  bedeutet,   dass  die   Spannung   Z  eine 
Druckspannung  ist. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  für  die  Spannungen  Zly  Z2y  Z3  resp. 
die  Gleichungen: 

0  ==  #1.2,971  +  14000.8  -  4000.4 

Zt  =  —  32310  Kil. 
0  =  —  Z2. 1,4855  +  14000. 4 

Z2  =  —  37695  Kil. 
0  ==  —  Z% .  1,4855  +  14000 . 4 
Z3  =  —  37695  Kil. 

Um  die  Spannung  V  zu  bestimmen,  hat  man  sich  die  Schnitt- 
Hache   auf  die   in  Fig.  516  angegebene  Weise  gelegt  zu  denken 

und  den  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Kraft- 
richtungen Xv,  Z,  also  den 
Punkt  A  als  Drehpunkt  zu 
wählen;  man  erhält  dann 
die  Gleichung: 
0=  7.12+4000(4+8+12) 
oder 

V  =  —  8000  Kil. 

Auf  gleiche   Weise   erhält 
man   für   die   Spannungen   der 
beiden  anderen  verticalen  Stangen  die  Gleichungen: 

0  =  V,  .8  +  4000(4  +  8),       Vx  =  -  6000  Kil. 
0  =  F2.4  +  4000.4,  F2  =  -4000  Kil. 

Ritler,  Mechanik.  34   ' 
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Wenn  mit  S  die  zulässige  Spannung  (in  Kilogrammen  pro 
Quadratmillimeter)  bezeichnet  wird  für  das  Material,  aus  welchem 
die  Stangen  bestehen,  so  findet  man  für  irgend  eine  Stange, 
deren  Spannung  eine  positive  (oder  Zug-)  Spannung  ist,  die 
erforderliche  Querschnittsfläche  in  Quadratmillimetern  ausge- 
drückt: indem  man  die  gefundene  Spanuungszahl  derselben  durch 
die  Zahl  S  dividirt.  Wenn  die  Staugen  —  wie  vorausgesetzt 
werden  soll  —  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  5  =  6  Kil.  zu 
setzen.  Man  erhält  also  die  Querschnittsflächen  sämmtlicher  ge- 
zogenen Stangen,  indem  man  die  Spannungszahlen  derselben 
durch  die  Zahl  6  dividirt. 

So  z.  B.  erhält  man  für  die  erforderliche  Querschnittsfläche  der  horizon- 
talen Stange  des  Mittelfeldes  die  Grösse: 

F  =  -■$-  =  -  -v»  -  -  ~  3333  Quadratmillimeter. 

Um  die  erforderliche  Querschnittsfläche  irgend  einer  Stange 
zu  finden,  deren  Spannung  eine  negative  (oder  Druckspannung) 
ist,  hat  man   den  absoluten  Werth  der  für  dieselbe  gefundenen 

Spannungszahl    zu    dividiren    durch    den    Quotienten  — ,   dessen 

Nenner  n  den  Coefficienten  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken 
bedeutet  (§.  123).  Dieser  Ooefficient  hängt  ab  von  der  Form  des 
gewählten  Querschnitts.  Um  Material  zu  .sparen,  hat  mjan  die 
Querschnittsformen  der  gedrückten  Stangen  womöglich  so  zu 
wählen,   dass  der  Coefficient  n  nur  wenig  grösser  als  Eins  wird. 

Um  z.  B.  zu  erreichen,  dass  für  diejenige  Stange,  deren  Spannung  mit 
Z  (=  —  26925  Kil.)  bezeichnet  wurde,  und  deren  Länge  4306  Millimeter  be- 
trägt, der  Coefficient  n  den  Werth  1,5  annimmt,  und  die  pro  Quadratmillimeter 

zulässige  Druckspannung  ien  Werth  —  -  =  -— -  =  4  KU.,    könnte   man    der 

n  l,o 

Stange   die   Form   einer   quadratischen   Röhre   geben,  und   erhielte   für   die 

Grössen  B,  b  resp.  als  äussere  und  innere  Weite  dieser  Röhre  zunächst  die 

Gleichung : 

721)    B*  —  fc'  =  ^^  =  6731  Quadratmillimeter. 

4 

Wenn  man  ferner  in  Gleichung  686)  die  Werthe  «  =  1,5,  .£  =  4306,  H  =  B, 

h  =  b  substituirt,  so  erhält  man  die  zweite  Gleichung : 

722)    B2  +  b2  =  41760. 

Aus  der  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe 
B  =  155,7  Millimeter  und  b  =  132,3  Millimeter. 

Auf  ähnliche  Weise  würde  man  auch  z.  B.  bei  der  Wahl  der  in  Fig.  455 
dargestellten  Querschnittsform  die  Dimensionen  des  Querschnitts  so  bestimmen 
können,  dass  der  Coefficient  n  den  Werth  1,5  annimmt. 
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Wenn  für  sämmtliche  gedrückte  Stangen  solche  Querschnitts- 
formen gewählt  werden,  für  welche  der  Uoefficient  n  den  Werth 
1,5  annimmt,  so  erhält  man  die  Querschnittsgrössen  derselben, 

indem  man  die  Spannungszahlen  dividirt  durch  die  Zahl  —  =  4. 

Die  Zahlen werthe,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  für  die  er- 
forderlichen Querschnittsflächen  der  einzelnen  Stangen  sich  er- 
geben,  sind  in  Fig.  517  eingetragen,  in  welcher  die  gedrückten 

Fig.  517. 
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Stangen   (zum   Unterschiede   von   den   gezogenen)   durch   Doppel- 
linien dargestellt  sind. 

Mittelst  des  an  dem  vorigen  Beispiele  erklärten  Verfahrens 
lässt  sich  jede  Spannungszahl  direct  durch  eine  einzige  Gleichung 
bestimmen  bei  allen  solchen  Stangenverbindungen,  in  denen  jede 
einzelne  Stange  erreicht  werden  kann  durch  einen  Schnitt,  welcher, 
höchstens  drei  Stangen  trifft.  Bei  manchen  Constructionen  da- 
gegen,   wie    z.   B.    bei   der   in    Fig.  518    dargestellten    Dachcon- 

Fig.  518. 
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struetion  —  für  welche  abgesehen  von  den  durch  die  veränderte 
Form  bedingten  Abweichungen  dieselben  Dimensionen  und  Be- 
lastungen  wie   in   Fig.  512   angenommen  sind  —  kann   der  Fall 

34* 
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Fig.  519. 


vorkommen,  dass  einzelne  Stangen,  wie  z.  B.  die  in  der  Figur  mit 
U,  P,  X,  Y,  Z  bezeichneten  Stangen,  sich  nur  erreichen  lassen 
durch  Schnitte,  welche  mehr  als  drei  Stangen  treffen. 

Auch  in  solchen  Fällen  führt  die  vorige  Methode  direct  zum 
Ziele,  sobald  es  möglich  ist,  die  Stange  durch  einen  Schnitt  — 
welcher  nach  Willkür  geradlinig  oder  krummlinig  geführt  werden 
kann  —  auf  solche  Weise  zu  erreichen:  dass  die  Richtungslinien 
sämmtlicher  mitdurchschnittenen  Stangen  in  einem  Punkte  zu- 
sammentreffen. So  z.  B.  findet  man 
die  Spannung  P,  indem  man  für  den 
in  Fig.  519  dargestellten  Theil  der 
Construction  die  Gleichung  der  stati- 
schen Momente  aufstellt,  und  dabei 
den  Punkt  C,  in  welchem  die  Rich- 
tungslinien der  vier  mitdurchschnitte- 
nen Stangen  zusammentreffen,  als 
Drehpunkt  wählt,  aus  der  Gleichung: 

0  =  —  V.  4,308  —  4000  .  4    oder     V  =  —  3714  Kil. 

Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  auch  die  Spannung  U  bestimmen,  in- 
dem man  für  den  Theil  Fig.  520 
die  Gleichung  der  statischen  Mo- 
mente aufstellt  in  Bezug  auf  den 
Punkt  C  als  Drehpunkt,  nämlich 
aus  der  Gleichung: 

0  =  U.  3,2  —  4000.4     oder 

U  =  +  5000  Kil. 

Nachdem  die  Spannung  U  ge- 
funden ist,  kann  man  nunmehr  die  Spannung  X  aus  Fig.  521 
bestimmen,   indem  man   den   Punkt  E  als  Drehpunkt  wählt  und 

für  U  den  gefundenen  Werth 


Fig.  521. 


4000 


+  5000 


substituirt,  aus  der  Gleichung: 

0  =  X .  3,4465  -f  14000 . 9,28 
—  4000(5,28+1,28) 
-f  5000 . 3,2    oder 

Ar  =  —  34725  Kil. 

Ebenso  die  Spannung  y,  in- 
dem man  den  Punkt  A  als 
Drehpunkt  wählt,  aus  der 
Gleichung : 
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0  =  -  Y.  6,4  +  4000(4  +  8)  +  5000.  3,2    oder 

Y  =  +  10000  Kil. 

Zur  Bestimmung  der  in  Fig.  518  mit  Z  bezeichneten  Spannung 
würde  man  den  Schnitt  in  schräger  Richtung  links  an  dem  Punkte 
E  vorbeizuführen  haben  und  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  als 
Drehpunkt  die  Gleichung  erhalten: 

0  r=  Z.  8,610  +  4000(4  +  8)  +  5000.  3,2    oder 

Z  =  —  7428  Kil. 

Von  den  übrigen  neun  Stangen  (der  einen  Hälfte)  kann  eine 
jede  erreicht  werden  durch  einen  Schnitt,  welcher  nicht  mehr  als 
drei  Stangen  trifft.  Die  Spannungen  derselben  können  daher 
auf  gleiche  Weise  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele  berechnet  werden. 
Als  Resultate   dieser   Berechnung   ergeben   sich  die  in  Fig.  522 

Fig.  522. 
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eingetragenen  Spannungszahlen,  aus  denen  dann  die  Querschnitts- 
zahlen genau  auf  dieselbe  Art,  wie  in  Bezug  auf  Fig.  517  er- 
klärt wurde,  abgeleitet  werden  können. 

§.  128. 

Permanente   und   mobile  Belastungen. 

(Parabolischer  Träger.) 
Die  Stangenverbindungen  von  dreieckiger  Grundform,  zu 
welchen  die  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Dachconstruc- 
tionen  gehörten,  unterscheiden  sich  von  anderen  Constructions- 
formen  durch  folgende  Eigenschaft:  denkt  man  sich  an  irgend 
einem  der  Belastungspunkte  die  Belastung  vermindert  oder  ganz 
hinweggenommen,  so  findet  man,  dass  durch  diese  Verminderung 
der  Belastung  in  keiner  Stange  eine  Verstärkung  der  in  ihr  vor- 
handenen (Zug-  oder  Druck-)  Spannung  herbeigeführt  wird.     Es 
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konnten  deshalb  diejenigen  Spannungszahlen,  nach  welchen  die 
erforderlichen  Querschnittsflächen  der  Stangen  zu  bestimmen 
waren,  unmittelbar  berechnet  werden  aus  der  Annahme:  dass 
sämmtliche  Belastungspunkte  mit  ihren  vollen  Belastungen  ver- 
sehen waren. 

Bei  anderen  Constructionsformen  dagegen,  welche  von  der 
dreieckigen  Grundform  abweichen,  zeigt  es  sich,  dass  einzelne 
Stangen  bei  partieller  Belastung  des  ganzen  Systems  stärkere 
Spannungen  annehmen  als  bei  voller  Belastung.  Im  Allgemeinen 
hat  man  deshalb  bei  der  Berechnung  der  Spannuugszahlen  immer 
einen  Unterschied  zu  machen  zwischen  den  permanenten  und  den 
mobilen  (veränderlichen ,  zufälligen)  Belastungen  der  einzelnen 
Belastungspunkte.  Zu  den  ersteren  gehören  die  von  dem  Eigen- 
gewichte der  Construction  herrührenden  Belastungen;  zu  den 
letzteren  würden  z.  B.  bei  Eisenbahnbrücken  die  Belastungen, 
welche  von  dem  Gewichte  eines  Eisenbahnzuges,  der  die  Länge 
der  Brücke  ganz  oder  theilweise  bedeckt  (bei  Dachconstructionen 
die  Belastungen,  welche  durch  Wind-  und  Schneedruck  hervorge- 
bracht werden),  zu  rechnen  sein. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  sich  die  totale  (Maximal-)  Be- 
lastung des  ganzen  Systems  —  anstatt  wie  in  Fig.  509  durch 
einen  —  nunmehr  durch  zwei  horizontale  Balken  veran- 
schaulichen, deren  jeder  über  den  Belastungspunkten  durch- 
schnitten und  an  den 
Schnittstellen  durch 
Verticalständer  un- 
terstützt ist,  welche 
die  von  oben  her  auf 
dieselben  wirkenden 
Druckkräfte  auf  die 
Belastungs  -  Punkte 
übertragen.  Durch  den  einen  kann  man  sich  die  permanente, 
durch  den  anderen  die  mobile  Belastung  veranschaulichen.  Man 
findet  auf  diese  Weise  die  beiden  Theile  P  und  Q,  in  welche  die 
Maxiraal-Belastung  eines  jeden  Belastungspunktes  zu  zerlegen  ist, 
von  denen  der  eine  Theil  P  der  permanenten,  der  andere  Theil 
Q  der  mobilen  Belastung  entspricht  (Fig.  523). 

Um  alsdann  für  irgend  eine  Stange  diejenige  Spannungszahl 
zu  finden,  nach  welcher  die  erforderliche  Querschnittsfläche  der- 
selben  zu    bestimmen   ist,   hat   man   die  ganze  Untersuchung  in 
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folgende  zwei  Theile  zu  zerlegen.  Zunächst  hat  man  diejenigen 
Belastungszustände  aufzusuchen,  für  welche  die  Spannung  der 
Stange  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  (Zug-  oder  Druck- 
Maximum)  wird;  d.  h.  man  hat  zu  untersuchen:  welche  von  den 
mobilen  Belastungen  Q  hin  weggenommen  werden  müssen,  wenn 
die  Spannung  der  betreffenden  Stange  am  stärksten  werden  soll. 
Hierauf  hat  man  die  den  gefundenen  Belastungszuständen  ent- 
sprechenden Spannungszahlen  selbst  zu  berechnen. 

Jene  beiden  Belastungszustände  findet  man,  indem  man  nach 
der  Methode  der  statischen  Momente  zunächst  die  Spannung  be- 
stimmt, welche  ein  einzelnes  an  irgend  einem  der  Belastungs- 
punkte angebrachtes  Gewicht  Q  für  sich  allein  in  der  Stange 
hervorbringen  würde,  d.  h.  indem  man  untersucht,  ob  diese 
Spannung  eine  positive  oder  negative  ist.  Um  das  Maximum 
der  Spannungszahl  (oder  die  grösste  Zugspannung)  zu  berechnen, 
hat  man  ausschliesslich  diejenigen  Belastungspunkte  als  belastet 
anzunehmen,  deren  Belastungen  positive  Spannungen  in  der  be- 
treffenden Stange  hervorbringen;  um  das  Minimum  (event.  das 
Maximum  der  Druckspannung)  zu  berechnen,  hat  man  ausschliess- 
lich alle  diejenigen 
Fig.  524.  Punkte     als    belastet 

anzunehmen ,       deren 
Belastungen    negative 
ß   Spannungen      hervor- 
bringen. 

Um  z.  B.  den  Ein- 

fluss     zu    bestimmen, 

welchen     irgend     ein 

rechts  von  der  Schnittfläche  a  ß  aufgelegtes  Gewicht  Q  (Fig.  524) 

auf  die  Spannung   der   dritten   Verticalstange  ausübt,   hat  man 

für    den    Theil    Fig.  525    die 
Fig.  525. 
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Gleichung  der  statischen  Mo- 
mente aufzustellen  und  den 
Punkt  0  als  Drehpunkt  zu 
_>  wählen;  man  erhält  dann  die 
Gleichung : 

0  =  F\(a>  +  3X)—  D.x. 
Da  die  Drehungsrichtungen  der 
beiden  Kräfte  V  und  D  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  —  und  in 
Folge  dessen  die  Vorzeichen  der  beiden  statischen  Momente  — 


ß    ±V 
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entgegengesetzt  sind,  so  ergiebt  sich  für  V  ein  positiver  Werth: 

723)  7=+*bf3T> 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Belastungen  rechts  von  der  Schnittfläche 
a  ß  Zugspannungen  in  der  betreffenden  Verticalstange  hervor- 
bringen. 

Den  Einfluss,  welchen  ein  links  von  der  Schnittfläche  aufge- 
legtes Gewicht  auf  die  Spannung  dieser  Stange  ausübt,  kann  man 
am  einfachsten  aus  Fig.  526  bestimmen,    indem  man  wiederum 

in  Bezug   auf 
Fig.  526.  den  Punkt   O 

V.   a  jy  al8  Drehpunkt 

die  Gleichung 


0 


0+3X 


B  der  statischen 
Momente  auf- 
stellt, welche 

die  Form  an- 
nimmt: 

0  =  —  P.(;c-f  3X)  —  W.(x  +  8X). 

Da  die  beiden  Kräfte  V  und  W  gleiche  Drehungsrichtungen 
(und  in  Folge  dessen  ihre  statischen  Momente  gleiche  Vorzeichen) 
haben ,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  für  V  ein  negativer 
Werth: 


734)     F=_»r(i±|*.). 


-fax 

Man  erkennt  daraus,  dass  alle  Belastungen  links  von  der  Schnitt- 
stelle Druckspannungen  in  der  Verticalstange  hervorbringen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Spannung  V  bei  dem  in  Fig.  527  dar- 
gestellten   Belastungszustande    ein   Maximum    und   bei   dem    in 

Fig.  528  dargestellten 
Fig.  527.  Belastungs  -Zustande 

ein  Minimum  Wird. 
Die  Werthe  FJb«)  und 
V(min),  welche  diesen 
Belastungszuständen 
entsprechen ,  kann 
man  nunmehr  auf 
gleiche  Weise  wie  bei 
den  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Beispielen  mittelst  der 
Methode   der  statischen  Momente  bestimmen;   oder  auch  direct 


ß 
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aus  den  Gleichungen  723)  und  724),  indem  man  aus  der  ersteren 
die  Spannung  berechnet,   welche  die  rechts  von  der  Schnittstelle 

befindlichen  Gewichte 

Fig.  528.  zusammen  genommen 

^|||  hervorbringen,"    aus 

|        |        I    »  I        |        I       I  der      letzteren     die 

™       ^       *    •   *  t     t     ^B    Spannung,  welche  die 

/\^>^^^       links  von  der  Schnitt- 
~~~^  stelle  befindlichen  Ge- 

ß  wichte   zusammenge- 

nommen hervorbrin- 
gen, und  indem  man  die  beiden  so  gefundenen  Werthe  alsdann 
zusammen  addirt. 

Für  einen  in  acht  Felder  eingeteilten  parabolischen  Träger  von 
2  Metern  Pfeilhöhe  und  16  Metern  Spannweite  würde  z.  B.  X  =  2m  und 
x  =  4m  sich  ergeben.  Wenn  ferner  für  jeden  Belastungspunkt  die  perma- 
nente Belastung  P  =  1000  KU.  und  die  mobile  Belastung  Q  =  5000  KU.  ge- 
setzt wird,  so  findet  man  den  Werth  von  F(max)  nach 'Fig.  527  auf  folgende 
Weise.  Die  vier  rechts  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  haben 
eine  jede  die  Grösse  P  +  Q  =  1000  +  5000  =  6000  KU.  Diese  vier  Be- 
lastungen erzeugen  an  dem  Auflagerpunkte  A  den  Gegendruck  D  =  6000  (i 
+  i  + 1  +  i)  =  7500  KU.,-  bringen  folglich  (nach  Gleichung  723)  in  der  Ver- 
ticalstange  die  Spannung  hervor: 

V  =  +  7m(-Ar(-)  =  +  3000  KU. 

Die  drei  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  1000  KiK 
erzeugen  an  dem  Auflagerpunkte  B  den  Gegendruck  W  =  1000  (1  +  }  + 1) 
=  750  KU.  bringen  also  (nach  Gleichung  724)  in  der  Verticalstange  die 
Spannung  hervor: 

r=-75o(i±^)  =  - 1500  Kil. 

Durch  Addition  dieser  beiden  Zahlen  erhält  man  für  die  grösstc  Zugspannung 
der  Verticalstange  den  Werth: 

725)     K(max)  =  +  3000  -  1500  =  +  1500  KU. 

Auf  analoge  Weise  ist  F(min)  nach  Fig.  528  zu  bestimmen.  Den  vier  rechts 
von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  1000  KU.  entspricht  der 
Werth  1)  =  1000  (J  + 1  +  %  +  $  =  1250  KU.  und  (nach  Gleichung  723)  die 
Spannung: 

V  =  +  1250  (-Atö)  =  +  50°  Kil* 

Den  drei  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  6000  KU. 
entspricht  der  Werth  W  =  6000  (i  +  |  +  f )  =  4500  Kil. ,  folglich  (nach 
Gleichung  724)  die  Spannung: 

V  =  -  4500  ( jt^)  =  -  «WO  KU. 
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Fig.  529. 


D 

A 

I 


i.' 
i.' 


,r 


Durch  Addition  dieser  beiden  Werthe  erhält  man  als  grösstc  Druckspannung 
der  Verticalstange : 

72«)     K(«„h,)  =  +  500  -  9000  =  -  8500  Kil. 

Wenn  man   dieselbe  Methode  auf  die  angrenzende  Diagonal- 
stange  anwendet,   so   findet  man   nach   Kig.  529,   in  welcher  die 

Drehungsrichtungen  der  beiden 
Kräfte  Y  und  D  in  Bezug  auf 
den  Drehpunkt  O  überein- 
y  stimmen,  dass  alle  rechts  von 
der  Schnittfläche  7  0  befind- 
lichen Belastungen  eine  nega- 
tive Spannung  hervorbringen, 
ij  deren  Grösse  alsdann  bestimmt 

j  werden  kann  aus  der  Gleichung : 

727)     Y=-D(^y 

und  nach  Fig.  530,  in  welcher  die  Drehungsrichtuugen  der  beiden 
Kräfte  Y  und  W  einander  entgegengesetzt  sind,  findet  man,  dass  alle 

Fig.  530.  links  von  der 
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aus  der  Gleichung: 

728) 


Schnittstelle 
befindlichen 
Belastungen 
eine  positi- 
ve Spannung 
hervorbrin- 
gen ,  deren 
Grösse  zu  be- 
stimmen   ist 
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Für  den  Hebelarm  der  Kraft  Y  würde  man  bei  den  oben  angenommenen 
Dimensionen  die  Grösse  y  =  6°*  finden.  Um  Y(max)  zu  bestimmen ,  würde 
man  alle  rechts  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungspunkte  mit  je 
1000  Kil.  belastet  anzunehmen  haben,  und  alle  links  liegenden  Belasiungs- 
punkte  mit  je  6000  Kil.  Erstere  Belastungen  erzeugen  den  Gegendruck 
D  =  1000 (i+i  +  J  +  4  +  S)  =  1875  Kü.  und  (nach  Gleichung  727)  die 
Spannung  Y  =  —  1875  .  |  =  —  1250  Kil.;  letztere  erzeugen  den 
Gegendruck  W  =  6000  (i  + })  =  2250  Kil.  und  (nach  Gleichung  728)  die 
Spannung:     Y  =  +  2250.  \°  =-  +  7500  Kil.;   folglich  ist: 

y<max)  =  —  1250  +  7500  =  +  6250  Kil. 

Um  Y(min)  zu  bestimmen,  hat  man  die  rechts  liegenden  Belastungspunkte  mit 
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je  6000  Kil. ,  die  links  liegenden  mit  je  1000  Kil.  belastet  anzunehmen.  Die 
erstcreu  Belastungen  erzeugen  den  Gegendruck  D  =  11250  Kil.  und  die 
Spannung  Y  =  —  7500  Kil.;  die  letzteren  erzeugen  den  Gegendruck 
W  =  375  Kil.  und  die  Spannung  Y  ==  +  1250  Kil. ;  folglich  ist : 

Y(min)  =  —  7500  +  1250  =  —  G250  Kil. 

(Aus  der  Gleichheit  der  beiden  absoluten  Werthe  von  Y(max)  und  Y(min)  folgt, 
dass  bei  voller  Belastung  Y  =  0  wird ,  dass  also  bei  einem  parabolischen 
Träger  die  Diagonalstangen  nur  dann  in  gespannten  Zustand  versetzt  werden, 
wenn  die  Belastung  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilt 
ist  —  ein  Satz,  dessen  Richtigkeit  auch  aus  der  in  §.  54  gefundenen  Theorie 
der  parabolischen  Kettenlinie  sich  leicht  nachweisen  lässt). 

Um  die  Spannuugszahlen  X  und  Z  zu  berechnen  (Fig.  531), 
hat  man  sämmtliche  Belastungspunkte  belastet  anzunehmen,  denn 

jede  Belastung  —  sowohl  links  als  rechts 
von  der  Schnittstelle  —  bringt  für  X 
einen  negativen  und  Z  einen  positiven 
Werth  hervor.  Für  diesen  Belastungs- 
zustand wird  D  =  ^  =  21000  Kil., 

und  man  erhält  nach  Fig.  531,  indem 
man  die  Gleichungen  der  statischen 
Momente  aufstellt  —  das  eine  Mal  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  E,  das  andere 
Mal  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  F  —  die  Gleichungen: 

0  =  X.  1,5  +  21000.4  —  6000.2    oder    X  =  —  48000  Kil. 
0  =  —  Z.1,84  +  21000.6—6000(4+2)  oder  Z  =  +48900 Kil. 

Die  auf  solche  Weise  berechneten  Spannungszahlen  sämmtl icher  Stangen 
sind  am  Schlüsse  dieses  Capitels  in  Fig.  552  zusammengestellt. 


Fig.  531. 


§.  129. 

Träger  von  constanter  Höhe. 

Um   nach   der   im   vorigen   Paragraphen   erklärten   Methode 
den  Einfluss  zu  bestimmen,  welchen  ein  einzelnes  rechts  von  der 

Schnittfläche  a  ß  (Fig. 


Fig.  532. 


532)  angebrachtes 
Gewicht  Q  auf  die 
Spannung  des  vierten 
Verticalständers  aus- 
übt, würde  man  für 
den    Theil    Fig.  533 
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Fig.  533. 


die    Gleichung    der    statischen    Momente    aufzustellen    und    den 
Durchschnittspunkt    der    beiden    Kraftrichtungen    X  und   Z    als 

Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Da  diese 
beiden  Richtungen  parallel  sind,  ihr 
Durchschnittspunkt  folglich  in  unend- 
licher Entfernung  von  der  Schnittstelle 
liegt,  so  ist  der  Hebelarm  jeder  von 
den  beiden  Kräften  V  und  D  unend- 
*z  lieh  gross;  man  erhält  also  die  Glei- 
chung: 

0  =  +  V.  oo  +  D.  oo, 
welche   nach  Fortlassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  oo  für 
V  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

729)     V  =  —  D. 
Auf  analoge  Weise  erhält  mau  für  die  Spannung,  welche  irgend 
eine  links  von  der  Schnittstelle  angebrachte  Belastung  in  diesem 
Verticalständcr  hervorbringt,  aus  Fig.  534  die  Gleichung: 

730)     V  =  +  W. 
Fig.  534.  Aus  den  Formen  dieser  beiden 

f  Gleichungen  erkennt  man,  dass 

jede  rechts   von   der  Schnitt- 
stelle    befindliche     Belastung 
eine  negative,  jede  links  von 
der  Schnittselle  befindliche  Be- 
lastung eine  positive  Spannung 
in  dieser  Stange  hervorbringt, 
und    die    Werthe    von  V{mnx)  und   F(min)    können   mit   Hülfe   der 
obigen  beiden   Gleichungen   nunmehr  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
vorigen  Paragraphen  berechnet  werden. 

Wenn  man  wiederum  für  jeden  Belastungspunkt  die  permanente  Be- 
lastung P=  1000  KU.  und  die  mobile  Belastung  Q  =  5000  Kil.  setzt,  so  hat 
man  bei  der  Bestimmung  von  7(max)  die  fünf  rechts  von  der  Schnittstelle 
befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  1000  Kil.  und  die  zwei  links  von  der 
Schnittstelle  befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  6000  Kil.  belastet  anzu- 
nehmen. Die  fünf  ersteren  erzeugen  den  Gegendruck  D  =  1875  Kil.  und  die 
Spannung  V  =  —  1875  Kil.  Die  zwei  letzteren  erzeugen  den  Gegendruck 
W  =  2250  Kil.  und  die  Spannung  V  =  +  2250  KU.    Es  ist  also: 

F(max)  =  -  1875  +  2250  =  +  375  KU. 
Znr  Bestimmung  von  F(min)  hat  man  die  fünf  rechts  von  der  Schnittstelle  be- 
findlichen Belastungspunkte   mit  je   6000  KU.   und   die  zwei  links  von  der 
Schnittstelle    befindlichen   Belastungspunkte   mit  je  1000  KU.  belastet  anzu- 
nehmen.   Die  fünf  ersteren  erzeugen  den  Gegendruck  D  =  11250  Kil.  und 
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die    Spannung    V  =  —  11250  Kil.;    die    zwei    letzteren    den    Gegendruck 
W  =  +  375  Kil.  und  die  Spannung  V  =  +  375  Kil.,  folglich  ist: 

F(min)  =  —  11250  +  375  =  -  10875  Kil. 

Wenn  die  oberen  Endpunkte  der  Verticalständer  die  Be- 
lasten gspunkte  bilden  —  wie  hier  vorausgesetzt  wurde  —  so  sind 
die  einzigen  Verticalkräfte ,   welche  auf  den  unteren  Endpunkt  U 

des  vierten  Verticalständers  wirken:   erstens  die 

Fig.  535.        Kraft  F,   zweitens   die  verticale  Seitenkraft  der 

V  Spannung  Y,  nämlich  die  Kraft  Fsin  a  (Fig.  535). 


YK 


Es    ist    also    für   jeden    Belastungszustand    die 

X.      \  Spannung  der  Diagonalstange   des  dritten  Feldes 

— i — >     zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


u    l  V 

731)    0=ysina  +  F    oder     Y=—     v 


sin  a 
Im  vorliegenden  Fallt  ist  a  =  45°  mithin  — =  Y2 ;  folglich  ist : 

r<.»u«)  =  +  10875 .  V2  =  +  15400  Kil. 
Y(mm)  =  —  375 .  V2  =  —  530  Kil. 

Da  die  Kräfte  X  und  Z  die  einzigen  Horizontalkräfte  sind, 
welche  auf  den  Theil  Fig.  533  wirken,  so  ist  für  jeden  Be- 
lastungszustand : 

732)    0  =  X+  Z    oder    X  =  —  Z. 

Wie  bei  dem  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Beispiele  findet  man, 
dass  die  Spannungen  X  and  Z  bei  voller  Belastung  des  Trägers  am  grössten 
werden,  und  zu  bestimmen  sind  aus  den  Gleichungen: 

0  =  X.2  +  21000.  6-  6000(4  +  2)    oder 

X  =  -  45000  Kil. 
0  =  —  Z. 2  +  21000. 6  —  6000(4  +  2)    oder 
Z  =  +  45000  Kil. 
Die  auf  solche  Weise  berechneten  Spannungszahlen  sammtlicher  Stangen 
sind  am  Schlüsse  dieses  Capitels  in  Fig.  553  zusammengestellt. 

§.  130. 

Bogen -Brücken. 

Die  Totalbelastung  der  in  Fig.  536  dargestellten  Construction 
beträgt  im  Maximum  128  Tonnen,  wovon  48  Tonnen  als  perma- 
nente Belastung  zu  rechnen  sind.  Die  permanente  sowohl  als 
die  totale  Belastung  sind  als  gleichförmig  über  die  Horizontal- 
projection  vertheilt  angenommen.  Für  jeden  der  Belastungs- 
punkte (als  welche  die  oberen  Endpunkte  der  Verticalständer 
anzusehen  sind)  beträgt  also  die  permanente  Belastung  \%  =  2,4 
Tonnen,  und  die  mobile  Belastung  f$  =  4  Tonnen. 
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Die  unteren  Endpunkte  der   Verticalständer  liegen  in  einer 
Parabel;  folglich  werden  (nach  §.  54  Fig.  216)  durch  die  perma- 


nente Belastung  —  wie  überhaupt  durch  eine  gleichförmig  über 
die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  —  weder  in  den 
horizontalen  noch  in  den  Diagonal-Stangen  Spannungen  hervorge- 
bracht. Es  würde  also  bei  der  Berechnung  der  Spannungszahlen 
für  diese  Stangen  nicht  nöthig  sein,  die  permanenten  Belastungen 
mit  in  Rechnung  zu  bringen.  Da  indessen  eine  solche  Be- 
rechnungsmethode nur  für  den  speciellen  Fall  einer  parabolisch 
geformten  Bogen-Brücke  gültig  sein  würde,  so  soll  der  grösseren 
Allgemeinheit  wegen  die  permanente  Last  hierbei  ebenfalls  be- 
rücksichtigt werden. 

Durch  die  Scheitelfuge  EC  wird  die  ganze  Construction  in 
zwei  symmetrisch  geformte  getrennte  Hälften  zerlegt,  welche  an 
den  festen  Punkten  A  und  B  unterstützt,  in  dem  Punkte  C  durch 
einen  Gelenkbolzen  verbunden,  an  einander  gegenseitig  sich  an- 
lehnen. Durch  diese  Einrichtung  wird  bewirkt,  dass  die  Gegen- 
drücke, welche  durch  irgend  eine  Belastung  an  den  beiden  festen 
Auflagerpunkten  erzeugt  werden,  stets  genau  bestimmbare  Grössen 
und  Richtungen  annehmen,  während  ohne  das  Vorhandensein 
einer  solchen  Unterbrechung  der  Continuität  einerseits  die  Be- 
stimmung jener  Gegendrücke  eine  unbestimmte  Aufgabe  sein 
würde  (§.  48),  andererseits  auch  die  Möglichkeit  einer  Zunahme 
dieser  Drücke  bis  zu  einer  die  Festigkeit  der  Construction  ge- 
fährdenden Grösse  nicht  ausgeschlossen  sein  würde. 

Spannungen  in  den  Horizontal-Stangen. 
Um   diejenigen   Belastungszustände   zu  finden,   bei   welchen 
die  Spannung  Ar  der  fünften  Horizontal-Stange  resp.  ein  Maximum 
und  Minimum  wird,  hat  man  zunächst  diejenige  Stelle  aufzusuchen, 
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an  welcher  eine  Belastung  angebracht  werden  müsste,  wenn  die- 
selbe gar  keine  Spannung  (oder  die  Spannung  Null)  in  dieser 
Stange  hervorbringen  soll.  Man  findet  diese  Stelle,  indem  man 
durch  den  Punkt  (7,  in  welchem  die  Richtungslinien  A  F  und  BC 
zusammentreffen,  eine  Verticale  legt,  welche  bei  den  hier  ge- 
wählten Dimensionen  mit  dem  9ten  Verticalständer  zusammen- 
fällt (Fig.  537).      Durch   eine   an   diesem   Verticalständer  ange- 

Fig.  r>37. 


Fig.  538. 


Y> 


brachte  Belastung  Q  wird  in  dem  Gelenkpunkte  C  ein  Druck  D 
erzeugt,  welcher  auf  die  linke  Hälfte  in  der  Richtung  von  B 
nach  C  wirkt  (§.  52,  Fig.  199).  Die  Richtungslinie  der  Mittel- 
kraft R  von  den  beiden  Kräften  Q  und  D  fällt  mit  der  Richtung 
G  A  zusammen ,  geht  folglich  durch  den  Punkt  F  hindurch. 
Wenn  man  alsdann  zur  Bestimmung  der  Spannung  X  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente  aufstellt 
für  das  Stück  C  E  a  ß  (Fig.  538)  und 
den  Punkt  F  als  Drehpunkt  wählt,  so 
erhält  man  —  da  X  von  den  vier  auf 
dieses  Stück  wirkenden  Kräften  X,  Y 
Z,  R  die  einzige  ist,  deren  Richtungs- 
linie an  dem  Drehpunkte  vorbeigeht  — 
die  Gleichung: 
0  =  —  X .  1,75  oder  X  =  0. 
Wenn  die  Belastung  Q  an  einem  weiter  rechts  liegenden  Punkte 
angebracht  wäre  und  in  Folge  dessen  die  Kraft  R  rechts  an  dem 
Drehpunkte  F  vorbeiginge,  so  würde  für  X  ein  positiver  Werth 
sich  ergeben,  weil  in  diesem  Falle  die  Drehungsrichtungen  der 
beiden  Kräfte  X  und  R  in  Bezug  auf  den  Punkt  F  einander 
entgegengesetzt  sein  würden.  Wenn  dagegen  die  Belastung  Q 
links  von  der  Verticalen  des  Punktes  G  angebracht  wäre,  und 
in  Folge  dessen  die  Kraft  R  links  an  dem  Drehpunkte  F  vorbei- 
ginge,  so  würde  für  X  ein  negativer  Werth  sich  ergeben,  weil 


R 


544 


Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXIH.    §.  130 


in  diesem  Falle  die  Drehungsrichtungen  der  beiden  Kräfte  X  und 
R  übereinstimmen  würden.  Die  Verticale  des  Punktes  G  zerlegt 
daher  die  ganze  Strecke  AXBX  in  zwei  Abtheilungen,  von  denen 
die  rechts  liegende  alle  diejenigen  Belastungspunkte  enthält,  deren 
Belastungen  positive  Spannungen  in  jener  Horizontal-Stange  her- 
vorbringen, und  die  links  liegende  alle  diejenigen  Belastungs- 
punkte enthält,  deren  Belastungen  negative  Spannungen  in  der- 
selben hervorbringen. 

Eine  Belastung  der  Strecke  Ax*  wirkt  auf  den  Theil  Fig.  538  nur  in- 
direct  durch  Erzeugung  eines  Scbeiteldrucks  Z),  welcher  in  der  Richtung  von 
C  nach  G  wirkt,  also  in  Bezug  auf  den  Punkt  F  links  drehend;  folglich  ge- 
hört die  Strecke  Ax  i  mit  zur  Druck- Abtheilung.  Eine  Belastung  der  Strecke 
Bi  E  wirkt  ebenfalls  nur  indirect  auf  den  Theil  Fig.  538  durch  Erzeugung 
eines  Scbeiteldrucks,  welcher  in  der  Richtung  von  C  nach  A  wirkt,  also  in 
Bezug  auf  den  Punkt  F  rechts  drehend;  folglich  gehört  die  Strecke  Bx  E 
mit  zur  Zug-Abtheilung. 

Um  X(mMX)  zu  bestimmen,  hat  man  die  Belastungspunkte  der 
Zug-Abtheilung  mit  je  6,4  Tonnen  und  die  Belastungspunkte  der 
Druck-Abtheilung  mit  je  2,4  Tonnen  belastet  anzunehmen.  Die 
horizontale  Seitenkraft  H  und  die  verticale  Seitenkraft  V  des  bei 
diesem  Belastungszustande  entstehenden  Scheiteldruckes  findet 
man  aus  Fig.  539  und  Fig.  540,  indem  man  die  Gleichungen  der 


Fig.  539. 


I    1    l    i    l    l    l    1 
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statischen  Momente  aufstellt  und  in   ersterer  den  Punkt  A,  in 
letzterer  den  Punkt  B  als  Drehpunkt  wählt,  aus  den  Gleichungen: 

//.5— 7. 20  =  2,4(2  +  4+... +  14+ 16)+6,4(18+ V) 

//.5+F.20  =  6,4(2  +  4  +  ... +  16  + 18+ V), 

aus  deren  Auflösung  für  H  und  V  die  Werthe  sich  ergeben : 

H  =  99,2  Tonnen ,     V  =  7,2  Tonnen. 

Wenn  man  diese  Werthe  in  Fig.  541  substituirt,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  F  die  Gleichung: 
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0  =  -  X.  1,75  +  7,2.10-99,2.1,25+2,4(2+4+6)  +6,4(8  + V) 

oder      ^(max)  =  +  34,29  Tonnen. 

Um  X(min)  zu  bestimmen,  würde 
man  die  Belastungspunkte  der  Druck- 
Abtheilung  mit  je  6,4  Tonnen,  die  Be- 
lastungspunkte der  Zug  -  Abtheilung 
mit  je  2,4  T.  belastet  anzunehmen 
und  übrigens  auf  gleiche  Weise  zu 
verfahren   haben,   wie    bei    der    Be- 


X< 


Fig.  541. 
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Stimmung  von  X{m*xy    Man  erhält  dann: 

-X(min)  =  —  34,29  Tonnen. 

Spannungen  in  den  Diagonal-Stangen. 
Für  die  zur  Bestimmung   von  Y  aufzustellende   Momenten- 
Gleichung  wird  der  Punkt  J  (als  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Kraftrichtungen  X,  Z)  den  Drehpunkt  bilden  (Fig.  542).     Wenn 


Fig.  542. 


Druck 


man  die  Richtungen  A  J  und  B  C  bis  zu  ihrem  Durclischnitts- 
punkte  K  verlängert  und  durch  den  Punkt  H  eine  Verticale  legt, 
so  erhält  man  die  Stelle,  an  welcher  eine  Belastung  sich  befinden 
muss,  wenn  dieselbe  gar  keine  Spannung  in  der  Diagonal-Stange 
des  fünften  Feldes  hervorbringen  soll.  Die  Belastungen  aller  links 
von    dieser    Stelle    befindlichen    Belastungspunkte    bringen   Zug- 

Fig.  543.  Fig.  544. 
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Spannung,  die  Belastungen  aller  rechts  von  dieser  Stelle  befindlichen 

Belastungspunkte  bringen  Druckspannung  in  dieser  Stange  hervor. 
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Fig.  r,4T>. 
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Um  l^max)  zu  bestimmen ,  hat  man   die  Seitenkräfte  H  und 
V  des  Scheiteldruckes  aus  Fig.  543  und  Fig.  544  zu  bestimmen, 
und  erhält  die  Gleichungen: 

#.5  +  V. 20  =  6,4(2  +  4+. ..  + 14+16)  +  2,4(18+ VO 

H.b—V.  20  =  2,4(2  +  4+.  ..  +  10  +  18  +  ^) 

H  =  76,8  T.     V  =  7,2  T. 

Aus  Fig.  545  erhält  man  alsdann,  indem  man  die  Gleichung  der 

statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  J  aufstellt,  für  Y(nuuc)  die 
Gleichung: 

0  =  F.  5,51  +  76,8 . 0,5  —  7,2  .  3,64 
-  6,4  (0,36  +  2,36 +4,36  +  6,36) 

+  2.4(1,64  +  -?£-)     oder 

y(max)  =  +  11,9  T. 

Wenn  man  statt  der  Zug-Abtheilung  die  Druck- Abtheilung 
belastet  annimmt,  so  erhält  man  auf  gleichem  Wege: 

Y(min)  =  —  11,9   T. 

Spannungen  im  Bogen. 

Für  die  zur  Bestimmung  von  Z  aufzustellende  Momenten- 
Gleichung  wird  der  Punkt  L  (als  Durchschnittspunkt  der  beiden 
mitdurchschnittenen   Stangen)    den   Drehpunkt  bilden  (Fig.  546). 


Fig.  546. 


Drnck 


Eine  durch  den  Durchschnittspunkt  M  der  beiden  Richtungen 
AL  und  BC  gelegte  Vcrticale  scheidet  die  Zug-Abtheilung  von 
der  Druck  -  Abthcilung.  Um  Z(raax)  zu  bestimmen,  hat  man  die 
Zug-Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  findet  für  diesen 
Belastungszustand  (auf  gleiche  Weise  wie  in  den  vorigen  Fällen) 
als  Seitenkräfte  des  Scheiteldruckes: 

//  =  60T.,     K=3T. 
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Fig.  547. 
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Aus  Fig.  547   erhält  man  alsdann  als  Gleichung  der  stati- 
schen Momente  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  L  die  Gleichung: 

0  =  2.2,218  +  60.0,5— 3.12+0,4.2 

-|- 2,4(4  +  6  +  8  + 10+ V) 
oder    Z(max)  =  —  39,86  T. 

Um   Z(mta)    zu    bestimmen,    hat 

man    die    Druck -Abtheilung   allein 

belastet  anzunehmen  und  findet  für 
diesen  Belastungszustand : 

H  =  116  Tonnen,     V  =  -  3  Tonnen. 

Aus   Fig.  548    erhält    man   als- 
dann die  Momenten-Gleichung : 

0  =  2.2,218+116.0,5+3.12+2,4.2 

+6,4(4+6+8  +  10+^) 

oder    Z(min)  =  —  142,7  T. 
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Fig.  548. 
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Spannungen  in  den  V-ertical-Stangen. 
Für  die  zur  Bestimmung  der  Spannung  U  der  fünften  Ver- 
tical-Stange  aufzustellende  Momenten-Gleichung  bildet  wiederum 

Fig.  549. 

« Druck * Zug * 


20 


^>ß 


17,3  2,7 

der  Punkt  J  den  Drehpunkt,  und  die  durch  den  Punkt  K  gelegte 
Verticale  die  Grenze,  welche  die  Zug- Abtheilung  von  der  Druck- 


Fig.  550. 

1    1 
11111/11 


J»1L 


Abtheilung  trennt  —  ganz  wie  in 
Fig.  542,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  die  Ueberschriften  „Zug"  und 
„Druck"  mit  einander  zu  vertauschen 
sind  (Fig.  549).  Nimmt  man  die 
Zug  -  Abtheilung  allein  belastet  an, 
so  erhält  man  als  Seitenkräfte  des 
Scheiteldruckes : 
H  =  99,2  T. ,  V  =  7,2  T. 
und  aus  Fig.  550  erhält  man  für  f/^ax)  die  Gleichung: 

35* 
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1     l     I     1     i/l     1 


0  =  —  U.  8,36  +  99,2. 0,5  +  7,2. 3,64 

—  2,4  (8,36 + 6,36 + 4,36  +  2,36 + 0,36)  -f  6,4  ( 1 ,64  -f-  ^f-) 

Fig.  561.  oder         U{mnx)  =  -f-  5,44  T. 

|    |    |    [    [  Wenn    dagegen   die   Druck -Ab- 

theilung die  allein  belastete  ist,    so 
wird : 

H  --=  76,8  T. ,     V  =  —  7,2  T. 
und  aus   Fig.  551    ergiebt  sich   für 
f^miii)  die  Gleichung: 
0  ^  _  U. 8,36  +  70,8. 0,f>—  7,2.3,64 

—  6,4  (8,36  +  6,30  +  4,3(>  +  2,36+0,36)  +  2,4(l,64  +  ^ 


) 


oder 


=  —  14,24  T. 


Bei  dieser  Berechnnng  ist  angenommen,  dass  die  permanente  Belastung 
(zu  welcher  das  Eigengewicht  der  Construction  gehört)  wie  eine  auf  die 
oberen  Endpunkte  der  Verticalständer  vertheilte  Belastung  wirkt.  Wenn  man 
statt  dessen  die  der  Wirklichkeit  mehr  entsprechende  Annahme  macht,  dass  die 
permanente  Belastung  wie  eine  zur.  Hälfte  auf  die  oberen,  zur  anderen  Hälfte 
auf  die  unteren  Endpunkte  der  Verticalständer  vertheilte  Belastung  wirkt,  ,so 
hat  man  zu  den  oben  gefundenen  beiden  Zahlenwerthen  noch  die  Zahl  +  1,2 
hinzu  zu  addiren  und  erhält: 

Lr(max)  =  +  6,64  T.    und     U(min)  =  -  13,04  T. 

Die  Spannungszahlen  der  anderen  Stangen  (X,  Y,  Z)  sind  vollkommen  unab- 
hängig von  der  Höhenlage,  in  welcher  die  Belastungspunkte  angenommen 
werden. 

In  den  Figuren  552,  553,  554  sind  die  Resultate  einer  vollständigen  Be- 
rechnung der  in  den  letzten  drei  Paragraphen  behandelten  Aufgaben  über- 
sichtlich zusammengestellt 

Wenn  man  in  einer  von  diesen  Figuren  sämmtliche  Spannungs- 
zahlen mit  —  1  multiplicirte,  so  würden  dieselben  für  die  umge- 
kehrte Lage  der  Construction,  also  z.  B.  die  aus  Fig.  554  auf 
solche  Weise  erhaltenen  Zahlen  für  eine  Hänge  -  Brücke  von 
gleicher  Form  gelten. 


Bogen  -  Brücken. 
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Fig.  554. 


Fig.  552. 
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Fig.  553. 


-21000 


-21000 


3» 


-15625 


-10875 


+  375 


-6750 


49250 


^6750 


-3250 


410875 


SECHSTER  ABSCHNITT. 
Dynamik  elastischer  Körper. 


Capilel  XXIV. 

Mechanische  Arbeit  der  Elasticitätswiderstände. 

§.  131. 

Mechanische  Arbeit  dqs  Widerstandes  gegen  Ver- 
längerung und  Verkürzung. 

Wenn  mit  Q  diejenige  Kraft  bezeichnet  wird,  welche  er- 
forderlich ist,  um  eine  prismatische  Stange  A  B  vom  Querschnitte 
F  und  der  Länge  l  in  einem  um  die  Strecke  BC  =  X  ver- 
längerten Zustande  zu  erhalten  (Fig.  555),  und 
mit  K  die  der  Verlängerung  x  entsprechende 
Kraft,  so  ist  (nach  §.  112,   Gleichung  573): 


Fig.  555. 


I 


B 


Q  = 

folglich 


FE 


.  k    und    K  = 


FE 


x 


Fig.  556> 


R 

\ 


x 


K 


I     ' " j 

Q   ~    i  • 
Die  verlängernden  Kräfte  verhalten  sich   wie 

die  ihnen  entsprechenden  Verlängerungen. 
Wenn  man  also  in  dem  Endpunkte  U  die 
Grösse  CD  =  Q  als  Ordinate  abträgt,  und  die 
gerade  Linie  B  D  zieht  (Fig.  556) ,  so  bildet 
diese  gerade  Linie  die  graphische  Darstellung 
des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Grösse  K  mit 
der  Grösse  x  sich  ändert. 

Denkt  man  sich  den  Endpunkt  der  Stange 
von  B  nach  C  fortschreitend  unter  Einwirkung 
einer  verlängernden  Kraft  K,  deren  Grösse  nach  dem  obigen  Ge- 
setze von  Null  bis  Q  zunimmt,  so  ist  die  mechanische  Arbeit, 
welche   von   dieser   Kraft  verrichtet  wird,   während  ihr  Angriffs- 


xi  i 

i  ■ 

•  i 

•  i 

•  i 

i: 

•  i 
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punkt  die  unendlich  kleine  Strecke  A  zurücklegt,  gleich  dem  Pro- 
ducte  ÄA,  und  die  ganze  während  Zurücklegung  der  Strecke  X 
verrichtete  mechanische  Arbeit: 

»  =  2  (KA) 
erscheint   in   Fig.  556  dargestellt  durch    den   Flächeninhalt   des 
rechtwinkeligen  Dreiecks  BCD,  hat  also  die  Grösse: 

733)    «  =  ^. 

Diese  Gleichung  nimmt,  jenachdem  darin  Q  durch  X,  oder  umge- 
kehrt X  durch  Q  ausgedrückt  wird,  die  Formen  an: 

734)    ä  =  ±*^_X>    oder    a  =  ±-|^. 

Wenn  mit  S  die  Spannung  (pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts) 
bezeichnet  wird,  welche  der  Verlängerung  X  entspricht,  so  ist 
S .  F  =  Q  zu  setzeu,  folglich : 

735)    «  =  i  Fl  -g- 

oder,  wenn  das  Product  FZ  als  körperlicher  Inhalt  der  Stange 
mit  J  bezeichnet  wird: 

736)    a  =  i.J.-g-. 

Dieselbe  Grösse  negativ  genommen  bildet  die  negative  mechani- 
sche Arbeit,  welche  von  dem  Elasticitätswiderstande  der  Stange 
bei  jener  Verlängerung  verrichtet  wird.  Setzt  man  für  S  die 
Spannung  an  der  Elasticitätsgrenze ,  so  erhält  man  aus  obiger 
Gleichung  die  mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um  die 
Stange  bis  zur  Elasticitätsgrenze  zu  verlängern.    Diese  Arbeits- 

grösse  ist  also  proportional  einerseits  dem  Quotienten  -=- ,  welcher 

von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt,  andererseits  dem 
körperlichen  Inhalte  der  Stange  —  übrigens  aber  unabhängig 
von  der  Form  derselben,  also  z.  B.  bei  gleichem  Inhalte  für  eine 
kurze  dicke  Stange  ebenso  gross  wie  für  eine  lange  dünne  Stange. 

Nach   der   Tabelle   des  §.  113  hat  also  z.  B.  die  mechanische  Arbeit, 

welche  erforderlich  ist,  um  eine  Stange  von  1  Cubikmülimeter  Inhalt  bis  zur 

Elasticitätsgrenze  auszudehnen,  die  Grösse: 

15* 
für  Schmiedeisen  1  .  m/wi  ±=  0,005625  Millün.-Küogr. 

752 
„    Gasseisen        \  .  1AQQ  =  0,0028125  „ 

652 
„    Gussstahl        4  .  -2Ööm  =  °iOT04  „ 

•   1Iülz  *  •  Tööö"  =  0'°°2 
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Wenn  an  dem  untern  Endpunkte  einer  vertical  aufgehängten 
prismatischen  Stange  ein  Körper  vom  Gewichte  P  befestigt  wird, 
welcher  anfangs  unterstützt,  dann  plötzlich  losgelassen  und  der 
Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird,  so  tritt  eine  Verlängerung 
der  Stange  und  ein  Sinken  des  angehängten  Gewichtes  ein.  Wenn 
mit  X  die  Strecke  bezeichnet  wird,  nach  deren  Zurücklegung  die 
Geschwindigkeit  des  Sinkens  Null  wird,  so  ist  P\  die  mecha- 
nische  Arbeit,   welche  hierbei   von   dem   Gewichte  P  verrichtet 

wird,  und  (nach  Gleichung  733)  —  21  =  —  -^-    die     negative 

mechanische  Arbeit,  welche  von  dem  Elasticitätswiderstande  der 
Stange  verrichtet  wird.  Da  der  Schwerpunkt  der  Stange  gleich- 
falls sinkt,  so  verrichtet  das  eigene  Gewicht  derselben  ebenfalls 
eine  gewisse  mechanische  Arbeit;  es  soll  indessen  angenommen 
werden,  dass  das  Eigengewicht  der  Stange  so  klein  ist,  dass  die 
mechanische  Arbeit  desselben  im  Vergleich  zu  der  Arbeit  Pk 
als  verschwindend  klein  vernachlässigt  werden  darf. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  die  hervorgebrachte 
Spannung  und  Verlängerung  bestimmen,  indem  man  (nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft)  die  algebraische  Summe  der  beiden 
mechanischen  Arbeiten  gleich  der  hervorgebrachten  lebendigen 
Kraft,  d.  h.  gleich  Null  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

737)    0  =  Pk  —  *, 
welche    nach    Substitution    des    in    Gleichung    733)    gefundenen 
Werthes  die  Form  annimmt: 

X     oder    Q  =  2  P. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  dasjenige  Gewicht, 
welches  im  Ruhezustande  an  der  Stange  hängend 
dieselbe  Spannung  wie  das  auf  die  oben  beschrie- 
bene Art  aufgehängte  Gewicht  P  hervorbringt, 
doppelt  so  gross  als  dieses  letztere  ist. 

Wenn  das   Gewicht  P  —   statt  mit  der    Ge- 
schwindigkeit  Null    —    mit    der    Geschwindigkeit 

v  =  \/2gh  ,   die   es  beim    Herabfallen    von    der 
Höhe  h  erlangte,  gegen  den  Endpunkt  der  Stange 
; :"f")     X     stösst  (Fig.  557)   so  ist  —  wiederum  unter   Vor- 
aussetzung einer  verschwindend  kleinen  Masse  der 
'  '  T  l  Stange  —  zu  setzen: 

739)    0  =--  P(X  +  Ä)  —  21. 
Wenn  man  hierin  für  81  den  in  Gleichung  734)  gefundenen  Werth 


F^.  557. 


738)    0  =  P\  —  Q 
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substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


740)    P(X  +  A)  =  * 


FE 


)2 


aus  welcher  die  hervorgebrachte  Verlängerung  X  (und  damit  zu- 
gleich die  entsprechende  Spannung)  berechnet  werden  kann. 
Wenn  X  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zu  A,  oder  auch  wenn  das 
Gewicht  P  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v 
längs  einer  horizontalen  Stange  sich  bewegend  gegen  den  End- 
punkt der  Stange  stösst,  so  ist  zu  setzen: 

741)     Ph  =  jl^x*  =  *./-§, 

worin  wiederum  A  =  —  die  der  Geschwindigkeit  v  entsprechende 

Fallhöhe  bezeichnet. 

Da  nach  §.  112  die  den  Druckspannungen  entsprechenden  Verkürzungen 
genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  sind,  wie  die  den  Zugspannungen  ent- 
sprechenden Verlängerungen,  so  gelten  die  sämmtlichen  Gleichungen  dieses 
Paragraphen  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  Stange  in  ihrer  Längen- 
richtung gedrückt  und  verkürzt  —  statt  verlängert  und  gezogen  —  wird. 


§.  132. 

Mechanische  Arbeit  des  Widerstandes  gegen  Biegung. 

Wenn  mit  X  die  von  der  Kraft  Q,  und  mit  x  die  von  der 
Kraft  K  an  dem  prismatischen  Balken  Fig.  558  hervorgebrachte 
Durchbiegung  bezeichnet  wird,  so  ist  (nach  §.  118,  Gleichung 
620): 

74*)     -  —   q  w*      ~  -   q  H<r  i  ™* Q    —   x 

Die  biegenden  Kräfte 


X  =    SEX      UDd     X  =  TEl'   f0lghch    ~Q    =  ~' 


•/'/ 


I 


Fig.  558. 
I 


Fig.  559. 


B      B 


verhalten  sich  also 
wie  die  ihnen  ent- 
sprechenden Durch- 
biegungen. Genau  auf 
dieselbe  Weise  wie  im 
vorigen  Paragraphen 


$     C — n — d    mit  Bezug  auf  Fig.  556 


x 


••'.•. « 


Q 


dass  die  allgemeine  Gleichung  733) 


erklärt  wurde,  findet 
man   nach   Fig.  559, 


auch   gilt   für   die   mechanische.  Arbeit,   welche   in   diesem  Falle 
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erforderlich  ist,  um  die  Durchbiegung  \  hervorzubringen.  Wenn 
man  hierin  für  X  den  Werth  aus  Gleichung  742)  substituirt,  so 
erhält  man: 

743)    «  =  i-$f.- 

Nach  §.  116,  Gleichung  592)   ist   die  von  der  Kraft  Q  hervorge- 
ht 

brachte  Maximal-Spannung  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung  —  X 

=  Q  Z,  und  man  erhält  nach  Substitution  des  hieraus  für  Q  sich 
ergebenden  Werthes  die  Gleichung: 

744)    Ä-t;|J.f.; 

Für  einen  Balken,  dessen   Querschnitt  ein  Rechteck  ist  von  der 

Höhe  ä  und  der" Breite  6  ist  — =-  =      0      =  -=•    (wenn    mit    J 

tc*  3  3      v 

wiederum  der  körperliche  Inhalt  des  Balkens  bezeichnet  wird) 
folglich : 

745)    a_A.  ./.-§-. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  mechanische  Arbeit,  welche  er- 
forderlich ist,  um  den  Balken  bis  zur  Elasticitätsgrenze  durchzu- 
biegen (wie  im  vorigen  Falle)  proportional  ist  einerseits  dem 
körperlichen    Inhalte    desselben,    andererseits    dem    Quotienten 

-TT,  welcher  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt. 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  beliebige  andere  Querschnitlpformen.  So 
z.  B.  ist  für  einen  Balken,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r  ist: 

— j-  =  -T-  r2 1  =  -j- ,  also  nach  Gleichung  744) : 

_  S2 

Die  Gleichungen  744)  und  745)  gelten  auch  für  einen  an 
beiden  Endpunkten  unterstützten  Balken,  welcher  durch  eine  in 
der  Mitte  desselben  wirkende  Kraft  durchgebogen  wird.  Denn 
jede  der  beiden  Hälfteil  eines  solchen  Balkens  befindet  sich  in 
der  Lage  eines  auf  die  in  Fig.  558  dargestellte  Art  von  der  Kraft 

-^-  durchgebogenen  Balkens.     Für  diesen  Fall  hat  man  also  in 

Gleichung  742)  -j-  statt  Q,  -|-  statt  l  zu  setzen  und  erhält  die 
Gleichungen  : 

i  —    d_      a  *  —  £1  —  _2iÜ- 

K  ~    4SEX  ~     2     —   96JE5E* 

Wenn  man  in  letzterer  den  aus  der  Gleichung  für  die  grösste 

Biegungsspannung :    —  X  =  -^- .  „-  sich  ergebenden  Werth  für 

Q  substituirt.   so  erhält  man  wiederum  dieselbe  Gleichung  744), 
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welche  für  den  an  einem  Endpunkte  befestigten  Balken  von 
gleicher  Länge  gefunden  wurde. 

Für  eine  dreieckige  Feder  (Fig.  487  und  Fig.  488)  ist  nach 
Gleichung  669)  zu  setzen: 

X  -  -£l—    und    9f  -   Öx   —     G2*3 
X  —   2E%7    und    *  —  -«-  —  TW£T 

und    die    von   der  Kraft   Q    hervorgebrachte    grösste    Biegungs- 
Spannung  wiederum  zu  bestimmen  nach  der  Gleichung  — (Xl=Ql 
aus  deren  Verbindung  mit  der  vorigen  die  Gleichung  sich  ergiebt: 
746)    3l  =  +^.-f.  =  iJ.|-. 

In  allen  diesen  Fällen  bildet  der  für  81  gefundene  Ausdruck 
negativ  genommen  den  Ausdruck  für  die  von  dem  Elasticitäts- 
widerstande  verrichtete  mechanische  Arbeit,  und  wo  diese  Arbeit 

darauf  verwendet  wird,  die  lebendige  Kraft  -^-  einer  bewegten 

Masse  zu  vernichten,  da  kann  man  durch  Gleichsetzung  dieser 
beiden  Grössen: 

747)    »  =  2jj-, 

indem  man  für  21  den  gefundenen  Werth  substituirt,  die  grösste 
Biegungsspannung  S  berechnen,  welche  bei  der  eintretenden  Durch- 
biegung entsteht,  oder  den  Inhalt  «/,  welchen  der  Balken  haben 
muss,  wenn  die  zulässige  Spannung  S  nicht  überschritten  werden 
soll  —  wobei  immer  vorausgesetzt  ist,  dass  die  eigene  Masse  des 
gebogenen  Balkens  im  Vergleich  zu  der  Masse  m  klein  genug  ist, 
um  vernachlässigt  werden  zu  können.   Die  obige  Gleichung  nimmt, 

wenn  darin  m  =  —  und  -g—  =  ä  gesetzt  wird,  die  Form  an: 

748)     21  =  PA, 
worin  P  das  Gewicht  der  Masse  w,  und  h  die  der  Geschwindig- 
keit v  entsprechende  Fallhöhe  bezeichnet. 

Nach  Gleichung  745)  würde  z.  B.  der  erforderliche  Inhalt  eines  parallel- 
epipedischen  Balkens  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

749)  ^J^-  =  Ph     oder    «7=18^  PÄ 

und  nach  Gleichung  746)  der  erforderliche  Inhalt  einer  Dreieckfeder  aus  der 
Gleichung : 

750)  ±J^  =  Ph    oder    /=6^-PÄ. 

Im  ersten  Falle  beträgt  also  die  erforderliche  Material-Menge  unter  sonst 
gleichen  Umständen  dreimal  so  viel  als  im  letzteren  Falle. 

Wenn  eine  Dreieckfeder  so  beschaffen  sein  soll,  dass  durch  eine  mit  der 
Geschwindigkeit  v  =  lm,4  gegen  den  Endpunkt  der  Feder  stossende  Masse 
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von  200  Kil.  Gewicht  die  Spannung  S  in  derselben  hervorgebracht  wird,  so  ist 

142 
7*  =  -^ —  =  0m,l  =  100  Millimeter  zu  setzen,  und  man  erhält  nach  Glei- 

dmngno):  ?51)    /=  120000  E 

Setzt  man  hierin  für  S  die  Grösse  der  praktisch  zulassigen  Spannung  und  für 
E  die  in  der  Tabelle  des  §.  113  angegebenen  Werthc,  so  erhält  man  z.  B.  für: 

20000 


Schmiedeisen :    J  =  120000  .  -  --55—  =  06,66 .    .  106  Cubikmillimeter 


10000 
Gusseisen :  J  =  120000  .  ^P-  =  133,33  . . .  106 


3 


Gussstahl :  J  =  120000  .  ^~-  =  1,77 . . .  10«  „ 

1000 
Holz:  J  =  120000  .  -^-  =  120 .  106  „ 

Ein  zusammengesetztes  Federwerk  von  der  in  Fig.  490  und  Fig.  491 
dargestellten  Form  würde  ebenso  viel  Material  erfordern;  eine  Rechteck- 
Feder  dagegen  dreimal  so  viel. 

Weim  ein  Balken  aus  dem  gebogenen  Zustande  wieder  iu 
den  geradlinigen  zurückkehrt,  so  verrichten  die  Elasticitäts- 
kräfte  eine  positive  mechanische  Arbeit  von  gleicher  Grösse  mit 
derjenigen,  welche  vorher  zum  Hervorbringen  des  gebogenen  Zu- 
standes  erforderlich  war.  Die  lebendige  Kraft,  welche  durch 
diese  positive  mechanische  Arbeit  erzeugt  werden  kann,  ist  ebenso 
gross  wie  diejenige,  welche  vorher  beim  Krummbiegen  durch  die 
negative  mechanische  Arbeit  der  Elasticitätswiderstände  ver- 
nichtet werden  konnte. 

Wenn  man  die  oben  als  Beispiel  gewählte  Feder  im  gebogenen  Zustande 
mit  einem  200  Kil.  wiegenden  Körper  in  Berührung  bringt  und  dann  loslasst, 
so  würde  dem  Körper  eine  Geschwindigkeit  von  lm,4  ertheilt  werden,  wenn 
die  Masse  der  Feder  unendlich  klein  wäre.  In  Wirklichkeit  wird  die  hervor- 
gebrachte Geschwindigkeit  etwas  kleiner  sein,  insofern  ein  Theil  der  mecha- 
nischen Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  Feder  selbst  eine  gewisse  lebendige 
Kraft  zu  ertheilen,  welche  in  Form  von  Schwingungsbewegungen  in  derselben 
zurückbleibt. 

§.  133. 

Mechanische  Arbeit  des  Torsionswiderstandes. 

(Torsionspendel.) 

Nach  §.  125,  Gleichung  717)  ist  das  Moment  ÜK  des  Kräfte- 
paares, welches  erforderlich  ist,  um  den  Cy linder  in  einem  um 
den  Torsionswinkel  <p  verdrehten  Zustande  zu  erhalten,  diesem 
Torsionswinkcl  proportional.  Während  der  Torsionswinkel  von 
Null  bis  <p  gleichförmig  zunimmt,  wird  das  Moment  des  erforder- 
lichen   Kräftepaares    von    Null    bis    5W    gleichförmig    zunehmen 
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müssen,  und  wenn  der  Hebelarm  des  Kräftepaares  constant  bleibt, 
so  wird  die  Kraft  desselben  ebenfalls  gleichförmig  zunehmen  und 
zwar  von  Null  bis  Q,  wenn  mit  Q  die  Grösse  bezeichnet  wird, 
welche  die  Kraft  am  Ende  der  Drehung  erreicht  (Fig.  560).    Die 

mechanische  Arbeit,  welche  während  der 
Drehung  von  dem  Kräftepaare  verrichtet 
wird,  ist  also  auch  in  diesem  Falle  nach 
der  allgemeinen  Gleichung  733) 


Fig.  560. 


«p 


'*/ 


Q  zu  bestimmen,  wenn  mit  \  die  Länge  des 
Bogens  bezeichnet  wird,  welcher  von  dem 
Endpunkte  des  Hebelarms  während  der 
Drehung  beschrieben  wird  (vergl.  §.  20, 

Fig.  39).      Die    obige    Gleichung    nimmt    nach   Substitution   der 

Werthe  X  =  a  <p  und  Q  a  =  9Ji  die  Form  an : 

752) 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  für  <p  den  Werth  aus  Gleichung 
717)  und  nachher  für  3Ä  den  Werth  aus  Gleichung  715)  substi- 
tuirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

753)    3t  =  ^- 


2 


Hierin  ist 


o_  =  j     *   Ä*  = 


(gleich   dem   halben   körper- 


K7  "  2   "  2 

liclien  Inhalt  des  Cylinders)  folglich  ist: 

754)    81  =  iJ.^-. 

Wenn  an  dem  einen  Endpunkte  einer  in  Drehbewegung  begriffenen  Welle 
ein  Schwungrad  sich  befindet,  und  am  anderen  Endpunkte  der  Welle  durch 
irgend  ein  Bewegungs-Hinderniss  die  Bewegung  plötzlich  ins  Stocken  geräth, 
so  wird  die  lebendige  Kraft  des  Schwungrades  (im  Vergleich  zu  welcher  die 
lebendige  Kraft  der  Welle  selbst  als  verschwindend  klein  vorausgesetzt  wird) 
in  mechanische  Arbeit  verwandelt  und  durch  diese  mechanische  Arbeit  ein 
Torsionszustand  in  der  Welle  hervorgebracht  Die  Grösse,  welche  die 
Spannung  S  dabei  schliesslich  erreicht,  findet  man  aus  Gleichung  754),  indem 
man  darin  für  %  die  anfängliche  lebendige  Kraft  des  Schwungrades  substituirt. 

Wenn  mit  p  die  auf  den  Umfang  reducirte  Masse  und  mit  v  die  anfang- 
liche Umfangsgeschwindigkeit  des  Schwungrades  bezeichnet  wird,  so  ist  die 

anfangliche  lebendige  Kraft  desselben  gleich  ^5— >   wofür  auch   Ph  gesetzt 

werden  kann,  wenn  das  Gewicht  \L.g  der  Masse  p  mit  P  und  die  der  Ge- 

schwindigkeit  v  entsprechende  Fallhöhe  -5 —  mit  h  bezeichnet  wird.    Man  er- 

hält  also  die  Gleichung: 


558 


Sechster  Abschnitt.    Cap.  XXIV.    §.  133. 
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o 


755)    Ph  =  ±J.^. 

Wenn    z.    B.    die    Umfangsgeschwindigkeit    v  =  2mß    war,     so    ist 

2  8s 
h  =  ~ —  =  O0»^  =  400  Millimeter,  und  wenn  das  Schwungrad  die  Form 

eines  Ringes  hat,  dessen  Gewicht  500  Kil.  betragt,  so  ist  P  =  500  zu  setzen. 
Für  eine  schmiedeiserne  Welle  würde  E  =  20000  zu  setzen  sein ;  der  körper- 
liche Inhalt,  welchen  diese  Welle  haben  muss,  wenn  die  für  Schmiedeisen  als 
zulässig  anzunehmende  Torsionsspannung  5=4  Kil.  nicht  überschritten 
werden  soll,  beträgt  also: 

J=2Ph  ^  =  2 . 500 . 400  .  ^^-  =  500000000  Cubikraülimeter 

=  0,5  Cubikmeter. 

Torsionspendel. 
Wenn  man  durch  Drehung  des  an  dem  Drahte  C  O  hängenden 
Körpers  A  B  (Fig.  561)  eine  gewisse  Torsion  in  dem  Drahte  her- 
vorbringt, und  den  Körper  als- 
dann  loslässt,    so    bilden    die 
Torsionswiderstände  des  Drah- 
tes ein  Kräftepaar,  durch  wel- 
ches   dem  Körper   eine   rück- 
wärts gerichtete  Drehbewegung 
in     der    Richtung    nach    der 
früheren       Gleichgewichtslage 
hin  ertheilt  wird.     Die  leben- 
dige Kraft,  welche  der  Körper 
bei    seiner    Rückkehr    in    die 
Gleichgewichtslage  erlangt,  ist 
gleich    der  mechanischen   Ar- 
beit, welche  vorher  auf  Her- 
vorbringung   des    Torsionszu- 
standes verwendet  wurde.  Ver- 
möge dieser  lebendigen  Kraft 
wird    der    Körper    über    die 
Gleichgewichtslage  hinaus   die 
Drehbewegung  so  lange  fortsetzen,  bis  durch  die  Arbeit  der  Tor- 
sionswiderstände wiederum  die  vorhandene  lebendige  Kraft  völlig 
aufgezehrt  ist.     Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Entfernung  von 
der  Gleichgewichtslage  nach  dieser  Seite  hin  wieder  ebensogross 
wie  die  anfangliche  geworden  ist.   Hierauf  führt  der  Körper  nach 
demselben  Gesetze  rückwärts  sich  drehend  eine  zweite  Schwingung 
aus  und  fährt  auf  gleiche  Weise  fort,  um  seine  Gleichgewichts- 
lage herum  Pendel-Schwingungen  auszuführen. 


B 


C 


M 


V=j 


Fig.  r>62. 


r.<p=«', 


B 


^ 
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Um  die  Dauer  einer  solchen  Pendel-Schwingung  zu  bestimmen, 
hat  man  das  Gesetz  aufzusuchen,  nach  welchem  irgend  ein  Punkt 
des  Körpers,  z.  B.  der  im  Abstände  r  von  der  Drehachse  be- 
findliche Punkt  -4,  den  Schwingungsbogen  M A  (Fig.  562)  durch- 
läuft.     Dem  Torsionswinkel   <p   entspricht   nach   Gleichung   717) 

das  Moment  3R  =         °  <p,    und    nach    Gleichung  485)    ist   die 

Winkelbeschleunigung  bei  dieser  Stellung  des  Körpers: 

JK   ^_    EX0 

8  —    t   ~    21T    '*' 
folglich  die  Peripherie  -  Beschleunigung  des  in  der  Entfernung  r 
von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes: 

Wenn  abkürzungsweise  die  während  der  Bewegung  unverändert 

bleibende  Grösse         *   =  g,  die  Bogenlänge  r<p  =  «,  und  die 

Bogen -Beschleunigung  re  =  p  gesetzt  wird,  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  Form  an: 

756)    p  =  q  .  x. 

Die  Beschleunigung  p  des  den  Bogen  STA  durchlaufenden  Punktes 
ist  also  stets  der  Entfernung  x  desselben  von  seiner  Gleichge- 
wichtslage proportional,  und  q  ist  der  Werth,  welchen  diese  Be- 
schleunigung annimmt,  wenn  die  Entfernung  x  =  1  wird.  Folg- 
lich ist  (nach  §.  25  und  §.  31)  die  ganze  Schwingungsdauer  des 
Torsionspendels : 

757)     <  =  W  =  «Vlf     . 

Hierin  bedeutet  T  das  Trägheitsmoment  des  schwingenden  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Achse  des  Drahtes.  Es  ist  vorausgesetzt, 
dass  diese  Achse  in  Bezug  auf  den  schwingenden  Körper  eine 
freie  Achse  bildet  (§.  95),  und  dass  die  Masse  des  Drahtes  selbst 
als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  darf. 

Wenn  an  jedem  der  beiden  im  Abstände  a  von  der  Dreh- 
achse einander  symmetrisch  gegenüberliegenden  Punkte  eine 
Masse  m  angebracht,  und  dadurch  zu  dem  Trägheitsmomente  T 
die  Grösse  2ma2  hinzugefügt  wird,  so  entsteht  ein  neues  Tor- 
sionspendel von  der  Schwingungsdauer: 

758)  tl-«yn^-ö. 

Letztere  Gleichung  nimmt  durch  die  vorhergehende  dividirt  die 
Form  an: 
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769,    4._y,  +  l-<S    oder,-^ 


,  _,. 


Diese  Gleichung  bietet  ein  einfaches  Mittel,  am  auf  dem  Wege  der  Be- 
obachtung das  Trägheitsmoment  eines  beliebigen  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
freie  Schwerpunkts-Achse  desselben  zu  bestimmen.  Es  ist  zu  diesem  Zwecke 
nur  nöthig,  den  Körper  an  einem  beliebigen  Drahte  aufzuhängen  und  die 
Schwingungsdauer  t  zu  beobachten,  hierauf  die  durch  Hinzufügung  der  beiden 
in  bekannten  Abständen  a  angebrachten  bekannten  Massen  tn  vergrößerte 
Schwingungsdauer  f,  ebenfalls  zu  beobachten,  worauf  dann  nach  Gleichung 
759)  das  Verhält niss  des  gesuchten  Trägheitsmoments  T  zu  dem  bekannten 
Trägheitsmomente  2  m  d1  bestimmt  werden  kann. 

Hätte  man  z.  B.  gefunden,  dass  die  Schwingungsdauer  des  für  sich  allein 
schwingenden  Körpers  £—12  See.  war,  und  dass  durch  Hinzufügung  von 
zwei  im  Abstände  gleich  lm  von  der  Drehachse  befindlichen  Massen  von  je 
0,5  Kil.  die  Schwingungsdauer  auf  die  Grösse  tx  =  13  See.  zunahm,  so  würde 
aus  Gleichung  759)  der  Werth  sich  ergeben: 

T  12* 

2.0,5.  V  =  13*  - 12*   =  5'76 
und  man  würde  hieraus  schliessen  können,  dass  das  gesuchte  Trägheitsmoment 
so  gross  ist  wie  das  einer  im  Abstände  1"  von  der  Drehachse  befindlichen 
Masse  von  5,76  Kil.,  dass  also  die  auf  den  Abstand  lm  reducirte  Masse  des 
Körpers  5,76  Kil.  beträgt. 

Wenn  man  den  Körper  —  statt  an  einem  Drahte  —  an  zwei  neben- 
einander befindlichen  Fäden  aufhängt,  so  erhält  man  —  statt  des  Torsions- 
pendels —  das  sogenannte  Bifilarpendel ,  dessen  Schwingungen  ebenfalls  dem 
in  Gleichung  759)  enthaltenen  Gesetze  gemäss  erfolgen,  so  lange  der 
Schwingungswinke]  klein  ist.  Ein  solches  Bifilarpendel  kann  daher  ebenfalls 
auf  die  oben  erklärte  Weise  zur  experimentellen  Bestimmung  des  Trägheits- 
momentes benutzt  werden. 


Capilel  XXV. 

Theorie  des  Stosses. 

§.  134. 
Gerader  centraler  Stoss. 

Wegn  im  Augenblicke  des  ersten  Zusammentreffens  der  beiden 
Körper  die  an  der  Berührungsstelle  errichtete  Normale  NN  zur 
Berührungsebene  E  E  zusammenfällt  mit  der  Verbindungslinie 
ihrer  beiden  Schwerpunkte  (Fig.  563),  so  wird  der  Stoss  ein 
„centraler"  Stoss  genannt  (im  Gegensatze  zu  dem  excentrischen 
Stosse,  bei  welchem  jene  Normale  keinen  oder  nur  einen  von  den 
beiden  Schwerpunkten  trifft);  und  wenn  ausserdem  die  ßewegungs- 
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AT 


richtungen  der  beiden  Körper  mit  der  Richtung  jener  Normalen 
zusammenfallen,  so   wird  der  Stoss  zugleich  ein  „gerader"  Stoss 

genannt  (im  Gegensatze  zu  dem 
schiefen  Stosse,  bei  welchem  keine 
oder  nur  eine  von  den  beiden  Be- 
wegungsrichtungen rechtwinkelig  zu 
jener  Berührungsebene  gerichtet  ist). 
Vor  dem  Stosse  führte  jeder  von 
den  beiden  Körpern  nach  dem  Ge- 
setze der  Trägheit  eine  geradlinige 
gleichförmige  Bewegung  aus,  in  dem 
Augenblicke  aber,  wo  die  mit  der 
kleinen  Geschwindigkeit  v  vorangehende  Masse  m  eingeholt  wird 
von  der  mit  der  grösseren  Geschwindigkeit  V  ihr  folgenden 
Masse  3/,  beginnen  plötzlich  die  beiden  Körper  auf  einander 
gegenseitig  einzuwirken;  an  der  Berührungsstelle  entstehen  Druck- 
kräfte, durch  welche  die  Bewegungen  der  beiden  Körper  nach  und 
nach  verändert  werden.  Der  auf  die  Masse  m  wirkende  Druck 
und  der  auf  die  Masse  M  wirkende  Druck  sind  als  „Druck"  und 
„Gegendruck4'  nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  stets  gleich 
gross  und  entgegengesetzt  gerichtet.  Auf  die  Masse  m  wirkt  der 
Druck  in  der  Richtung  der  Bewegung  als  beschleunigende  Kraft; 
auf  die  Masse  M  wirkt  der  Druck  der  Bewegungsrichtung  ent- 
gegen als  verzögernder  Widerstand. 

Nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes  (§.  104)  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  der  Masse  m  unter  Einwirkung  des  beschleuni- 
genden Drucks  wie  ein  einfacher  materieller  Punkt  von  gleicher 
Masse  unter  Einwirkung  der  gleichen  Kraft  sich  bewegen  würde. 

Wenn  also  in  einem  bestimmten  Zeit- 
punkte der  Druck  die  Grösse  D  erreicht 
hat  (Fig.  564),  so  bewegt  sich  der  Schwer- 
punkt der  Masse  m  in  diesem  Augen- 
blicke mit  der  Beschleunigung: 

2> 

V  = 


Fig.  564. 


m 


Aus  gleichem  Grunde  ergiebt  sich,  dass 
in  demselben  Augenblicke  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  sich  be- 
wegt mit  der  Verzögerung: 

D 


P  = 


M 
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Wie  auch  immer  der  Druck  D  sich  ändern  möge  im  Laufe  der- 
jenigen Zeit,  während  welcher  die  beiden  Körper  mit  einander  in 
Berührung  bleiben:  das  Verhältniss  der  beiden  auf  die  Zeitein- 
heit reducirten  Geschwindigkeitsänderungen  behält  in  allen  Punkten 
dieses  Zeitraums  den  unveränderlichen  Werth: 

welcher  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Massen 
ist.  Hieraus  folgt,  dass  für  jeden  der  unendlich  kleinen  Zeit- 
theilchen,  in  welche  man  sich  die  ganze  Stoss-  Dauer  zerlegt 
denken  kann,  das  Verhältniss  der  in  diesem  Zeittheilchen  den 
beiden  Schwerpunkten  ertheilten  Geschwindigkeitsänderungen  eben- 
falls gleich  dem  umgekehrten  Massen -Verhältniss  ist.  Es  muss 
daher  auch  das  Verhältniss  der  in  einem  beliebig  gewählten 
Theile  der  ganzen  Stossdauer  (oder  auch  der  während  der  ganzen 
Stossdauer  selbst)  hervorgebrachten  Geschwindigkeitsänderungen 
gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Massen  sein. 

Wenn  mit  c  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  welche  der 
Schwerpunkt  der  Masse  m  in  irgend  einem  Zeitpunkte  (innerhalb 
oder  auch  am  Ende)  der  Stossdauer  erreicht  hat,  so  ist  c  —  t? 
die  Geschwindigkeits- Zunahme,  welche  der  Schwerpunkt  der 
Masse  m  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  erlangt  hat;  und  wenn  mit  C 
die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  welche  der  Schwerpunkt  der 
Masse  M  in  demselben  Zeitpunkte  erreicht  hat,  so  ist  V —  C  die 
bis  zu  diesem  Zeitpunkte  erfolgte  Geschwindigkeits-Abnahme  des 
Schwerpunktes  der  Masse  M.  Das  Verhältniss  dieser  beiden  Ge- 
schwindigkeitsänderungen ist  also: 

761)    ±=^=*L. 

'      V — C  tn 

Diese  Gleichung  lässt  sich,  wenn  derselben  die  Form  ge- 
geben wird: 

762)    mc-f-Jf(7  =  mv  +  MV 

auch  unmittelbar  aus  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes  schon  ab- 
leiten. Nach  §.  104  muss  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt 
*  des  von  beiden  Körpern  zusammengenommen  gebildeten  Massen- 
Systems  sich  so  bewegen,  wie  wenn  die  Massen  aller  materiellen 
Punkte  und  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  in  ihm  vereinigt 
wären.  Die  Beschleunigung  dieses  Schwerpunktes  ist  (nach  Glei- 
chung 522)  in  diesem  Falle  gleich  Null,  weil  keine  äusseren 
Kräfte  vorhanden  sind,  und  die  inneren  Kräfte  —  zu  denen  auch 
die  beiden  Drücke  D  zu   rechnen   sind  —  je  paarweise   gleiche 
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Grössen  und  entgegengesetzte  Richtungen  haben.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  in  demjenigen  Zeit- 
punkte, auf  welchen  Gleichung  762)  sich  bezieht,  noch  dieselbe 
Grösse  haben  muss,  welche  sie  vor  dem  Zusammentreffen  der 
beiden  Körper  hatte.  Wenn  also  mit  u  die  Geschwindigkeit  be- 
zeichnet wird,  mit  welcher  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Massen- 
Systems  vor  dem  Stosse  sich  bewegte,  so  ist  nach  Gleichung  520) 
das  Product: 

763)  (m  +  M)u  =  mv  +  MV  =  mc  +  MG 
eine  constante  Grösse,  welche  während  der  Stossdauer  sich  nicht 
ändert.  Die  Gleichung  762)  drückt  demnach  aus:  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  der  beiden 
Massen  durch  den  Stoss  keinerlei  Aenderungen  erleidet.  Um  nun- 
mehr die  Geschwindigkeitsänderung  zu  bestimmen,  welche  der  Schwer- 
punkt jedes  einzelnen  der  beiden  Körper  durch  den  Stoss  erleidet, 
ist  es  nur  nöthig  zu  untersuchen:  auf  welche  Weise  die  relative 
Bewegung  jedes  dieser  beiden  Punkte  in  Bezug  auf  einen  mit 
dem  Schwerpunkte  des  ganzen  Systems  gleichförmig  fortschreiten- 
den Raum  durch  den  Stoss  verändert  wird.  Die  Geschwindigkeit 
dieses  Raumes  ist  gleich  «,  und  da  die  Beschleunigung  desselben 
gleich  Null  ist,  so  geschehen  die  relativen  Bewegungen  der  bei- 
den Schwerpunkte  genau  so  wie  bei  gleichen  Anfangsgeschwindig- 
keiten die  absoluten  Bewegungen  derselben  erfolgen  würden 
(§•  34).     . 

Vor  dem  Stosse  war  die  relative  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes der  Masse  M  (Fig.  565)  in  Bezug  auf  diesen  Raum  gleich 

V —  u   und   die   des   Schwer- 
in 565.  punktes    der    Masse    m    war 

u  —  v.  Mit  diesen  beiden  An- 
fangs -  Geschwindigkeiten  be- 
ginnen die  beiden  Schwer- 
punkte M  und  m  von  ent- 
— jjr>  gegengesetzten  Seiten  her  ihre 

relative  Bewegung  gegen  den 
gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  S  hin,  welcher  seinerseits  im 
relativen  Ruhezustande  sich  befindet.  Durch  die  Gegendrücke  D 
werden  diese  beiden  relativen  Geschwindigkeiten  allmählig  ver- 
mindert, und  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  werden  beide 
relative  Geschwindigkeiten  gleichzeitig  die  Grösse  Null  erreichen 
(denn  in  dem  Augenblicke,  wo   die  relative  Geschwindigkeit  des 

86* 
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einen  Schwerpunktes  Null  wird,  muss  auch  die  des  anderen  Null 
werden,  weil  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  die  relative 
Geschwindigkeit  Null  hat). 

In  diesem  Augenblicke  haben  beide  Schwerpunkte  (nach 
Gleichung  763)  die  gemeinschaftliche  absolute  Geschwindigkeit: 

764)    u  =      -M -J m  -  , 

und  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  hat  die  absolute  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes  M  abgenommen  um  die  Grösse: 

705)     V—  v  =  -V~lM  -, 

*    1     m 

die  absolute  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  m  dagegen  zuge- 
nommen um  die  Grösse: 

760)    n  —  v  — . 

Denkt  man  sich  also  bei  dem  Stosse  zwreier  Körper  die  ganze 
Zeitdauer  t  der  Berührung  in  zwei  Zeiträume  tx  und  t2  zerlegt, 
von  denen  der  erstere  bis  zu  dem  Augenblicke  gerechnet  wird, 
in  welchem  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Schwerpunkte  ein- 
ander gleich  geworden  sind ,  so  ist  die  während  dieses  ersteren 
Zeitraums  erfolgende  Geschwindigkeitsänderung  jedes  der  beiden 
Schwerpunkte  unter  allen  Umständen  mathematisch  genau  be- 
stimmbar. Was  dagegen  die  Bestimmung  der  in  dem  zweiten 
Zeiträume  t2  erfolgenden  Geschwindigkeitsänderungen  betrifft,  so 
hängen  dieselben  ab  von  dem  Grade  der  Intensität  des  Stosses, 
von  der  physicalischen  Beschaffenheit  der  beiden  stossenden 
Körper;  und  dieser  Theil  der  Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  nur 
annäherungsweise  lösbar. 

Wenn  man  (in  Gleichung  761)  unter  den  Grössen  C  und  c 
resp.  die  Endgeschwindigkeiten  am  Ende  des  Zeitraums  t2  (oder 
am  Ende  der  ganzen  Stossdauer)  versteht,  so  ist  u  —  C  die 
Grösse,  um  welche  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der 
Masse  M  während  der  Periode  *,  ferner  abnimmt,  und  c  —  u  die 
Grösse,  um  welche  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der 
Masse  m  während  der  Periode  t7  ferner  zunimmt.  Der  in  Glei- 
chung 761)  enthaltene  Satz:  „die  Geschwindigkeitsänderungen 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Massen",  gilt  auch  für  jeden 
der  beiden  Zeiträume  tx  und  £2  einzeln  genommen,  folglich  ist: 

767)    «=£  =   %=  !^-M. 
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Aus  der  Gleichheit  des  ersten  und  dritten  Quotienten  folgt  die 
Gleichung : 

768)    £i£  =  JL^Ü  =  £. 

7       V—  u  u  —  v 

worin  mit  s  der  noch  unbekannte  Zahlenwerth  (des  Coefticienten 
der  Stoss-Elastieität)  bezeichnet  ist,  welcher  angiebt,  in  welchem 
Verhältniss  die  während  der  Periode  t2  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeitsänderungen zu  den  während  der  Periode  tx  hervor- 
gebrachten Geschwindigkeitsänderungen  stehen.  Hiernach  ergeben 
sich  für  die  während  der  zweiten  Periode  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeitsänderungen die  Werthe: 

769)  fi  —  C  =  s  (F-  u),  770)  c  —  u  =  e  (u  —  i>), 
und  wenn  man  diese  zu  den  während  der  ersten  Periode  hervor- 
gebrachten (in  den  Gleichungen  765)  und  766)  gefundenen)  Ge- 
schwindigkeitsänderungen hinzuaddirt,  so  erhält  man  für  die 
totalen  durch  den  Stoss  hervorgebrachten  Geschwindigkeitsände- 
rungon  resp.  die  Gleichungen: 

771)     K-C'=ii+^-J!L,     772)    o— =A±0(E=iL, 

nach  denen  die  Endgeschwindigkeiten  C9  c  berechnet  werden 
können,  sobald  der  Coefficient  e  bekannt  ist. 

§.  135. 
Bestimmung  des  Stoss-Elasticitätscoefficienten  e. 

Elastischer  und  unelastischer  Stoss. 
Während  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  die  relative  Be- 
wegung von  M  nach  itf,  ausführt  (Fig.  565),  rücken  die  Schwer- 
punkte der  beiden  Körper  einander  gegenseitig  näher,  und  diese 
Annäherung  ist  mit  einer  Zusammendrückung  der  beiden  Körper 
an  der  Berührungsstelle  verbunden.  Durch  diese  Zusammen- 
drückung wird  eine  elastische  Gegenwirkung  hervorgerufen,  welche 
mit  der  Grösse  der  Zusammendrückung  nach  irgend  einem  Ge- 
setze sich  ändert.  Der  Gegendruck  D  an  der  Berührungsstelle 
durchläuft  während  des  Fortschreitens  der  Zusammendrückung 
irgend  eine  Reihenfolge  von  verschiedenen  Werthen ,  und  da  der 
Schwerpunkt  der  Masse  M  seine  relative  Bewegung  gerade  so 
ausführt  wie  ein  einfacher  materieller  Punkt  von  gleicher  Masse 
unter  Einwirkung  der  verzögernden  Kraft  D  sich  bewegen  würde, 
so  ist  die  hervorgebrachte  Aenderung  derjenigen  lebendigen  Kraft, 
welche  der  relativen  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Masse  M 
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entspricht,  gleich  zu  setzen  der  negativen  mechanischen  Arbeit, 
welche  der  veränderliche  Druck  D  während  der  Bewegung  seines 
Angriffspunktes  von  M  nach  Mx  verrichtet. 

Elastischer  Stoss. 
Der  Endpunkt  des  Zeitraumes  tt  oder  derjenige  Zeitpunkt, 
in  welchem  die  beiden  Schwerpunkte  ihre  grösste  Annäherung 
erreicht  haben,  ist  zugleich  der  Augenblick  der  grössten  Zu- 
sammendrückung; nach  diesem  Zeitpunkte  erfolgt  während  des 
Zeitraumes  t2  eine  Wiederausdehnung  der  beiden  Körper.  Ange- 
nommen: diese  Wiederausdehnung  erfolgte  in  der  Weise,  dass 
die  beiden  Körper  vollständig  in  ihre  früheren  Formen  zurück- 
kehren, und  dass  der  Druck  D  während  der  rückgängigen  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  der  Masse  M  von  Mt  nach  M  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  genau  dieselben  Werthe  wieder  durchläuft, 
welche  derselbe  vorher  bei  dem  Hinwege  von  M  nach  Mt  nach 
und  nach  angenommen  hatte:  so  würde  in  diesem  Falle  auch  die 
von  demselben  verrichtete  mechanische  Arbeit  ihrer  absoluten 
Grösse  nach  bei  dem  Rückwege  gerade  so  gross  wie  bei  dem 
Hinwege  sein;  in  Folge  dessen  würde  die  in  der  zweiten  Periode 
hervorgebrachte  lebendige  Kraft  wieder  ebenso  gross  sein  wie 
die  in  der  ersten  Periode  verichtete  lebendige  Kraft  der  relativen 
Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Masse  M\  und  da  die  relative 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes  in  der  ersten  Periode  von  F-—  u 
bis  auf  Null  abnahm,  so  würde  dieselbe  in  der  zweiten  Periode 
von  Null  bis  auf  die  Grösse  V—  u  (in  entgegengesetzter  Richtung 
genommen)  wieder  zunehmen.  Für  diesen  Fall  würde  nach  Glei- 
chung 768)  der  Coefficient  e  =  1  zu  setzen  sein,  und  die  allge- 
meinen Gleichungen  771)  und  772)  werden  die  Form  annehmen: 

773)     V-  C  =  ^-^,      774)    c  -  v  =  ÜInÄ . 

Um  sich  die  Bedingungen  zu  veranschaulichen,  von  welchen 
das  Erfülltsein  der  obigen  Voraussetzungen  und  die  Gültigkeit 
der  zuletzt  gefundenen  beiden  Gleichungen  abhängt,  hat  man  sich 
die  beiden  Eigenschaften  der  „Elasticität"  und  der  „Trägheit44 
vollständig  von  einander  getrennt,  d.  h.  in  jedem  der  beiden 
Körper  an  zwei  verschiedenen  Theilen  haftend  zu  denken,  von 
denen  der  eine  —  unmittelbar  durch  den  Stoss  getroffene  Theil  — 
wie  eine  vollkommen  elastische  Feder  ohne. Masse  ausschliesslich 
die   Eigenschaft   der  „Elasticität"  repräsentirt ,  und   der  andere 
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als  •  vollkommen  starrer  unelastischer  Körper  ausschliesslich  die 
Eigenschaft  der  „Trägheit"  oder  die  ganze  Hasse  des  Körpers  in 
sich  vereinigt.  Fig.  566  veranschaulicht  die  Stellung  der  beiden 
Körper  im  Augenblicke  der  ersten  Berührung  der  beiden  Federn, 
Fig.  567  die  Stellung  im  Augenblicke  der  stärksten  Zusammen- 
drückung der  Federn,  den  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Geschwindig- 
keiten der  beiden  Massen  einander  gegenseitig  ausgeglichen 
haben,  und  Fig.  568  die  Stellung  der  beiden  Körper  am  Ende 

Fig.  566.  Fig.  567.  Fig.  568. 
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des  Stosses  oder  den  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Federn  ihre  ur- 
sprünglichen Formen  wieder  angenommen  haben.  Der  Schwer- 
punkt des  ganzen  Systems  geht  mit  unveränderter  Geschwindig- 
keit u  aus  der  ersten  durch  die  zweite  in  die  dritte  Stellung 
über,  während  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  in  Bezug  auf 
denselben  eine  relative  Bewegung  ausfuhrt,  bestehend  während 
des  Uebergangs  aus  der  ersten  in  die  zweite  Stellung  in  einer 
Annäherung  an  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt,  während 
des  Ueberganges  aus  der  zweiten  in  die  dritte  Stellung  in  einer 
ebenso  grossen  Wieder-Entfernung  von  demselben.  Nach  Cap.  XXIV 
wird  bei  dieser  relativen  Bewegung  von  dem  Drucke  D  während 
der  ersten  Periode  eine  negative  mechanische  Arbeit  verrichtet 
von  derselben  absoluten  Grösse  wie  die  während  der  Wiederaus- 
dehnung  der  Federn  verrichtete  positive  mechanische  Arbeit.  Bei 
diesem  idealen  —  in  der  Wirklichkeit  nur  annäherungsweise  dar- 
stellbaren Falle  —  würden  also  die  Voraussetzungen,  aus  denen 
die  obigen  beiden  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  aller  Strenge 
erfüllt  sein;  und  je  mehr  bei  dem  Zusammenstosse  zweier  be- 
liebigen elastischen  Körper  die  wirklichen  Umstände  diesem 
idealen  Falle  sich  annähern,  um  so  genauer  werden  die  Glei- 
chungen 773)  und  774)  als  Gleichungen  des  sogenannten  voll- 
kommen „elastischen  Stosses"  die  wirklich  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeitsänderungen darstellen. 

Unelastischer  Stoss. 
Denkt  man  sich  in  dem  Augenblicke  der  grössten  Zusammen- 
drückung  der  Federn    bei    der  Stellung  Fig.  567  plötzlich  auf 
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irgend  eine  Weise  (z.  B.  durch  einspringende  Widerhaken)  die 
Wiederausdehnuug  der  Federn  gänzlich  verhindert,  so  findet 
man,  dass  in  diesem  Falle  nach  jenem  Zeitpunkte  kein  Druck 
zwischen  den  beiden  Körpern  mehr  stattfinden,  und  in  Folge 
dessen  auch  keine  weitere  Geschwiudigkeitsänderung  mehr  her- 
vorgebracht werden  würde.  Die  beiden  Körper  würden  nach  dem 
Stosse  ihre  Bewegungen  mit  der  gemeinschaftlichen  Geschwindig- 
keit u  (Gleichung  764)  gleichförmig  fortsetzen,  und  für  diesen 
Fall  würde  demnach  der  Coefficient  8  =  0  zu  setzen  sein. 

Auf  solche  Art  kann  man  sich  den  idealen  —  in  der  Wirk- 
lichkeit ebenfalls  nur  annäherungsweise  darstellbaren  —  Fall  des 
sogenannten  „unelastischen  Stosses"  veranschaulichen.  Je  mehr 
bei  der  in  Folge  des  Zusammenstosses  der  beiden  Körper  ein- 
tretenden Zusammendrückung  die  Elasticitätsgrenzen  überschritten 
wurden  —  was  bei  Körpern  von  geringer  Elasticität  wie  z.  B. 
Blei,  Wachs  schon  bei  geringer  Intensität  des  Stosses,  dagegen 
bei  sehr  elastischen  Körpern  wie  z.  B.  Kautschuk,  Elfenbein  erst 
bei  grosser  Intensität  des  Stosses  eintreten  wird  —  je  mehr  also 
die  wirklichen  Umstände  von  der  Art  sind,  dass  die  durch  den 
Stoss  hervorgebrachten  Zusammendrückungen  als  bleibende  Form- 
änderungen anzusehen  sind:  um  so  genauer  werden  die  Glei- 
chungen : 

775)     V—  C  =  ^~- ,      776)     c  —  v  V~v 


1  +  -  1+" 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  e  =  0  aus  den  allge- 
meinen Gleichungen  771)  und  772)  sich  ergeben,  die  wirklich 
hervorgebrachten  Geschwindigkeitsänderungen  darstellen. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  unter  gewöhnlichen  Umständen 
der  Werth  des  Coefficienten  s  zwischen  den  Grenzwerthen  Null 
und  Eins  variirt;  dass  derselbe  dem  Grenzwerthe  Null  um  so 
mehr  sich  nähert,  je  grösser  die  Geschwindigkeits-Differenz  V —  v 
und  je  geringer  die  Elasticität  der  Körper  ist;  dem  Grenzwerthe 
Eins  dagegen  um  so  mehr,  je  kleiner  die  Geschwindigkeits- 
differenz V  —  v  und  je  grösser  die  Elasticität  der  beiden  Körper 
ist.  Es  kommt  also  in  den  speciellen  Fällen  bei  der  Bestimmung 
des  Coefficienten  e  nicht  allein  die  physicalische  Beschaffenheit 
der  beiden  stossenden  Körper,  sondern  wesentlich  auch  die  Grösse 
der  Geschwindigkeitsdifferenz  V — v  in  Betracht.  Auch  bei  sehr 
elastischen  Körpern  kann  der  Coefficient  e  dem  Grenzwerthe 
Null  sich  nähern,  wenn  die  Geschwindigkeitsdifferenz  V— -  v  sehr 
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gross  war;  und  auch  bei  sehr  unelastischen  Körpern  kann  der 
Coefficient  e  dem  Grenzwerthe  Eins  sich  nähern,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeitsdifferenz V — v  der  beiden  Körper  vor  dem  Stosse 
eine  sehr  geringe  Grösse  hatte. 

In  gewissen  besonderen  Fällen  kann  der  Coefficient  e  auch  einen  Wcrth 
annehmen,  welcher  grösser  ist  als  Eins.  Angenommen:  die  Federn,  welche 
die  Eigenschaft  der  Elasticität  veranschaulichten,  hätten  vor  dem  Stosse 
schon  im  gespannten  (und  zwar  zusammengedrückten)  Zustande  sich  befunden 
(Fig.  567),  und  wären  durch  irgend  welche  Vorrichtungen  —  etwa  durch  ein- 
geschobene Haken  —  in  diesem  gespannten  Zustande  künstlich  so  lange  erhalten, 
bis  durch  den  Stoss  diese  Hindernisse  der  Wicderausdebnung  beseitigt,  und 
die  Spannkräfte  der  beiden  Federn  gleichsam  wieder  in  Freiheit  gesetzt 
wurden.  In  diesem  Falle  würde  unmittelbar  nach  dem  Augenblicke  der  ersten 
Berührung  die  Zusammendrückung  der  Federn  zunächst  noch  um  eine  ge- 
wisse Grösse  gesteigert  werden.  Nach  dem  Eintritt  des  Maximum  der  Zu- 
sammendrückung würde  alsdann  die  Wiederausdehnung  beginnen  und  diese 
während  der  zweiten  Periode  erfolgende  Wiederausdehnung  würde  über  den 
ursprünglichen  Spannungszustand  hinaus  sich  fortsetzen,  also  mehr  betragen 
als  die  während  der  ersten  Periode  erfolgte  Steigerung  der  Zusammendrückung. 
In  Folge  dessen  würden  die  in  der  zweiten  Periode  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeitsänderungen  grösser  sein  als  die  in  der  ersten  Periode  hervor- 
gebrachten; nach  Gleichung  768)  würde  also  in  diesem  Falle  der  Coefficient  e 
grösser  als  Eins  sein. 

Diesem  Falle  —  welchen  man  den  des  „überelastischen4'  Stosses  nennen 
könnte  —  wäre  zu  vergleichen  der  mit  „Explosion*  verbundene  Stoss.  Denkt 
man  sich  die  unmittelbar  durch  den  Stoss  getroffenen  Theile  der  Körper  aus 
Substanzen  bestehend ,  welche  (wie  z.  B.  Knallsilber)  beim  Stosse  explodiren, 
so  findet  man  leicht,  dass  in  derartigen  Fällen  der  Coefficient  e  jeden  be- 
liebigen Werth  zwischen  0  und  oo  annehmen  kann,  letzteren  z.  B.  dann,  wenn 
die  anfänglichen  Geschwindigkeiten  der  beiden  Körper  einander  gleich  waren, 
in  welchem  Falle  die  Nenner  der  Brüche  in  Gleichung  768)  gleich  Null  werden. 

Durch  den  Stoss  wird  im  Allgemeinen  ein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  verursacht.     Man  findet  diesen  Verlust  3$,  indem  man  die 

lebendige  Kraft  — ^ f-  ~— ,  welche  die  beiden  Massen  zu- 
sammengenommen nach  dem  Stosse  noch  besitzen,  subtrahirt  von 

MV2  mv* 

der  lebendigen  Kraft  — f-     w-'  welche  vor  dem  Stosse  in 

den  beiden  Körpern  schon  enthalten  war,  also  aus  der  Gleichung: 
777)    8  =  (MVL  +  -£)  _  (**   +  -|L), 

welche  nach. Substitution  der  aus  den  Gleichungen  771)  und  772) 
zu  entnehmenden  Werthe  von  C  und  c  die  Form  annimmt: 

778)     3J  ^  2(M+m) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Verlust  bei  dem  vollkommen 
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elastischen  Stosse  gleich  Null  sein  würde,  weil  iür  diesen  Fall 
s  —  1  zu  setzen  wäre.  Bei  dem  vollkommen  unelastischen  Stosse 
dagegen ,  für  welchen  e  =  0  zu  setzen  ist ,  hat  der  durch  tlen 
Stoss  verursachte  Verlust  an  lebendiger  Kraft  die  Grösse: 

g.  136. 
Unelastischer  Stoss. 

Die  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  gefundenen  Glei- 
chungen gelten  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  Geschwindig- 
keit v  der  gestossenen  Masse  m  gleich  Null  oder  negativ  ist. 
Wenn  eine  ruhende  Masse  m  durch  eine  mit  der  Geschwindigkeit 
V  sich  bewegende  Masse  M  einen  Stoss  erhält,  und  die  Um- 
stände annähernd  so  beschaffen  sind,  dass  die  Gleichungen  für 
den  unelastischen  Stoss  angewendet  werden  dürfen,  so  ergiebt 
sich  für  die  Geschwindigkeit  «,  mit  welcher  die  beiden  Körper 
nach  dem  Stosse  sich  weiter  bewegen,  nach  Gleichung  764)  der 
Werth: 

780)    •  =  -£& 

und  der  durch  den  Stoss  verursachte  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
hat  nach  Gleichung  779)  die  Grösse: 

Vor  dem  Stosse  hatten  die  beiden  Massen  zusammenge- 
nommen die  lebendige  Kraft  — = f-  0.     Diese  lebendige  Kraft 

wird  durch  den  Stoss  gleichsam  in  zwei  Theile  zerlegt:  der  eine 
Theil  3$  verwandelt  sich  in  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche 
theils  auf  das  Hervorbringen  bleibender  Formänderungen,  theils 
auf  das  Erzeugen  von  Schall-  und  Wärme  -  Schwingungen  ver- 
wendet wird,  und  geht  für  die  fortschreitende  Bewegung  dauernd 

verloren.    Der  andere  Theil  (M  +  w)y  hat  die  Grösse : 


™>  *  =  EF-  (t&t) 


und  bildet  den  übrig  gebliebenen  Rest  von  lebendiger  Kraft,  mit 
welcher  nach  dem  Stosse  die  beiden  Massen  ilire  fortschreitende 
Bewegung  fortsetzen. 

In  dem  lalle,  wenn  unmittelbar  nach  dem  Stosse  der  weiteren 
Fortbewegung   der  beiden  Massen  ein  Hinderniss  sich  entgegen- 
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stellt  (Fig.  569),  wird  die  übrig  gebliebene  lebendige  Kraft  9t 
ebenfalls  in  mechanische  Arbeit  verwandelt,  nämlich  in  diejenige, 

welche  auf  das  Ueber- 
Fig.  560.  winden  des  von  jenem 

Hinderniss  herrühren- 
den Widerstandes  W 
verwendet  wird.  Die 
Strecke  «,  welche  die 
beiden  Körper  diesem 
Widerstände  entgegen 
noch  zurücklegen  bis  zu 
dem  Augenblicke ,  in 
welchem  ihre  Geschwindigkeit  Null  wird,  ist  nach  dem  Principe 
der  lobendigen  Kraft  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

«•)  -t(^-)=^- 

Von  der  ursprünglich  vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft 
— 5 —  wird  ein  um  so  grösserer  Bruchtheil  für  diesen  Zweck  dis- 
ponibel  bleiben,  je  grösser  das  Vcrhältniss   M> —  ist. 

In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  man  sich  der  Wirkung  des 
Stosses  bedient,  um  mittelst  des  nach  dem  Stosse  noch  übrig 
gebliebenen  Theiles  der  lebendigen  Kraft  irgend  eine  Nutzarbeit 
zu  verrichten  —  wie  z.  B.  beim  Einrammen  von  Pfählen,  beim 
Eintreiben  eines  Keiles,  eines  Nagels  etc.  —  ist  es  vorteilhaft, 
das  Verhältniss  der  stossenden  Masse  zur  gestossenen  Masse  so 
gross  als  möglich  zu  machen. 

Wenn  man  die  Massen  durch  ihre  Gewichte  ausdrückt,  in- 
dem man  Mq  =  Q  und  mq  —  q  setzt,  so  ist  -^zr-, —  =  --^% — 
MJTt  y*       ,  ,        „  M+m  O  +  q 

und    — s —  =  Q  ö —  oder,  wenn  die  der  Geschwindigkeit  V  ent7 

^  * 0    y 2  MV2 

sprechende  Fallhöhe  -5—  =  H  gesetzt  wird 


=  QH 


zu 


2  g  —     *~  2 

substituiren,  und  die  obigen  Gleichungen  nehmen  alsdann  die 
Formen  an: 

784)    35  =  Q#(g*_-)  und  785)  di  =  Q#(-^)  =  W.s. 

Aus  der  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Grösse  des  Wider- 
standes W  berechnen ,  welcher  längs  einer  bestimmten  Strecke  s 
überwunden  wird,  sobald  diese  letztere  bekannt  ist. 

Bei  dem  Zusammentreffen  eines  mit  der  Geschwindigkeit  V=bmfi  gegen 
einen  Nagel  vom  Gewichte  q  =  0,1  Kil.  stossenden  Hammers  vom  Gewichte 
Q  =  1,5  Kil.  zerlegt  sich  die  lebendige  Kraft; 
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=  Q  H  =  1,5 


5,6»     __ 


2mk,4, 


Fig.  570. 


2  x  '    '  2 . 9,8 

welche  vor  dem  Stosse  vorhanden  war,  in  die  beiden  Theile: 

*  =  2-4  foflüi )  =  0,"k'15  uud  *  "  2'4 •  irföj  =  2"k'25- 

Der  erstere  Theil,  welcher  eine  mechanische  Arbeit  von  0,15  Meterkilogrammen 
repräsentirt ,  wird  auf  Zerdrückung  des  Nagelkopfes,  Erzeugung  von  Schall- 
uud  Wärme-Schwingungen  verwendet,  und  der  Rest  von  2,25  Meterkilogrammen 
auf  das  Eintreiben  des  Nagels  in  die  Wand  (Fig.  569)  oder  auf  das  Ucber- 
winden  des  Widerstandes  W,  welcher  dem  Eindringen  des  Nagels  entgegen- 
wirkt. Wenn  als  Tiefe  des  Eindringens  s  =  0"\0U5  beobachtet  wurde,  so  er- 
giebt  sich  für  die  mittlere  Grösse  des  Widerstandes  W  die  Gleichung: 

W.  0,005  =  2,25    oder     W  =  450  Kil. 

Wäre  das  Gewicht  des  Nagels  q  =  0,5  Kil.  (statt  0,1  Kil.)  gewesen,  so  würde 
der  Verlust  SB  =  \  .  2,4  =  0,6  Meterkilogramm,  und  die  Nutzarbeit  nur 
1,8  Meterkilogramm  betragen  haben. 

Wenn  der  Stoss  in  der  Richtung  der  Schwere 
erfolgt,  wie  z.  B.  bei  dem  Stosse  des  Rammklotzes 
gegen  einen  Pfahl  (Fig.  570),  so  wird  die  nach  dem 
Stosse  von  der  Schwerkraft  verrichtete  mechani- 
sche Arbeit  (Q  -f~  q)  h  ebenfalls  auf  das  Ueber- 
winden  des  Widerstandes  W  verwendet,  und  der 
letztere  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

«^7)  +  iQ  +  *) f  =  w-8- 

Setzt  man  z.  B.  Q  =  1200  Kil.,   a  =  800  Kil.,   V=  7» 
72 

(also  H  =  a   QQ  =  2m,5)  und  s  =  0m,045,  so  erhalt  man 

die  Gleichung: 

1200. 2,5. H88  +  2000. 0,045=  W . 0,045  oder  W=  42000. 
Unter  Voraussetzung  eines  vollkommen  unelastischen  Stosses 
würde  sich  ergeben,  dass  von  der  ganzen  vor  dem  Stosse 
vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft  Q II  =  3000  Meter- 
kilogrammen in  diesem  Falle  vier  Zehntel  oder  1200",k  auf 
Zusammendrückung  des  Pfahlkopfcs,  und  der  Rest  von  sechs 
Zehnteln  oder  1800mk  als  Nutzarbeit  auf  das  Einrammen  des 
Pfahles  verwendet  wurden. 
\r  Im  Gegensatze  zu  den  beiden  vorigen  Fällen, 

*  in  welchen  von  der  ganzen  lebendigen  Kraft  nur 

der  Theil  SR  als  Nutzarbeit  auf  den  beabsichtigten 
\\  Zweck  wirklich  verwendet  wurde,  und  der  für  die 

fortschreitende  Bewegung  verloren  gehende  Theil 
2$  zugleich  eine  nachtheilige  Wirkung  ausübte, 
giebt  es  andere  Fälle,  in  denen  umgekehrt  gerade  die  durxh  den 
Stoss   vernichtete  lebendige  Kraft  in  Nutzarbeit  sich  verwandelt 


H 


786)     Q#( 


„M*.-. 
**** 


i 
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und  der  übrig  bleibende  Rest  9t  die  schädliche  Wirkung  bildet. 
In  allen  aolchen  Fällen,  wo  es  beabsichtigt  wird,  durch  die 
Wirkung  des  Stosses  dem  gostnssenen  Körper  eine  bleibende 
Formänderung  zu  ertheilen,  ist  es  vortheilhaft ,  das  Verhültniss 
der  gestoBsenen  Masse  zu  der  stossenden  Masse  so  gross  als 
möglich  zu  machen. 

Wenn  z.  B.  durch  den  Schlag  des  Niethammers  das  a 


vorragen  di 
(Fig.  671) 


Nietbolzen  -  Ende 


Fig.  07J. 


Fig.  672. 


9  dem  Nietloche 
Nietkopfe  umgeformt  werden  soll 
der  ganzen  lebendigen  Kraft  des  Hammers  nur  der 
durch  deu  Stoss  vernichtete  Theil  8  (Gleichung 
781),  welcher  als  Nutzarbeit  auf  diese  Form- 
änderung wirklieh  verwendet  wird,  während  der 
Abriß  bleihende  Rest  Öt  eine  in  diesem  Falle  gar 
nicht  beabsichtigte  gemeinschaftliche  Bewegungder 
heideu  Massen  nach  dem  Stosse  erzeugt  und  für 
die  Nutzwirkung  verloren  bleibt.  Die  letztere  kann 
man  dadurch  erhöhen,  dasa  man  mit  der  unmittel- 
bar dureb  den  Stoss  getroffenen  Masse  m  des 
Nietholzens,  eine  andere  Masse  m,  in  Berührung 
bringt  (durch  Vorhalten  eines  zweiten  Hammers), 
insofern  dadurch  die  gestossene  Masse  nunmehr  die  Grosse  m-f-tn,  und  in 
Folge  dessen  die  (J  rosse  83  einen  grosseren  Werth  erhält. 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  dass  bei  dem 
Stoase  eines  Dampfhammers  gegen  das  auf  dem 
Amhos  liegende  glühende  Eisenstück  der  auf 
Formänderung  des  letzteren  verwendete  Broch- 
theil  der  lebendigen  Kraft  des  Hammers  um  so 
grösser  ausfällt,  je  grösser  die  Masse  des  Ambos 
im  Verhältnis«  zur  Masse  des  Hammers  ist 
(Fig.  573).  Wenn  s.  B.  das  Gewicht  des  Häm- 
mere Mg=  0  =  8000  KU.,  und  die  Geschwindig- 
keit desselben  V  =  7m  ist  (entsprechend  der  Fall- 
höhe ff  =  8»5)1  so  hat  die  lebendige  Kraft  des 
Hammers  vor  dem  Stosse  die  Grosse  — =  -  =  QIf 
=  8000  .  2,5  =  20000  Meterkilogramm.  Wenn 
ferner  das  Gewicht  des  Ambos  {das  Gewicht  des 
Schmiedestückes  mit  eingerechnet)  i«j  =  ) 
=  56000  Kil.  ist ,  so  wird  von  jener  lebendigen 
Kraft  der  Theil: 

=  20000  .  Wi%  =  17500  Meterkilogramm 
auf  Zusammendrücken  des  glühenden  EisenstUckea 
{also  nützlich)  verwendet,  während  der  Rest: 

9J  =  20000  .  aVi'A  =  2500  Meterkilogramm 
auf  das  Einrammen  des  Ambos,  auf  Krschütte- 
ning  der   Fundamente  des  Gebäudes  etc.   (also  auf  nachteilige  Weise)  ver- 
wendet wird. 
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Die  mittlere  Grösse  des  auf  das  Schmiedestück  hervorgebrachten  Druckes 
kann  auf  ähnliche  Weise  wie  bei  der  mit  Bezug  auf  Fig.  570  berechneten 
Aufgabe  bestimmt  werden,  sobald  die  Tiefe  des  Kindringens  s  bekannt  ist. 
Wenn  letztere  klein  ist  im  Verh&lnisB  zu  H,  so  kann  die  Arbeit,  welche  die 
Schwerkraft  während  des  Eindringen»  des  Hammers  verrichtet,  als  vergleichs- 
weise klein  vernachlässigt,  und  der  Widerstand  W  berechnet  werden  aus  der 
Gleichung: 

587)  S  =  W  ,  *. 
Wenn  also  der  Hammer  bei  dem  Stosse  %.  B.  um  0m,02  in  das  Eisen  eindrang, 
at>  betrug  der  Druck  wahrend  des  Stosaes  durchschnittlich  ~£  =  876000  Kll. 
Je  grösser  die  gestossene  Masse  fit  im  Verliältniss  zur 
stossenden  Masse  M  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  das  Verliältniss 
-jjgTT,  ^em  ^renzwertlie  Eins  und  der  Stossverlust  Sß  (Glei- 
chung 781)  dem  Werthe  ^p-  =  QH.  Bei  dem  Stosse  einer 
mit  sehr  grosser  Geschwindigkeit  V  sich  bewegenden  wenig  elasti- 
schen Masse  M  gegen  eine  ruhende  wegen  ihrer  grossen  Masse  m 
als  unbeweglich  anzusehende  Behr  feste  Wand  wird  demnach 
nahezu  die  ganze  lebendige  Kraft  — g —  =  QH  des  stossenden 
Körpers  auf  Formänderung  desselben  verwendet.  Wenn  der 
stossende  Körper  ein  Cylinder  von  der  Länge  l  ist,  so  legt  der 
Schwerpunkt  desselben,  während  der  Cylinder  an  der  Wand  sich 
platt  drückt  (Fig.  573),  noch  nahezu  die  Länge 
ig.  .i  ■  .  zurück,  und  da  der  Schwerpunkt  S  sich  so 

v  !    bewegt,   wie   wenn  der  Widerstand  der  Wand 
in  ihm  seinen  Angriffspunkt  hätte,  so  ist  ep 
die  von    dem  durchschnittlichen  Widerstände 
W  verrichtete  mechanische  Arbeit  —  W .  -3- , 
,    durch    welche    die   lebendige   Kraft   Q  H  ver- 
nichtet wird.    Die  mittlere  Grösse  des  Wider- 
standes W  ist   also    zu    bestimmen    aus    der 
Gleichung: 
788)      W.j  =  QH,    oder    W  =  1Ä5. 
Angenommen:    der    Abscbeerungswiderstand ,    welcher    dem 
Durchlochen    der   Wand    entgegenwirkt    oder    dem    Durchstössen 
eines  cylindrischen    Loches   von   gleichem   Durchmesser  mit   dem 
stossenden  Cylinder,  wäre  kleiner  als  der  in  obiger  Gleichung  für 
die  erforderliche  Grösse  des  Widerstandes  W  gefundene  Werth: 
so   würde   der  stossende   Cylinder   —    anstatt  an  der  Wand  sich 
platt  zu  drücken  —  das  vor  ihm  liegende  cylindrische  Stück  der 
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Wand  vor  sich  her  schieben  und  gemeinschaftlich  mit  demselben 
seine    Bewegung  jenseits   der   Wand    fortsetzen    (Fig.  574).     Die 

Dicke  A,  welche  die  Wand  mindestens 
haben  müsste,  wenn  dieses  Durchlochen 
nicht  stattfinden  soll,  kann  man  an- 
näherungsweise dadurch  bestimmen, 
dass  man  jenen  Widerstand  W  dem 
Abscheerungswiderstande  gleich  setzt. 
Die  Cylindermantelfläche,  längs  welcher 
die  Abscheerung  stattfinden  würde,  hat 
nach  Fig.  574  den  Inhalt  d  tx  A ,  und 
wenn  der  Abscheerungs  -  Festigkeits- 
Coefficient    mit   \l    bezeichnet    wird,    so    ist    der   Abscheerungs- 

widerstand : 

789)     W  =  |i.<*icA. 

Aus  der  Gleichsetzung   der  beiden   Werthe   von   W  ergiebt  sich 
für  die  erforderliche  Wandstärke  A  der  Werth: 

2QH 


790)     A  = 


\L  TZ  d  l 


Wenn  mit  -y  das  Gewicht  eines  Cubikmillimeters  der  stossenden 
Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  hierin  Q  =  y  .  -^  d*  l  zu  setzen  und 
man  erhält  die  Gleichung: 


791)    A  = 


H 


welche  als  eine  rohe  Ann^erung8formel  fi*1"  die  Bestimmung  der 
erforderlichen  Stärke  eines  Schiffspanzers  gelten  kann. 

Wenn  z.  B.  das  cylindrische  Geschoss  und  der  Schiffspanzer  beide  aus 

v         o  onnrw7r 
Schmiedeisen   beständen,  so  wäre   (für   Millimctermaass)  -£-  =  — — ^ 

=  0,0000002533  zu  setzen ,  und  wenn  die  Geschwindigkeit  V  =  400™  gesetzt 

wird,  so  ist  H  =  -5 —  =  8155m  =  8155000  Millimeter  zu  substituiren ,  und 

*9 
man  erhält  für  A  die  Gleichung: 

A  =  1,033  d, 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  die  Dicke  des  Panzers  mindestens  gleich  dem 

Durchmesser  des  cylindrischen  Geschosses  sein  muss,  wenn  bei  der  obigen 

Geschwindigkeit  keine  Durchbohrung  des  Panzers  stattfinden  soll. 


§.  137. 
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Je  kleiner  die  Geschwindigkeitsdifferenz  der  beiden  Körper 
vor  dem  Stosse  war,  um  so  mehr  ist  es  zulässig,    die  aus  den 
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Gleichungen  773)  und  774)  sich  ergebenden  Werthe: 

792)     C  =■-  V—  ?(--^)-,       793)    c  =  v  +  2(r~v) 

als  die  wirklichen  Grössen  der  Geschwindigkeiten  nach  dem 
Stosse  zu  betrachten,  namentlich,  wenn  zugleich  das  Material  der 
beiden  Körper  die  Eigenschaft  der  Elasticität  in  hohem  Grade 
besitzt,  wie  z.  B.  Kautschuk,  Elfenbein,  gehärteter  Stahl  etc. 

Wenn  M  =  m  ist,  so  wird  C  =  v  und  c  =  T,  d.  h.  in 
diesem  Falle  tauschen  die  Körper  ihre  Geschwindigkeiten  gegen 
einander  aus,  in  der  Weise,  dass  jeder  von  beiden  nach  dem 
Stosse  die  Bewegung  des  anderen  fortsetzt.  Wenn  zugleich  v 
negativ  war,  d.  h.  wenn  die  Körper  von  entgegengesetzten  Seiten 
kommend  gegen  einander  stiessen,  so  kehrt  ein  jeder  von  der 
Stelle  des  Zusammenstosses  wieder  zurück,  und  zwar  mit  der- 
jenigen Geschwindigkeit,  welche  der  andere  vor  dem  Stosse  hatte. 

Für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  v  =  0  ist,  ergeben  sich, 

wenn  abkürzungsweise  das  Massenverhältniss  -==n  gesetzt  wird, 
aus  obigen  allgemeinen  Gleichungen  die  Werthe: 

794>  <-'.  =  fei)  *'•  ™>  ;•  =  (ütt)  v- 

Wenn   die   gestossene  Masse   m  =  -        unmittelbar      nach 

Empfang  des  Stosses  mit  der  erlangten  Geschwindigkeit  ct  ihrer- 
seits wiederum   gegen  eine  ruhende  Masse  stösst,   welche  in  dem 

gleichen  Verhältniss  1  :  n  zu  ihr  steht  (also  die  Grösse  —   hat), 

so  wird  diese  dritte  Masse  die  Geschwindigkeit 

erhalten.  Wenn  alsdann  in  gleicher  Weise  die  dritte  Masse 
wieder  gegen  eine  ruhende  vierte  Masse,  die  vierte  gegen  die  fünfte 
stösst  etc.,  und  bei  jedem  dieser  auf  einander  folgenden  Stosse 
das  Verhältniss  der  gestossenen  und  stossenden  Masse  gleich  l:n 
ist,  so  wird  nach  dem  r-ten  Stosse  die  zuletzt  gestossene  Masse 
die  Geschwindigkeit  erhalten: 

79ß)  «  =  (t$tJ-v- 

Kür  n  =  1  wird  0,  =  0  und  cx  =  cr  =  V\  d.  h.  wenn  gegen  das  eine 
Ende  einer  ruhenden  Reihe  von  elastischen  Kugeln,  deren  Massen  einander 
gleich  sind,  eine  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  bewegende  Kugel  von  gleicher 
Beschaffenheit  stösst,  so  wird  die  am  jenseitigen  Ende  der  Reihe  befindliche 
Kugel  die  Geschwindigkeit  V  erhalten,  während  alle  übrigen  Kugeln  nach 
dem  Stosse  im  Ruhezustände  sich  befinden.     Wenn   der   ersten  stossenden 
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Kugel  eine  zweite,  und  dieser  wiederum  eine  dritte  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit folgt,  so  wird  derselbe  Vorgang  zum  zweiten  und  dritten  Male  eintreten. 
Wenn  also  gegen  das  eine  Ende  der  ruhenden  Kugel -Reihe  eine  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  sich  bewegende  Kugel -Reihe  stösst,  so  wird  am  jenseitigen 
Ende  der  ersteren  Reihe  eine  Gruppe  von  gleicher  Anzahl  mit  der  stossenden 

Kugel-Reihe  von  den 
rig.  o7o.  übrigen  sich  trennen 

und  mit  der  Geschwin- 
digkeit V  sich  fortbe- 


V  V 


OOO <"XX)OOOOOCD <XXj    we«en>  w&hrend  alle 

,  übrigen  Kugeln  nach 

dem  Stosse  im  Ruhezustande  bleiben  (Fig.  575). 

Setzt  man  n  =  3  und  r  =  20,  so  wird  nach  Gleichung  7%)  c20  =  l»520'^ 
=  3325  .  V\  d.  h.  wenn  eine  ruhende  Reihe  von  20  Kugeln,  deren  jede  zu  der 
nächstfolgenden  in  dem  Massen- Verhältniss  1 :  i  steht,  an  dem  Ende,  wo  die 
grösste  Kugel  sich  befindet,  einen  Stoss  erhält  durch  eine  mit  der  Geschwindig- 
keit V  =  lm  sich  bewegende  Kugel ,  welche  zu  jener  grössten  wiederum  in 
dem  Massen  -  Verhältniss  1  :  i  steht ,  so  würde  —  falls  die  Voraussetzungen, 
unter  welchen  die  Gleichungen  des  elastischen  Stosses  angewendet  werden 
dürfen,  hier  in  aller  Strenge  erfüllt  wären  —  die  am  jenseitigen  Ende  der 
Reihe  befindliche  kleinste  Kugel  durch  die  längs  der  Reihe  sich  fortpflanzende 
Stosswirkung  eine  Geschwindigkeit  von  3325  Metern  erhalten,  während  die 
übrigen  Kugeln  resp.  mit  den  Geschwindigkeiten  0"\5,  0m,75,  lm,125  .  .  . 
1108m,33  .  .  .  nach  dem  Stosse  sich  weiter  bewegen. 

Wenn  w  =  0  ist,  so  wird  Cx  = —  V  und  ct  =0,  d.  h.  wenn  eine 
elastische  Kugel  gegen  eine  unendlich  grosse  ruhende  Masse  (oder  eine  feste 
Wand)  stösst,  so  hat  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  nach  dem  Stosse  mit  ihrer 
anfänglichen  Geschwindigkeit  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung, 
während  die  gestossene  Masse  im  Ruhezustände  bleibt.  Wenn  dagegen  n=  oo 
ist,  so  wird  Cx  =  V  und  cx  =  2  F,  d.  h.  je  kleiner  die  gestossene  Masse  im 
Verhältniss  zur  stossenden  ist,  um  so  mehr  ist  es  gestattet  anzunehmen,  dass 
die  Geschwindigkeit  der  stossenden  Masse  durch  den  Stoss  nicht  geändert 
wird,  und  dass  die  vorher  ruhende  Masse  durch  den  Stoss  eine  Geschwindig- 
keit erhält,  welche  .doppelt  so  gross  ist  als  die  der  stossenden  Masse  vor 
dem  Stosse. 

§.   138. 

Stoss  rotirender  Körper, 

(Ballistisches  Pendel.) 
Die  am  Schlüsse  des  §.  134  gefundenen  allgemeinen  Glei- 
chungen 771)  und  772)  können  auch  benutzt  werden  zur  Be- 
stimmung der  Geschwindigkeitsänderungen,  welche  zwei  um 
parallele  unbewegliche  Achsen  sich  drehende  Körper  einander 
gegenseitig  durch  den  Stoss  ertheilen,  sobald  mit  den  Buchstaben 
V,  v  und  C,  c  statt  der  Geschwindigkeiten  der  Schwerpunkte  die 
den  Drehbewegungen  entsprechenden  Peripherie-Geschwindigkeiten 
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Fig.  576. 
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der  St088punkte  resp.  vor  und  nach  dem  Stosse  bezeichnet  werden, 
und  statt  der  wirklichen  Massen  itf,  m  resp.  die  auf  die  Stoss- 
punkte  reducirten  Massen  3)i,  m  substituirt  werden  (§.  93).  Vor- 
ausgesetzt ist  hierbei,  dass  der  Stoss  wiederum  ein  gerader  Stoss 
ist,    d.  h.   dass   im   Augenblicke   des   Zusammentreffens   die    Be- 

wegungsrichtungen  der  beiden  Stosspunkte 
rechtwinkelig  zu  der  Berührungsebene  ge- 
richtet sind  (Fig.  576).  Es  ist  also  für  die- 
sen Fall  nur  nöthig,  aus  den  Trägheitsmo- 
menten T,  t  der  beiden  Massen  M ,  m  in 
Bezug  auf  ihre  Drehachsen  (nach  den  in 
y  §.  93  gefundenen  Regeln),  die  resp.  auf  die 
Halbmesser    A    und    a    reducirten    Massen 

C*  SM  =  — r2-   und  m  =  — 2-  zu  berechnen,  um 

alsdann    nach    Substitution    dieser    Werthe 
resp.   statt  M,  m    die    obigen   allgemeinen 
Gleichungen    nebst    allen    in    den    vorigen 
Paragraphen    aus    denselben    für    specielle 
Fälle  abgeleiteten  Gleichungen  auch  auf  den 
Stoss  rotirender  Massen  anwenden  zu  können. 
So  z.  B.  würde  man  nach  Gleichung  781)  den  beim  Stosse  einer  Daumen- 
Welle  gegen  einen   Stirhhammer  stattfindenden  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
unter  Voraussetzung  eines  unelastischen  Stosscs  zu  berechnen  haben  aus  der 
Gleichung : 

™>  • = v-  yu\ 

in  welcher  ÜW  die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  der  Daumen- Welle 
(nebst  Zubehör)  und  m  die  auf  dun  Stosspunkt  reducirte  Masse  des  Hammers 
bedeutet.  Die  aus  Gleichung  781)  gezogene  Folgerung:  dass  der  Stossverlust 
um  so  kleiner  ist,  je  grösser  das  Verhältniss  der  stossenden  Masse  zur  ge- 
8t088cnen  ist,  findet  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  Anwendung,  und  erklärt 
es  sich  duraus,  dass  es  vorteilhaft  ist,  durch  HinzufQgung  eines  an  der 
Daumen- Welle  anzubringenden  Schwungrades  das  Trägheitsmoment  derselben 
zu  vergrös8ern. 

Ebenso  können  die  allgemeinen  Gleichungen  angewendet 
werden  auf  den  Fall,  in  welchem  nur  eine  von  den  beiden 
Massen  z.  B.  die  Masse  m  an  einer  unbeweglichen  Drehachse  be- 
festigt ist,  für  welchen  Fall  jenen  Gleichungen  die  Form  zu  geben 
sein  würde: 
798)     V  -  C  =    (L+iM^  ,     79y)   c  _  „  =  1* +*><  Kp*)  . 

Wenn  man  hierin  v  =  0  und  ausserdem  s=0  setzt,  den  Stoss 
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also  als  einen  unelastischen  behandelt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung : 

800)     C=c=  — ^— , 

nach  welcher  man  die  Bewegung  berechnen  kann,  welche  ein  vor 
dem  Stosse  im  Ruhezustände  hängendes  Pendel  von  der  Masse  m 

ausfuhrt,  weiin  dasselbe  durch 
den  Stoss  einer  fortschreitenden 
Masse  M  in  Schwingungen  versetzt 
wird  (Fig.  577).  Die  Geschwindig- 
keit c  ist  die  Anfangsgeschwindig- 
keit, mit  welcher  der  Stosspunkt 
P  seine  Bewegung  längs  des 
Schwingungsbogens  P?t  beginnt, 
und  die  lebendige  Kraft  des  Pen- 
dels hat  im  Anfange  der  Bewegung 

die   Grösse  — —-.      Wenn    a   der 

Winkel  ist,  nach  dessen  Zurücklegung  die  Drehgeschwindigkeit 
des  Pendels  Null  wird  (Fig.  578)  und  r  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  Drehachse,  so  ist  nach  dem  Principe  der  leben- 
digen Kraft  (Gleichung  488)  zu  setzen; 

801)    0—  ~-  =  —  mgr(l  —  cosa)     oder 
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Wenn  man  diesen  Werth  iür  c  in  Gleichung  800)  substituirt  und 
dieselbe  alsdann  für  V  auflöst,  so  erhält  man  die  Gleichung : 


802) 


V=(l  +  %))/2-%-gr(l-cosa), 


welche  zur  Berechnung  der  Geschwindigkeit  V  einer  Kanonen- 
kugel benutzt  werden  kann,  sobald  der  durch  den  Stoss  derselben 
gegen  das  ballistische  Pendel  hervorgebrachte  Elongationswinkel  a 
durch  directe  Beobachtung  gefunden  wurde. 

Die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  „m"  kann  ebenfalls  durch  Be- 
obachtungen bestimmt  werden.  Wenn  man  das  Pendel  kleine  Schwingungen 
ausführen  lässt  und  die  Dauer  t  einer  solchen  Schwingung  beobachtet,  so  findet 
man   zunächst  nach   Gleichung  93)    als    Länge  des    einfachen   Pendels  von 

gleicher  Schwingungsdauer  l 


___  9 


.2 


Hierauf  kann  man  aus  Gleichung  501), 

welche  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt  l  = ,    die    reducirte    Masse 

tnrl  mr 

tn  =  — *—  berechnen  und  erhält  nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Glei- 
ch 


chung  802) : 
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803)     K=  (y  +  ^  -^)]/2W(l-cos^. 

Wenn  z.  B.  t  =  1,57  See.  gefunden  wurde,  so  ist  /  =  2m,45  (also  —  =  1,225), 

m  m 

wenn  ferner  r  =  2m,  a  =  /  =  2m,45,  -^r-  =  400    und    a  =  20°  beobachtet 

wurde,    so  ergiebt  sich  aus   Gleichung  803),  dass   die  Geschwindigkeit  der 
Kanonenkugel  V  =  557m,67  war. 

§.  139. 

Explosionen. 

Die.  Geschwindigkeit  u  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
der  beiden  Massen  erleidet  durch  den  Stoss  keine  Aenderung 
(Gleichung  763);  wenn  also  dieselbe  vor  dem  Stosse  gleich  Null 
war,  so  wird  dies  auch  nach  dem  Stosse  noch  der  Fall  sein,  und 
nach  Gleichung  767)  ist  in  diesem  Falle: 

™>    ZTL  =  W  =  ^- 

d.  h.  sowohl  vor  als  nach  dem  Stosse  haben  die  Geschwindig- 
keiten der  beiden  Körper  entgegengesetzte  Richtungen  und  ihr 
Verhältniss  ist  beide  Male  gleich  dem  umgekehrten  Massenver- 
hältniss.  Diese  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
die  Geschwindigkeiten  F,  v  beide  gleich  Null  waren  und  die  Ge- 
schwindigkeiten C,  c  durch  eine  Explosion  hervorgebracht  wurden. 
Wenn  in  solchem  Falle  von  den  beiden  letzteren  die  eine  be- 
kannt ist,  so  kann  die  andere  mittelst  der  obigen  Gleichung  be* 
rechnet  werden. 

Eine  geladene  Kanone  (Fig.  579)   befindet  sich    im  Momente  des  Ab- 
feuerns  genau  in  derselben  Situation ,  in  welcher  das  in  Fig.  567  dargestellte 

Massen  -  System  im  Augenblicke  der  stärk- 
Fig.  579.  sten   Zusammendrückung  der   Feder   sich 

befinden  würde,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 

q   ,         EszEz^EÄggl ■"*.    c       digkeiten    K,  v    in    Fig.  566    der    obigen 

*     M       \mmmmiBm^^  T    >      Gleichung  entsprochen  hätten.     Wenn  die 

m  Masse  des  Pulvers  sehr  klein  ist  im  Ver- 

gleich zur  Masse  des  Geschosses,  so  ist 
die  Wirkung  des  Pulvers  im  Augenblicke  der  Entzündung  zu  vergleichen  der 
Wirkung  einer  masselosen  Feder,  deren  vorher  auf  irgend  eine  Art  gehemmte 
Spannkraft  in  jenem  Augenblicke  plötzlich  frei  wird.  Nach  Gleichung  804) 
kann  daher  die  Geschwindigkeit  des  „Rücklaufes"  der  Kanone  berechnet 
werden,  sobald  die  der  Kugel  crtheiltc  Geschwindigkeit  C  und  das  Verhältniss 

—  der  beiden  Massen  bekannt  ist.   Wenn  z.  B  6*  =400»"  und  w  =  200  M  ist,  so 

hat  die  Geschwindigkeit  des  Rücklaufes  die  Grösse  c  =  4{H}  =  2m.   Die  leben- 

MC2  m  c2 

digen  Kräfte  der  beiden  Massen  — ^—  und  — tt—   verhalten  sich  wie   C  :  c 
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oder  in  diesem  Fatye  wie  200 : 1.  Von  der  ganzen  durch  die  Explosion  hervor- 
gebrachten lebendigen  Kraft  geht  also  tJt  auf  die  Kanone,  und  der  Rest  von 
3{n  auf  die  Kugel  Aber. 

Die  Kräfte,  welche  bei  Tier  Explosion  eine  Trennung  des  vor- 
her verbunden  gewesenen  Massen  -  Systemes  hervorbringen,  sind 
in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
als  innere  Kräfte  zu  betrachten.  Wenn  ausserdem  noch  äussere 
Kräfte  vorhanden  sind.,  so  kann  man  sich  die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  in  zwei  Bewegungen  zerlegt  denken:  nämlich  die- 
jenige, welche  den  inneren  Kräften  für  sich  allein,  und  diejenige, 
welche  den  äusseren  Kräften  für  sich  allein  entsprechen  würde. 
Die  erstere  ist  eine  gleichförmige,  die  letztere  im  Allgemeinen 
eine  ungleichförmige  Bewegung,  deren  Beschleunigung  dieselbe 
bleibt,  so  lange  die  äusseren  Kräfte  dieselben  bleiben,  in  welcher 
also  durch  die  Explosion  selbst  keinerlei  Aenderung  hervorge- 
bracht wird. 

Wenn  z.  B.  eine  vertical  abwärts  fallende  Bombe  plötzlich  in  zwei  Stücke 
zersprengt  würde  in  der  Weise,  dass  die  obere  Hälfte  nach  oben,  die  untere 

Hälfte  nach  unten  hin  geschleudert  wird  (Fig.  580) ,  so  würde 

Fig.  580.     der  Schwerpunkt  seine   Bewegung  mit  der  Beschleunigung  g 

.  fortsetzen,  und  erst  in  dem  Augenblicke,  wo  die  untere  Hälfte 

g\      im)         gegen  den  Boden  stosst,  wo  also  in  dem  Gegendrucke  der  festen 

Bodenfläche  eine  neue  äussere  Kraft  hinzukommt,  erleidet  die 

Beschleunigung  plötzlich  eine  Aenderung  und  geht  —  wenn  der 

Boden  als  unelastisch  vorausgesetzt  wird  —  von  der  Grösse 

i         £— —  =  g  sprungweise  in  die  Grösse  -^  =tg  über. 

Das  Gleiche   gilt   von   der  Bewegung  des   Schwerpunktes 
i       einer  Bombe,  welche  eine  parabolische  Flugbahn  beschreibt  und 
"    '  ni   \       während  der  Bewegung  plötzlich  in  beliebig  viele  Stücke  zer- 
sprengt wird.     Durch  die  Explosion  selbst  erleidet  die  Bahn- 
linie   des    Schwerpunktes    keinerlei    Formänderung.     In    dem 
Augenblicke  aber,  wo  das  erste  Stück  gegen  den  festen  Boden 
stösst,  springt  der  Schwerpunkt  aus  der  ursprünglichen  in  eine 
neue     parabolische    Linie    über,     und    bei    dem    Niederfallen 
jedes  einzelnen  Stückes  entsteht  in  der  Bahnlinie  des  Schwer- 
punktes eine  Ecke. 

Da  bei  einem  an  fester  Drehachse  hängenden  Pendel  die 
Beschleunigung  des  Stosspunktes  wie  die  eines  einfachen  mate- 
riellen Punktes  zu  bestimmen  ist,  dessen  Masse  gleich  der  auf 
den  Stosspunkt  reducirten  Masse  des  Pendels  ist,  so  kann  die 
Gleichung  804)  auch  auf  den  Fall  angewendet  werden,  iti  welchem 
der  explodirende  Körper  aus  einem  an  fester  Drehachse  hängen- 
den Systeme   von  zwei  Massen  M  und  m  besteht,  sobald  darin 


wi 
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statt  derjenigen  Masse  m,  welche  nach  der  Explosion  noch  als 
Pendel  mit  der  Drehachse  vereinigt  bleibt,  die  auf  den  Stoss- 
punkt  reducirte  Masse  m  substituirt  wird.  Für  die  Geschwindig- 
keit, welche  der  Masse  M  durch  die  ^Explosion  ertheilt  wird-,  er- 
hält man  alsdann  die  Gleichung: 

805)     C  =  £  .  c. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  zweite  Methode  der  Benutzung  des  ballistischen 
Pendels  zum  Messen  der  Geschwindigkeit  einer  Kanonenkugel.    Anstatt  die 

Kanone  von  aussen  her  gegen  das  Pendel 
Fig.  581.  abzufeuern,   kann   man  auch  die  Kanone 

selbst    als   Pendel    aufhängen    and   durch 
Messung  des  beim  Abfeuern  entstehenden 
j<i<  Ausschlagwinkels  a  die  Geschwindigkeit  C 

der   Kanonenkugel    bestimmen   (Fig.  581). 

Wenn   man   in   obiger   Gleichung  den   im 

vorigen    Paragraphen   (aus  Gleichung  801 

>    c  <  zu  entnehmenden)  Werth  für  c  substituirt, 

S      y  so  erhält  man  die  Gleichung: 


LI 


„        m  i/n    w         M 


806)    „  —   M  f  -  -  m 

in   welcher   m  die   aus  Pendel  und   Kanone  zusammengesetzte  schwingende 
Masse  bedeutet.     Setzt  man  hierin  (wie  bei  dem  Zahlenbeispiele  des  vorigen 

Paragraphen):  —  =  1,225,  -~  =  400,  a  =  2m,45,  r  =  2m  und  a  =  20°,  so 
erhält  man:  C  =  555m,95. 

§.  140. 

Excentrischer  Stoss. 

(Mittelpunkt   des    Stosses.) 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  Bewegung  der  Masse 
m  vor  dem  Stosse  zusammengesetzt  war  aus  einer  fortschreiten- 
den Bewegung,  entsprechend  der  Geschwindigkeit  ü  ihres  Schwer- 
punktes und  einer  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a>  geschehenden 
Drehbewegung  um  eine  rechtwinkelig  zur  ersteren  stehende  Schwer- 
punktsachse ,  welche  letztere-  als  eine  freie  Achse  (§.  95)  voraus- 
gesetzt wird;  ferner,  dass  der  Stosspunkt  in  einer  rechtwinkelig 
zu  dieser  Drehachse  liegenden  Schwerpunktsebene,  im  Abstände  a 
vom  Schwerpunkte  sich  befindet,  und  dass  der  Stoss  in  Bezug 
auf  beide  Körper  ein  gerader  Stoss  ist,  d.  h.  dass  die  Bewegungs- 
richtungen der  stossenden  Masse  M  und  des  Stosspunktes  an  der 
Masse  m  beide  rechtwinkelig  zur  Berührungsebene  gerichtet  sind, 


Excentrischer  Stoss. 
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endlich,  dass  der  Stoss  in  Bezug  auf  die  stossende  Masse  M  zu- 
gleich ein  centraler  Stoss  ist. 

Wie  in  §.  135  kann  man  sich  die  Elasticitätswirkungen  an 
der  Berührungsstelle  wiederum  durch  eine  zwischen  beide  Körper 
eingeschaltete  masselose  Feder  versinnlichen,  und  da  die  Stoss- 
dauer  als  sehr  klein  angenommen  werden  darf  —  folglich  trotz 
der  Drehung  der  Masse  m  die  Stellung  derselben  während  der 
Stossdauer  keine  wesentliche  Aenderung  erleidet  —  so  kann  man 
sich  (nach  Analogie  der  drei  Figuren  566,  567,  568)  die  drei 
Stellungen  der  beiden  Körper  im  Augenblicke  der  ersten  Be- 
rührung, der  grössten  Zusammendrückung  und  am  Ende  der 
Stossdauer  resp.  durch  die  drei  Figuren  582,  583,  584  veran- 
schaulichen. 


Fig.  582. 


m 


a 


p>  L»o"i 
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Durch  den  excentrisch  wirkenden  Stossdruck  D  wird  sowohl 
die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  als  auch  die  Drehge- 
schwindigkeit der  Masse  m  geändert.  Nach  §.  105  (Gleichung 
524)  ist  die  dem  Momente  Da  entsprechende  Drehbeschleunigung 

^  =    w^2     (wenn   mit  moJ  das  Trägheitsmoment  der  Masse  m 


m  ct- 


in  Bezug  auf  die  Schwerpunktsachse  bezeichnet  wird)  folglich  die 
der  Drehbeschleunigung  entsprechende  Bogen-Beschleunigung  des 


D 


Stosspunktes  a .  ty  =  — .     Die  Masse  M  erhält  gleichzeitig  die 


m 


Letztere  verhält  sich  zur  ersteren  wie  m  zu 


Verzögerung   -^-. 

M;  es  müssen  daher  auch  die  ganzen  während  des  Ueberganges 
aus  der  Stellung  Fig.  582  in  die  Stellung  Fig.  583  hervorge- 
brachten Geschwindigkeits-Aenderungen  resp.  V — u  und  ab — ao> 
dieser  beiden  Bewegungen  sich  verhalten  wie  m  zu  M.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

807)    -£=f-  =  -£- , 

7      aö  —  ata  M 

welche  nach  Substitution  der  aus  den  Figuren  zu  entnehmenden 
Werthe  ab  =  u  —  u   und   ao>  =  t;  —  ü  die  Form  annimmt: 


584 
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808)  («-tO-(n-iO  _  !£' 
Die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Masse  m  ändert 
sich  genau  in  derselben  Weise  wie  die  eines  einfachen  materiellen 
Punktes  von  gleicher  Masse  unter  Einwirkung  des  Stossdruckes  D 
sich  ändern  würde.  Es  muss  daher  wie  bei  dem  centralen  Stosse 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeits-Aenderungen  der  beiden 
Schwerpunkte  gleich  dem  umgekehrten  Massenverhältniss  sein; 
folglich  ist: 

809) 


V-u 


u  -  o 


m 


Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  während 
der  ersten  Periode  hervorgebrachten  drei  Geschwindigkeits- 
Aenderungen  die  Werthe: 

810)     V—u  =       F:\,       811)    u  — D=       V~v 


812)     ab  —  a 


O) 


•     m    '     m 

V—v 


l+^+£- 


1  +  -™  +  -3» 
1TirT» 


Um  die  während  der  ganzen  Stossdauer  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeits-Aenderungen zu  erhalten,  hat  man  diese  Werthe 
noch  mit  1  -f"  e  zu  multipliciren  (§.  134)  und  erhält  dann  die 
Gleichungen: 


813) 


815) 


7_C=iLi^=rt,     814)    c 

1  +  ^  +  ^ 


ü  = 


(l  +  t)(K-g) 

X*     M     «      m 


aw 


a  u> 


_    (l  +  z)(V~v) 
!  +  £  +  £ 


XU)* 


Fig.  585. 


Fig.  586. 
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Mittelpunkt  des  Stosses. 
Mit  Hülfe  der  letzteren  beiden   Gleichungen  lässt  sich  auch 

die  Geschwindigkeits-Aen- 
derung  bestimmen,  welche 
ein  beliebiger  anderer 
Punkt  der  Masse  m,  z.  B. 
c  der  dem  Stosspunkte  gegen- 
über liegende  im  Abstände 
x  vom  Schwerpunkte  be- 
findliche Punkt  «7  durch 
den  Stoss  erhält.  Nach 
Fig.  585  war  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  vor  dem  Stosse 
gleich  ü  —  #u>,  und  nach  Fig.  586  ist  die  Geschwindigkeit  desselben 
nach   dem   Stosse   gleich  c  —  xtv  geworden.     Denjenigen  Punkt, 


w 

1- 


Excentriscber  Stoss.  585 

welcher  durch  den  Stoss  gar  keine  Geschwindigkeit«  -  Aenderung 
erleidet,  findet  man,  indem  man  die  Differenz  jener  beiden  Ge- 
schwindigkeiten gleich  Null  setzt,  also  aus  der  Gleichung:    . 

816)    0  =  (c  —  xw)  —  (o  —  £cu>)     oder    x  =  . 

7  v  v  7  w  —  tu 

Wenn  man  hierin  für  c  —  D  und  w  —  <o  resp.  die  aus  den 
Gleichungen  814)  und  815)  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

817)    x  =  a.— , 
7  m 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  die  Lage  des  gesuchten  Punktes 
vollkommen  unabhängig  ist:  sowohl  von  dem  Coefficienten  e  als 
auch  von  der  anfänglichen  Geschwindigkeitsdifferenz  V — t;  sowie 
von  dem  Verhältniss  der  stossenden  zur  gestossenen  Masse. 

Für  die  Entfernung  x  -f-  «  =  l  der  beiden  Punkte  0  und  J 
ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

818)    l  =  a+  *±  =  -",ai  +  wa!  . 
7  '      m  in  a 

Der  im  Zähler  des  letzteren  Bruches  stehende  Ausdruck  ist  nach 
Gleichung  464)  das  Trägheitsmoment  der  Masse  m  in  Bezug  auf 
eine  der  Schwerpunkts -Achse  parallele  durch  den  Stosspunkt  0 
gelegte  Achse.  Folglich  ist  (nach  Gleichung  501)  der  Abstand 
des  Punktes  J  von  dem  Stosspunkte  gleich  demjenigen  Abstände, 
in  welchem  bei  der  um  die  Achse  0  schwingenden  Masse  m  der 
sogenannte  Schwingungspunkt  liegen  würde  (§.  101).  Wenn  die 
Masse  m  vor  dem  Stosse  im  Ruhezustande  sich  befunden  hätte, 
so  würde  von  allen  in  der  Richtungslinie  0  S  liegenden  Punkten  des 
Körpers  der  Punkt  J  der  einzige  sein,  dessen  Geschwindigkeit  auch 
unmittelbar  nach  dem  Stosse  noch  die  Grösse  Null  hat;  es  würde 
also  die  durch  den  Stoss  hervorgebrachte  Bewegung  im  ersten 
Augenblicke  gerade  so  beschaffen  sein,  wie  wenn  der  Körper  um 
eine  im  Punkte  J  rechtwinkelig  zur  Stossebene  stehende  Dreh- 
achse sich  drehete.  Wäre  der  Körper  an  dieser  Drehachse  vor- 
her aufgehängt  gewesen,  so  würden  die  Widerstände,  welche  die 
Drehachse  unbeweglich  erhalten,  durch  den  Stoss  selbst  auf 
keinerlei  Weise  in  Anspruch  genommen;  d.  h.  die  Zapfenlager 
würden  bei  dem  Stosse  keine  Erschütterung  erleiden.  Der  Punkt 
0  wird  deshalb  in  Bezug  auf  diese  Drehachse  J  der  „Mittelpunkt 
des  St08ses"  genannt.  Da  nach  §.  102  der  Aufhängepunkt  zum 
Schwingungspunkte  wird,  wenn  der  frühere  Schwingungspunkt  als 
Aufhängepunkt   gewählt   wird,    so   bildet  in   gleicher  Weise  der 
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Punkt  J  den  Mittelpunkt  des  Stosses  in  Bezug  auf  eine  durch 
den  Punkt  O  rechtwinkelig  zur  Stossebene  gelegte  Drehachse. 

Wenn  z.  B.  eine  geradlinige  prismatische  Stange  von  der  Länge  L  an 
einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängt  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  Stosses 
in  der  Entfernung  1=  \L  vom  Anfh&ngepunkte ;  und  umgekehrt:  wenn  der 
im  Abstände  j  L  von  einem  Endpunkte  liegende  Punkt  als  Aufbängepunkt  ge- 
nommen wird,  so  fällt  der  Mittelpunkt  des  Stosses  mit  diesem  Endpunkte  der 
Stange  zusammen.  Die  in  §.  101  und  §.  102  erklärte  Methode  der  Bestimmung 
des  Schwingungspunktes  mittelst  Pendel  -  Beobachtungen  kann  daher  auch  be- 
nutzt werden,  um  den  Mittelpunkt  des  Stosses  zu  bestimmen,  und  würde  auf 
solche  Weise  z.  B.  bei  einem  Hammer  diejenige  Stelle  des  Stieles  ermittelt 
werden  können,  an  welcher  derselbe  angefasst  werden  muss,  wenn  bei  dem 
Aufschlagen  des  Hammers  die  den  Stiel  fahrende  Hand  keine  Erschütterung 
empfinden  soll. 

Für  den  Fall,  dass  die  der  Drehachse  parallele  Schwerpunkts- 
Achse  die  Eigenschaften  einer  freien  Achse  nicht  besitzt,  findet 
man  den  Mittelpunkt,  des  Stosses  —  so  wie  die  Bedingungen, 
unter  welchen  ein  solcher  überhaupt  existirt  —  indem  man  (auf 
ähnliche  Weise  wie  in  §.  105  mit  Bezug  auf  Fig.  421  und  Fig.  422 
geschehen)  das  d'Alembert'sche  Princip  anwendet,  und  untersucht: 
unter  welchen  Bedingungen  der  Stossdruck  D  mit  den  der  her- 
vorgebrachten Winkel- 


Fig.  587. 


Fig.  588. 
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beschleunigung  ty  ent- 
sprechenden Trägheits- 
widerständen der  ein- 
zelnen materiellen 
Punkte  zusammen  ein 
Kräfte  -  System  bildet, 
welches  den  allgemei- 
nen Gleichgewichtsbe- 
dingungen genügt.  Man 
erhält  alsdann  nach 
Fig.  587  und  Fig.  588 


0  =  2(m^y), 
0  =  I.(mtyyx), 


folgende  fünf  Bedingungsgleichungen: 

819)    0  =  l(m^z)  —  D,         820) 

821)    0  =  »(m^p1)  -  Dl,      822) 

823)    0  ==  Da—  2(mtyzx). 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  drückt  aus,  dass  der  vom 
Stosse  getroffene  Punkt  J  nur  dann  Mittelpunkt  des  Stosses  sein 
kann,  wenn  die  rechtwinkelig  zur  Stossrichtung  durch  die  Dreh- 
achse gelangte  Ebene  OXZ  zugleich  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers enthält.     Die  vierte  Gleichung  zeigt,  dass  ein  Mittelpunkt 
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des  Stosses  nur  in  dem  Falle  wirklick  vorhanden  ist,  wenn  die 
Drehachse  Ol  im  Inneren  des  Körpers  eine  solche  Lage  hat, 
bei  welcher  der  Ausdruck  2(myx)  gleich  Null  ist,  was  z.  B. 
dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  die  Masse  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  den  Schwerpunkt  und  die  Drehachse  enthaltende  Ebene 
OXZ  symmetrisch  vertheilt  ist.  Wenn  mit  M  die  ganze  Masse 
des  Körpers  bezeichnet  wird,  so  kann  der  ersten  Gleichung  auch 

die  Form  gegeben  werden  Mz0ty  =  D  oder  zQty  =  —.       Diese 

Gleichung  drückt  demnach  aus:  dass  —  wenn  der  vom  Stosse 
getroffene  Punkt  J  Mittelpunkt  des  Stosses  ist  —  die  Peripherie- 
Beschleunigung  des  Schwerpunktes  so  gross  ist  wie  die  Beschleu- 
nigung, welche  die  Kraft  D  einem  einfachen  materiellen  Punkte 
von  der  Masse  M  ertheilen  würde.  Wenn  man  endlich  in  der 
dritten  und  fünften  Gleichung  den  aus  der  ersten  für  D  sich  er- 
gebenden Werth  substituirt,  so  erhält  man  fiir  die  Coordinaten 
des  Punktes  J  die  Gleichungen: 

824)    l  =  -5g£L.      825)    *=^f-, 

aus  denen  sich  ergiebt,  dass  die  Entfernung  desselben  von  der 
Drehachse  immer  dem  Abstände  des  Schwingungspunktes  von  der- 
selben gleich  ist,  dass  aber  der  Punkt  J  seitwärts  von  der 
Drehungs  -  Ebene  des  Schwerpunktes  liegt,  sobald  die  Grösse 
2(mzx)  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  wenn  die  der  Drehachse 

parallele  Schwerpunkts-Achse  keine  freie  Achse  ist. 

Wenn  man  nach  den  obigen  Gleichungen  z.  B.  für  die  in  Fig.  401  dar- 
gestellte Stange  die  Grössen  l  und  8  berechnet,  so  findet  man,  dass  der  Mittel- 
punkt des  Stosses  zusammenfallt  mit  dem  Angriffspunkte  J  der  Centrifugal- 
kraft,  dass  derselbe  also  um  die  Grösse  $L  vom  Endpunkte  0  und  um  die 
Grösse  4  L  von  der  Drehungs-Ebene  des  Schwerpunktes  entfernt  liegt. 

§.  141. 

Schiefer  Stoss. 

Fig.  589.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  V  und  t;, 

welche  die  beiden  Körper  vor  dem  Stosse 
M  hatten,    zu   der    Berührungs  -  Ebene   im 

X rv^/i y    Augenblicke  des  Zusammentreffens  nicht 

...•-•':''Vsv~^/  rechtwinkelig  gerichtet  sind  (Fig.  589), 

^r  tv  so  kann  man  sich  die  Bewegung  jedes 

der  beiden  Körper  aus  zwei  Seitenbe- 
wegungen zusammengesetzt  denken,  von  denen  die  eine  mit  der 
Richtung    der    Normalen    X  X   zusammenfällt    und    die    andere 
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parallel  zur  Berührungsebene  gerichtet  ist.  Nach  den  allgemeinen 
Gleichungen  771)  und  772)  erhält  man  alsdann  für  die  Aende- 
rungen  derjenigen  Seitengeschwindigkeiten,  welche  in  die  Richtung 
XX  fallen,  die  Gleichungen: 

826)  Vx  -  Vx  =  fi+jKI^LrjO  , 

827)  c,-i,x=iI±^--*>, 

in  welchen  der  Index  ,pf(  andeutet,  dass  dieselben  auf  die  in 
der  Richtung  XX  erfolgenden  Bewegungen  sich  beziehen  —  in 
welchen  also  Vx  =  V  cos  a  und  vx  =  v  cos  ß  zu  setzen  ist.  Die 
parallel  zur  Beriihrungsebene  gerichteten  Seitenbewiegungen  da- 
gegen würden  durch  den  Stoss  gar  keine  Aenderungen  erleiden, 
wenn  an  der  Berührungsstelle  —  wie  zunächst  vorausgesetzt 
werden  soll  —  keine  Reibung  während  der  Stossdauer  stattfände. 
Für  diesen  Fall  erhält  man  die  wirkliche  Bewegung  jedes  der 
beiden  Körper  nach  dem  Stosse,  indem  man  jene  unverändert 
gebliebene  Seitengeschwindigkeit  mit  der  durch  den  Stoss  ver- 
änderten (in  die  Richtung  XX  fallenden)  Seitengeschwindigkeit 
wiederum  zu  einer  Resultirenden  zusammensetzt. 

Setzt  man  z.  B  £  =  1 ,  M  =  m  und  v  =  0,  so  erhält  man  nach  Glei- 
chung 82<J)  Cx  =  0  und  nach  Gleichung  827)  c*  =  V*  =  V  cos  a.  Es  würde 
also  nach  dem  Stosse  die  gestossene  Masse  mit  der  Geschwindigkeit  V  cos  * 
in  der  Richtung  X  X,  und  die  gestossene  Masse  mit  der  rechtwinkelig  in  X  X 
gerichteten  Geschwindigkeit  V  sin  a  sich  weiter  bewegen. 

Wenn  die  parallel  zur  Berührungsfläche  gerichteten  Seiten- 
geschwindigkeiten vor  dem  Stosse  ungleiche  Grössen  oder  Rich- 
tungen hatten,  so  findet  während  der  Stossdauer  an  der  Be- 
rührungsfläche ein  Gleiten  statt,  und  durch  die  dabei  auftretende 
Reibung  erleidet  die  parallel  zur  Reibungsfläche  gerichtete  Seiten- 
geschwindigkeit jedes  der  beiden  Körper  ebenfalls  eine  Aenderung. 
Da  ferner  diese  Reibungswiderstände  im  Allgemeinen  als  excen- 
trisch  wirkende  Stosskräfte  auftreten,  so  wird  ausserdem  jedem 
der  beiden  Körper  eine  Drehbewegung  durch  dieselben  ertheilt, 
oder  die  etwa  schon  vorhandene  Drehbewegung  durch  den  Stoss 
verändert.  Auf  die  rechtwinkelig  zur  Berührungsfläche  gerichteten 
Seitenbewegungen  dagegen  hat  die  Reibung  keinerlei  Einfluss, 
und  sind  daher  die  in  dieser  Richtung  hervorgebrachten  Geschwin- 
digkeits-Aenderungen  unter  allen  Umständen  nach  den  Gleichungen 
826)  und  827)  zu  bestimmen. 
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Schiefer  Stoss  einer  Kugel  gegen  eine  feste  Wand. 
Durch  die  Reibung  wird  der  Kugel  eine  Drehbewegung  er- 
theilt  um  diejenige  Schwerpunkts-Achse,  welche  sowohl  zu  der 
anfanglichen  Bewegungsrichtung  der  Kugel,  als  auch  zur  Nor- 
malen der  Wandfläche  rechtwinkelig  gerichtet  ist;  oder  wenn  die 
Kugel  in  Bezug  auf  diese  Achse  vor  dem  Stosse  schon  die  Dröh- 
geschwindigkeit  w  hatte,  so  wird  dieselbe  je  nach  ihrer  Richtung 
durch  die  Reibung  entweder  vergrössert  oder  verkleinert  werden. 
Bei    dem    in    Fig.   590    angenommenen    Falle,    in.  welchem    die 

der   Winkelgeschwindigkeit    u>    ent- 
riq.  590.  sprechende     Peripheriegeschwindig- 

1  ^  keit  u  des  Berührungspunktes  gleiche 

f|  Richtung  mit  der  parallel  zur  Wand- 

fläche gerichteten  Seitengeschwindig- 
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§  keit  Fsin  a  des  Schwerpunktes  hatte, 
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Vsm  a-Kt 
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wird  jede  dieser  beiden  Geschwindig- 
§  keiten  durch  die  Reibung  eine  Ab- 

j|  nähme  erleiden,  und  wenn  die  Ge- 

A  schwindigkeit  w  +  Fsina,  mit  wel- 

I  COS  OL 

eher   das   Gleiten   des  Berührungs- 


punktes längs  der  Wand  beginnt  — 
P  wie     hier     zunächst     vorausgesetzt 

werden  soll  —  so  gross  war,  dass 
während  der  ganzen  Berührungszeit  das  Gleiten  des  Berührungs- 
punktes fortdauert,  so  wird  auch  jenes  Abnehmen  der  beiden 
Geschwindigkeiten  wählend  der  ganzen  Stossdauer  sich  fortsetzen. 
Für  die  in  der  Richtung  XX  durch  den  Stoss  hervorge- 
brachte Geschwindigkeitsverminderung  erhält  man  aus  Gleichung 

826),  wenn  man  darin  v  =  0  und  —  =  0  setzt,  die  Grösse : 

828)   Fx-C\  =  (l  +  e)Fx  =  (l-f  s)Fcosa,  oder  6'x=-sFcosa. 

Wenn  /  der  Reibungscoefficient  ist  und  der  normale  Gegendruck 
der  Wand  in  irgend  einem  Augenblicke  die  Grösse  D  hat,  so  ist 
in  demselben  Zeitpunkte  der  Reibuugswiderstand  gleich  / .  D. 
Wie  auch  immer  während  der  Berührungszeit  der  Druck  D  sich 
ändern  möge :  das  Verhältniss  des  Reibungswiderstandes  zu  diesem 
Drucke  behält  immer  die  gleiche  Grösse  /;  folglich  ist  das  Ver- 
hältniss der  vom  Reibungswiderstande  hervorgebrachten  Geschwin- 
digkeits-Aenderung  V%  —  Cz  zu  der  von  dem  Drucke  D  hervor- 
gebrachten  Geschwindigkeit« -Aenderung  (1  -f-  e)  Fcös  a  ebenfalls 
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gleich  /  zu  setzen ;  es  ist  daher : 

829)  Vz  —  C,  =  /  (1  +  e)  V  cos  a    oder 

Cx  =  Vsin  ol  — /(1  +  s)  Fcos  a. 
Durch  den  excentrisch  wirkenden  Reibungswiderstand  fD  wird 
ausserdem  die  der  Drehung  entsprechende  Peripheriegeschwindig- 
keit eine  Verminderung  erhalten,  welche  zu  der  dem  Schwer- 
punkte von  der  gleichen  Kraft  ertheilten  Geschwindigkeitsvermin- 
derung V%  —  C%  sich  verhält  wie  die  wirkliche  Masse  M  zu  der 
auf  den  Umfang  reducirten  Masse  jx  (§.  140).    Also  ist: 

830)  u  —  w  =  -f-/(l  -f  e)  Fcos  a      oder 

w  =  u /(1-f-e)  Fcos  a. 

Aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  für  die 
Geschwindigkeit  des  Gleitens  der  Berührungsstelle  am  Ende  der 
Stossdauer  der  Werth: 

831)     ft-fw  =  Fsina  +  ii—  /(1-f  s)  Fcos  a  (l  +  — ). 

Die  Gültigkeit  der  letzteren  drei  Gleichungen  ist  an  die  Be- 
dingung geknüpft,  dass  der  Iteibungswiderstand  während  der 
ganzen  Stossdauer  zu  wirken-  fortfährt.  Wenn  vor  dem  Ende 
der  Stossdauer  schon  das  Gleiten  aufhörte,  so  würde  in  dem- 
selben Augenblicke  auch  der  Reibungswiderstand  zu  wirken  auf- 
hören, und  in  diesem  Falle  würden  die  obigen  Gleichungen  ihre 
Gültigkeit  verlieren.  Die  Gleichungen  829)  und  830)  sind  daher 
nur  dann  als  gültig  zu  betrachten,  wenn  es  sich  zeigt,  dass  der 
in  Gleichung  831)  gefundene  Ausdruck  einen  positiven  Werth 
hat,  also  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

832)     Fsina  +  W^/(l  +  £)7cosa(l+^). 

Für   den   elastischen  Stoss  würde  e  =  1  zu  setzen  sein;  aus  den  Glei- 
chungen 828)  und  829)  ergehen  sich  für  diesen  Fall  die  Werthe:  Cx  =  — Fcos* 

und  Cx  —  K(sin  a  —  2 /cos  ol).      Nach  Fig.  590  ist  ferner:   tgß  =  — -~- 

— o» 

=  tg  a  —  2/.    Ware  tg  a  =  2/,  so  würde  tg  ß  =  0,  also  die  Geschwindigkeit 

C  rechtwinkelig  zur  Wand  gerichtet  sein  und  die  Grösse  V  cos  a  haben.   Für 

M 
eine  Kugel  ist  —  =  \  zu  setzen  (Gleichung  461) ,  und  die  Bedingung  832) 

nimmt  nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an:  -=7 >  5/.      oder 

Fcos a  ^=     J% 

wenn  z.  B.  /=0,2  gesetzt  wird,  die  Form:  t*^>Fcosa.  Wenn  also  für 
tgot  =  0,4  oder  a  =  21°  50'  der  Winkel  ß  =  0  werden  soll,  so  ist  dies  nur 
dann  möglich,  wenn  die  der  anfanglichen  Drehgeschwindigkeit  entsprechende 
Peripheriegeschwindigkeit  mindestens  die  Grösse  hatte: 

M  =  V  cos  21°  50'  =  0,9285  .  F. 


i 
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Auf  ähnliche  Weise  findet  man  die  Bedingungen,  unter  welchen  der  Winkel  ß 
einen  negativen  Werth  annimmt.  Wenn  z.  B.  tg  a  =  /  oder  a  gleich  dem 
Reibungswinkel  ist,  so  wird  tg  ß  =  —  tg  a,  sobald  die  Bedingung  832)  erfüllt 
ist,  welche  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt  w]>6/Fcosa.  Die  Ge- 
schwindigkeit C,  mit  welcher  die  Kugel  die  Wand  verlässt,  ist  in  diesem  Falle 
der  Anfangsgeschwindigkeit  V  gleich  und  entgegengesetzt.  Bei  hinreichender 
Grösse  der  Geschwindigkeit  u  kann,  wenn  tg  a  <  /  ist,  auch  tg  ß  <  —  tg  a 
werden,  in  welchem  Falle  C>  V  würde,  also  die  der  fortschreitenden  Be- 
wegung entsprechende  lebendige  Kraft  der  Kugel  nach  dem  Stossc  grösser 
sein  würde  als  vor  dem  Stosse. 

Wenn  dagegen  /  =  0  ist,  so  wird  bei  elastischem  Stosse  unter  allen  Um- 
ständen tg  ß  =  +  tg.  a  und  C  =  V. 

Wenn  die  Bedingung  832)  nichterfüllt  ist,  so  erkennt  man 
daraus,  dass  der  Reibungswiderstand  nur  während  eines  Theiles 
der  Stossdauer  wirksam  war;  für  diesen  Fall  hat  man  also  in 
jeder  von  den  beiden  Gleichungen  829)  und  830)  statt  der  ganzeu 
Geschwindigkeitsabnahme  nur  den  n-ten  Theil  derselben  in  Rech- 
nung zu  bringen,  wobei  dann  die  Zahl  n  zu  bestimmen  ist  aus 
der  Bedingung :  dass  die  Summe  6«  -f-  w  ^s  Endgeschwindigkeit 
des  Gleitens  der  Berührungsstelle  gleich  Null  sein  muss.  Es 
gelten  also  für  diesen  Fall  ausser  der  Gleichung  828),  welche 
ihre  Gültigkeit  unter  allen  Umständen  behält,  noch  die  drei 
Gleichungen : 

833)     C%  =  Fsina  —  --/(1  +  t)  Pcusa, 


n 


834)  w  =  u  —  1  — /(1-f  s)Fcosa, 

835)  0  =  Fsiiia  +  «~^-/(l  +  e)Fcosa(l4-^), 

aus  denen  sich  nach  Substitution  der  Werthe  s  =  1,  ja  =  \M  und 

nach  Elimination  der  Grösse  n  die  einfachere  Gleichung  ergiebt: 

83U)     C\  =  }  Fsin  a-|«=  -  w. 

Bei  dem  ersten  nach  den  früheren  Gleichungen  berechneten  Zahlenbei- 
spiele ergab  sich,  dass  für  tga  =  2/=0,4  die,  der  anfanglichen  Drehbe- 
wegung entsprechende  Peripherie  -  Geschwindigkeit  mindestens  die  Grösse 
u  =  V  cos  a  =  0,11285  V  haben  musste,  wenn  die  Bedingung  832)  noch  er- 
füllt sein  sollte.  Wäre  u  kleiner  gewesen,  so  würden  die  Endgeschwindig- 
keiten C»  und  w  nach  Gleichung  836)  zu  bestimmen  sein,   und   es  würden 

z.  B.  für  u  =  0  die  Werthe  C.  =  *  Ksin  *  =  0,2653  V  und  w  =  -  0,2653  V 

C 

sich  ergeben.     Ferner  würde  in  diesem  Falle  tg  3  =  -=zr- " —  =  0,2857,  also 

■         Vcosa  ' 

3  =  150  5«'  (8tatt  gleich  Null  wie  im  vorigen  Falle)   und  C  =  0,965  V  (statt 

gleich  0,9285  V)  werden.  Schon  vor  dem  Augenblicke,  in  welchem  die  Kugel 
die  Wand  verlässt,  würde  in  diesem  Falle  die  parallel  zur  Wandfläche  ge- 
richtete Scitenbewegung  derselben  eine  „rollende"  Bewegung  geworden  sein 
(vergl.  §.  107). 
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Capitel  XXVI. 

Relatives  Gleichgewicht  elastischer  Körper. 

§.  142. 
Relatives  Gleichgewicht  im  beschleunigt  fortschreitenden 

Räume. 

In  einem  elastischen  Körper,  welcher  ohne  seine  Form  zu 
ändern  eine  geradlinig  fortschreitende  Bewegung  mit  der  con- 
stanten  Beschleunigung  p  ausführt,  befindet  sich  jeder  einzelne 
materielle  Punkt  in  relativem  Ruhe-Zustande  in  Bezug  auf  einen 
mit  derselben  Beschleunigung  fortschreitenden  Raum.  Es  müssen 
daher  (nach  §.  91)  die  der  Beschleunigung  p  entsprechenden  Träg- 
heitswiderstiinde  mp  der  einzelnen  Massentheile  m  mit  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  zusammen  ein  Kräfte  -  System  bilden, 
welches  den  allgemeinen   Gleichgewichtsbedingungen  entspricht. 

Wenn  eine  geradlinige  prismatische  Stange  von  der  Masse  M 
unter  Einwirkung  einer  am  vorderen  Endpunkte  angreifenden 
Zugkraft  K  mit  der  Beschleunigung  p  in  ihrer  Längenrichtung 
fortschreitet,  so  ist  bei  relativem  Ruhezustande  der  einzelnen 
Massentheile  die  Spannung  der  Stange  uugleichformig  über  die 
Länge   derselben   vertheilt   (Fig.  591).     Am   vorderen  Endpunkte 

>p       A     findet      relatives 

/.  A 


Fig.  ML 


Fig.  602. 


Fig.  M3. 


B 


TZT--3- 


0  Mp 


B     x 


0 


Mfp 


+k 


L-J? 


A 
K 

C 


K  Gleichgewicht  statt 
zwischen  der  Kraft 
K  und  der  Summe 
aller  Trägheitswider- 
stände ü  (mp)  =  Mp. 
Also  ist: 

837)  K  =  Mp. 
Denkt  man  sich  an 
irgend  einer  anderen 
Stelle  O  die  Stange  durchschnitten  und  durch  Hinzufügung  der 
Kraft  Je  den  relativen  Gleichgewichtszustand  des  Theiles  OB 
wiederhergestellt  (Fig.  592),  so  findet  man  auf  gleiche  Weise, 
dass  die  Kraft  Je  dem  Trägheitswiderstande  des  Stückes  OB 
gleich  zu  setzen  ist,  welcher  zu  dem  der  ganzen  Stange  sich  ver- 
hält wie  x  zu  L.     Folglich  ist: 

k    x 

K    ~~  T 


8W)    *  ==  -:- 
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und  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Spannung  Je  mit  dem  Ab- 
stände vom  Endpunkte  B  zunimmt,  lässt  sich  durch  die  gerade 
Linie  B  C  veranschaulichen  (Fig.  593). 

Wäre  die  Beschleunigung  p  gleich  der  Beschleunigung  g  des 
freien  Falles,  so  würde  die  Stange  genau  in  demselben  Spannungs- 
zustande sich  befinden,  wie  wenn  dieselbe  in  verticaler  Lage  an 
dem    Punkte   A    hängend   durch   ihr   eigenes   Gewicht   gespannt  t^ 

würde.  In  diesem  Falle  würde  die  bei  A  pro  Flächeneinheit  der 
Querschnittsfläche  F  stattfindende  Spannung  S  zu  bestimmen  sein 
aus  der  Gleichung  S F  =  qLF  oder  S  =  qL,  irr  welcher  q  das 
Gewicht  des  Materials  pro  Cubikeinheit  bezeichnet.  Wenn  da- 
gegen die  Beschleunigung  n-mal  so  gross  ist  als  die  Beschleu- 
nigung der  Schwere,  so  befindet  sich  die  Stange  in  demselben 
Zustande,  wie  wenn  dieselbe  mit  einem  Gewichte  belastet  wäre, 
welches  n-mal  so  gross  ist  als  ihr  eigenes  Gewicht,  und  in  diesem 
Falle  würde  die  Spannung  S  zu  bestimmen  sein  aus  der  Glei- 

<*ung:  g39)    Ä  =  n.?L. 

Setzt  man  hierin  n  =  2,  L  «=  lOOO™,  und  (als  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Schmiedeisen)  q  =  7750  Kil.,  so  erhält  man  5=15500000  KU.  (pro 
Quadratmeter);  d.  h.  es  würde  bei  einem  1000  Meter  langen  Eisendrahte, 
welcher  auf  die  oben  beschriebene  Art  mit  der  Beschleunigung  p= 2. p=19m,62 
fortschreitet,  am  Vorderende  eine  Spannung  von  15,5  Kil.  pro  Quadratmilli- 
meter der  Querschnittsfläche  stattfinden. 

Wenn   die  Stange  unter  Einwirkung  einer  am  Mittelpunkte 

angreifenden  Kraft  rechtwinkelig  zu  ihrer  Längenrichtung  mit 

der  Beschleunigung  p  fortschreitet  (Fig.  594),  so  finden  Biegungs- 

Fiq.  694         Spannungen  in  derselben  statt,  und  wenn  z.  B. 

p  =  g  wäre,  so  würde  die  Stange  genau  in  dem- 
selben Biegungszustande  sich  befinden,  wie  wenn 
dieselbe  in  horizontaler  Lage  am  Mittelpunkte 
aufgehängt  unter  Einwirkung  ihres  eigenen  Ge- 
wichtes sich  befände,  oder  unter  Einwirkung  einer 
A — ^  gleichförmig  über  die  Länge  21  vertheilten  Be- 
lastung von  der  Grösse  2lqF.  Für  diesen  Fall 
würde  (nach  §.  1 16)  die  grösste  Biegungsspannung 
zu  bestimmen, sein  aus  der  Gleichung: 

840)    As  =  !^loder  «=^*f-, 

welche  z.  B.  für  eine  cylindrische  Stange  vom  Durchmesser  D  die 
Form  annehmen  würde:  v 

Kitter,  Mechanik.  38 
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841)  S  =    *£-. 

Wenn  dagegen  ]>  =  n .  g  wäre ,  so  würde  der  Biegungszn- 
stand der  Stange  einer  Belastung  entsprechen,  welche  n-mal  so 
gross  ist  als  ihr  eigenes  Gewicht,  also  die  Spannung  S  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

842)  S  =  iMÜ . 

Wenn  z.  ft.  eine  hölzerne  cylindrische  Stange  von  der  Länge  21  =  2.1(h, 
vom  Durchmesser  D  =  Wfl  und  vom  Gewichte  pro  Cubikmeter  q  =  750  Kil. 
in  der  angegebenen  Weise  mit  der  Beschleunigung  p  =  20m  (entsprechend  dem 
Werthe  n  —  2,04  bewegt  wird,  so  hat  in  der  Mitte  die  Biegungsspannung  die 
Grösse  8  =  3060000  Kil.  (pro  CT)  oder  3,06  Kil.  pro  Quadratmillimetcr. 

Die  beiden  Gleichungen  839)  und  842)  setzen  als  Bedingung 
ihrer  Gültigkeit  voraus:  dass  sämmtliche  materielle  Punkte  der 
Stange  in  Bezug  auf  den  beschleunigt  fortschreitenden  Raum  be- 
reits diejenigen  Orte  wirklich  eingenommen  haben,  welche  den 
relativen  Gleichgewichtsbedingungen  entsprechen,  d.  h.  dass  die 
Stange  schon  von  Anfang  an  in  demjenigen  Spannungszustande 
sich  befunden  hatte,  welcher  fiir  die  beschleunigte  Bewegung  zu- 
gleich den  relativen  Gleichgewichtszustand  derselben  bildet.  Wenn 
dagegen  beim  Beginne  der  beschleunigten  Bewegung  die  Stange 
im  spannungslosen  Zustande  sich  befand,  so  wird  iyi  Augenblicke 
des  Eintretens  der  Beschleunigung  die  Stange  in  derselben  Situa- 
tion sich  befinden,  wie  wenn  sie  in  dem  Punkte  A  aufgehängt 
plötzlich  der  Wirkung  ihres  eigenen  Gewichtes,  resp.  einer  Be- 
lastung, welche  das  n- fache  ihres  eigenen  Gewichtes  beträgt, 
überlassen  würde.  In  diesem  Falle  wird  der  Schwerpunkt  der 
Stange  um  seine  relative  Gleichgewichtslage  herum  Schwingungen 
ausführen  (vergleichbar  denen  des  in  Fig.  107  dargestellten  Pen- 

,v     r(,~  dels),  und  am  Ende  der  ersten 

Schwingung  wird  die  Maximai- 
Spannung  doppelt  so  gross  ge- 
worden sein  als  die  in  den 
obigen  Gleichungen  gefundene 
dem  relativen  Ruhezustande 
entsprechende  Spannung  (vergl. 
5^7^"  ~r-  — *JFt*&  §•  131,  Gleichung  738). 

Wenn  z.  B.  ein  vorher  mit  der 


.x  v<sx  Geschwindigkeit  v  =  4m  sich  be- 
wegendes Schiff  auf  den  Strand  läuft  (Fig.  595)  und  dabei  noch  die  Strecke 
s  =  0m,4  zurücklegt,    bevor   der  Ruhezustand   eintritt,    so    ist    (nach    §.  7, 


< — 
< — 

<  — 


s 


l 


p 
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Gleichung  4)  unter  Voraussetzung  einer  gleichförmig  verzögerten  Bewegung 
die  Grösse  der  Geschwindigkeits&nderung  pro  Secunde  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 


V 


=  20°». 


2*  2.0,4 

Wenn  also  für  den  Mast  des  Schiffes  die  im  vorigen  Zahlenbeispiele  gewählten 
Werthc  1=  10™,  D  =  0m,2,  q  =  750  Kil.  angenommen  werden,  so  würde 
für  die  dem  relativen  Gleichgewichtszustande  entsprechende  Maximalspannung 
wiederum  die  Grösse  3,06  Kil.  pro  Quadratmillimeter  sich  ergeben;  d.h.  wenn 
vor  dem  Beginn  der  Verzögerung  schon  der  Mast  in  solchem  Biegungszustande 
sich  befunden  hätte,  so  würde  während  der  verzögerten  Bewegung  diese  Span- 
nung nicht  überschritten  werden.  Im  Momente  des  Eintretens  der  Verzögerung 
beginnt  der  Mast  Feder -Schwingungen  um  diese  relative  Gleichgewichtslage 
herum  auszuführen  und  am  Ende  der  ersten  Schwingung  wird  die  grösste  Bie- 
gungsspannung 2.3,06  =  6,12  Kil.  pro  Dmm  betragen,  falls  nicht  vor  diesem 
Augenblicke  schon  der  Ruhestand  des  Schiffes  eintrat. 

§.  143. 
Centrifugalspannungen  in  rotirenden  Körpern. 

Nach  §.  94  (Gleichung  471)  hat  bei  einer  geradlinigen  pris- 
matischen Stange,  welche  um  eine  in  dem  Endpunkte  derselben 
rechtwinkelig  zu  ihrer  Längenrichtung  stehende  Drehachse  sich 
dreht,  die  Mittelkraft  sämmtlicher  Centrifugalkräfte  im  Schwer- 
punkte ihren  Angriffspunkt,  und 
dieselbe  Grösse,  wie  wenn  die 
ganze  Masse  der  Stange  in 
diesem  Punkte  vereinigt  wäre 
(Fig.  596).  Mit  Beibehaltung 
der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
wählten Beziehungsweise  erhält 
man  also  für  die  unmittelbar 
neben  dem  Drehpunkte  statt- 
findende Spannung  pro  Flächen- 


SF  =  M  4~  «' 


einheit  die  Gleichung: 

•     843) 

welche,   wenn  darin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  das  Gewicht 
Mg  =  gFL  gesetzt  wird,  für  S  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

844)     S  =  q^f, 

oder  wenn  die  Grösse  L  u>  als  Peripheriegeschwindigkeit  des  End- 
punktes B  mit  V  bezeichnet  wird,  die  Form: 

38* 
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845)    S  =  «(£). 
Zu    dieser    Spannung    liefert    das    Stück    A  0    den    Beitrag 
q(-l—\     Wenn  man   diese  letztere   Grösse   subtrahirt   von   der 
Spannung  S,  so  erhält  man  die  in  dem  Punkte  0  stattfindende 
Spannung  8.    Also  ist: 


2 


m)  8  =  n-2j-Yi)  oder  ~s  =—  v>—  =  1-U' 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Spannung  mit  der  Entfernung 
vom  Drehpunkte  abnimmt,  lässt  sich  also  auf  die  in  Fig.  597  an- 
gegebene Art  graphisch  darstellen  durch  eine  Parabel  B  C,  deren 
Achse  mit  der  Drehachse  der  Stange  zusammenfällt. 

Wenn   man   die   der   Geschwindigkeit   V  entsprechende  Fall- 
it 

höhe  -g—  mit  H  bezeichnet,   so  erhält  man  aus  Gleichung  845) 

für  die  Maximalspannung  S  den  Werth: 

847)     S  =  qH, 

d.  h.  die  Spannung  beim  Drehpunkte  A  ist  ebenso  gross  wie  die 
Spannung  am  Aufhängepunkte  einer  vertical  herabhängenden 
Stange  sein  würde,  deren  Länge  gleich  der  Geschwindigkeitshölle 
Ä  ist. 

Hiernach  ergicbt  sich  z.  B.  für  die  in  einer  schmiedeisernen  Stange  vom 
Gewichte  q  =  7750  Kil.  pro  Cubikmeter  bei  einer  Peripheriegeschwindigkeit 
des  Endpunktes  V  =  56'"  (entsprechend  der  Geschwindigkeitshöhe  77=  160") 
eintretende  Maximalspannung  die  Grösse  S=  7750. 160  =  1240000  Kil.  pro  D" 
oder  1,24  Kil.  pro  Qmm. 

Umgekehrt  lässt  sich  aus  obiger  Gleichung  die  Grenze  berechnen,  über 
welche  hinaus  die  Drehgeschwindigkeit  nicht  gesteigert  werden  darf,  wenn  die 
Maximalspannung  die  für  das  Material  der  Stange  als  zulässig  anzunehmende 
Grösse  nicht  überschreiten  soll.  Setzt  man  z.  B.  S  =  6000000  Kil.,  so  erhält 
man  für  die  bei  einer  schmiedeisernen  Stange  zulässige  Geschwindigkeitshöhe 
die  Grenze   77=  — 77ÖO- =  774m,2,  entsprechend  einer  Peripheriegeschwindig- 

Fiq.  598.  keit  des  Endpunktes  V  =  V ~2gH=  123m,2. 

.,  Für  eine  Stange  von  Blei  würde  man  auf 

^^■p-**;*  gleiche   Weise   nach  Substitution   der   Werthe 

'         \R      \  5  =  500000  Kil.  und  q  =  11 500  KU.  die  Grenzen 

\  erhalten  77  =  43"',478  und  V  =  29m,2. 

KM  K  f      \\ 

...fy.i—aPr  ■- — \+Mxmv?  Ein   um  seine   geometrische  Achse 


L «/    /  rotirender  Ring  (Fig.  598)  würde  durch 

|      ,/  die     Centrifugalkräfte     seiner     beiden 

*  Hälften     an    zwei     gegenüberliegenden 

Querschnittsflächcn   zerrissen   werden,    wenn   nicht   durch  die  in 
diesen   beiden   Querschnittsflächen    auftretenden   Spannungswider- 
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stände  das  Zerreissen  verhindert  würde.  Jede  von  den  beiden 
Ringhälften  wird  im  relativen  Gleichgewicht  gehalten  durch  die 
Centrifugalkraft  MxQm2  einerseits  und  die  Summe  der  beiden 
Spannungswiderstände  oder  die  Kraft  2SF  andrerseits;  also  ist: 


848)    2SF  =  Mx0a> 


Wenn  das  Gewicht  der  Ringhälfte  Mg  =  q.FRiz,  und  der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  derselben  vom  Mittelpunkte  (nach  Glei- 

gesetzt  wird,   so   nimmt   diese   Gleichung 


chung  157)  x0  = 
die  Form  an: 


849)     S  =  2q 


*9 


oder,    wenn    die    der    Peripheriegeschwindigkeit    V  =  Rm    ent- 
sprechende Fallhöhe  wiederum  mit  //  bezeichnet  wird,  die  Form : 

850)     S=2qH. 


Fig.  599. 
h 


>Afa?#a>* 


xt 


3t: 


^"        "  Auf  analoge  Weise   erhält 

man  für  eine  massive  cylindri- 
sche  Scheibe  (Fig.  599  und 
Fig.  600)  die  Gleichung : 

851)     S.2HR  =  Mx0u>\ 

welche  nach  Substitution  der 

Werthe :  M=^- .  — ——  und 

9         2 

für  S  aufgelöst  die  Form  annimmt: 
852)    S=$q^-  =  }qH. 

Aus  den  drei  Gleichungen  847),  850)  und  852)  ergiebt  sich:  dass  die 
einer  und  derselben  Peripheriegeschwindigkeit  entsprechenden  Centrifugal- 
spannungen :  der  Stange,  des  Ringes  und  der  cylindrischen  Scheibe  bei  gleicher 
Materialbeschaffenheit  sich  verhalten  wie  die  Zahlen  1:2:1,  oder  dass  die 
Grenz  werthe  der  zulässigen  Geschwindigkeitshöhen  sich  verhalten  wie  die 
Zahlen  1  :  i  :  ? ,  folglich  die  zulässigen  Peripheriegeschwindigkeiten  selbst  wie 
die  Zahlen  1 :  V\  '•  Vh  Während  für  die  zulässige  Peripheriegeschwindigkeit 
einer  schmiedeisernen  Stange  nach  Gleichung  847)  die  Grösse  V  =  123m,2  ge- 
funden wurde,  ergiebt  sich  für  einen  schmied eisernen  Bing  der  Werth 
V  =  87ra,l  und  für  eine  schmiedeiserne  Scheibe  der  Werth  V  =  löO™^. 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  dem  für  eine  Stange  von  Blei  gefundenen 
Werthe  F  =  29m,2  resp.  die  Werthe  F=20m,65  und  F=35m,77  als  zulässige 
Peripheriegeschwindigkeiten  resp.  für  einen  Ring  und  eine  Scheibe  von  Blei. 

§.  144. 

Spannungen  in  beschleunigt  rottenden  Körpern. 

Der  Trägheitswiderstand  eines  im  Abstände  p  von  der  Dreh- 
achse befindlichen  materiellen  Punktes  an  einem  mit  der  constanten 
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Winkelbeschleunigung  e  sich  drehenden  Körper  ist  anzusehen  als 
die  Mittelkraft  aus  der  radial  gerichteten  Centrifugalkraft,  welche 
der  augenblicklich  erlangten  Drehgeschwindigkeit  entspricht,  und 
dem  tangential  gerichteten  Trägheitswiderstande  m  p  e  (Fig.  403), 
welcher  der  Peripheriebeschleunigung  des  Punktes  entspricht.  Das 
statische  Moment  des  Trägheitswiderstandes  in  Bezug  auf  die 
Drehachse  ist  mps.e,  und  für  die  Summe  aller  dieser  statischen 
Momente  erhält  man  (nach  Gleichung  485)  den  Ausdruck: 

853)     ü»  =  e2  (mp2)  =  7\e, 
in  welchem   T  das  Trägheitsmoment  des  rotirenden  Körpers  in 
Bezug  auf  seine  Drehachse  bedeutet. 

Für  die  um  den  Endpunkt  A  mit  der  Winkelbeschleunigung 
e  rotirende  Stange  A  B  (Fig.  601)  ist  (nach  Gleichung  444) 
T=\MU  zu  setzen,   also  ist: 

Fia.601.  854)    W  =  \ML.Lz, 

^'        '  oder,    wenn    das    Gewicht    der 

7*  Stange  mit  Q  und  die  Peripherie- 

*N  T  \     beschleunigung   des  Endpunktes 


T 


mqz 


Fig.  602. 


B  mitp  bezeichnet  wird: 

855)    3H  =  ±.(Q.^-).$L. 

Wenn  die  Drehbeschleunigung 
durch  Kräfte,  welche  in  un- 
mittelbarer Nähe  der  Dreh- 
B  achse  angreifen  (etwa  auf  die 
Fig.  601  angedeutete  Art  mittelst 
des  viereckigen  Zapfens)  auf  die 
Stange  übertragen  wird,  so  be- 
findet sich  die  Stange  unter  Einwirkung  der  Trägheitswiderstände 
mpe  genau  in  demselben  Biegungszustande,  wie  wenn  dieselbe 
auf  die  in  Fig.  602  angedeutete  Art  in  horizontaler  Lage  be- 
festigt und   mit  einem  von   A  nach  B  gleichförmig   zunehmend 

über  ihre  Länge  vertheilten  Gewichte  von  der  Grösse  £  Q  —  be- 
lastet wäre. 

Die  in  der  Querschnittsfläche  A  stattfindende  grösste  Zug- 
spannung S  setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Theilen  S,  und  S2, 
von  denen  der  erstere  durch  die  der  augenblicklichen  Drehge- 
schwindigkeit a>  entsprechende  Centrifugalspanpung  an  dieser 
Stelle  gebildet  wird,  und  nach  Gleichung  847)  zu  bestimmen  ist. 
Der  andere   Theil   S2   besteht  in  der  dem  Biegungsmomente  2Ä 
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entsprechenden  grössten  Zugspannung  dieses  Querschnitts  und  ist 
nach  Gleichung  585)  zu  bestimmen.  Für  die  Maximalspanuung  S 
ergiebt  sich  demnach  die  Gleichung: 

856)     S=St  +  St  =  qH+ilLQL!L, 

welche  z.  B.  für  eine  cylindrische  Stange  vom  Durchmesser  D 
die  Form  annehmen  würde: 


857)    *=«[*  +  *  (4)  (f)4 


und 


80     tot' 


so    wird 


Wenn    z.B.     ^-  =  120,      *-  =  1 Tr 

D  g  H 

S  =  q  H  (1  +  4)  =  5  .  S{.    Als  Centrifugalspannung   einer  schmiedeisernen 

Stange,  welche  mit  der  Peripheriegeschwindigkeit  V  =  56m  (entsprechend  der 
Geschwindigkeitshöhe  H  =  160m)  sich  dreht,  wurde  in  dem  nach  Gleichung 
847)  berechneten  Zahlenbeispiele  die  Grösse  8%  =  1,24  KU.  pro  \Jmm  gefunden. 
Wenn  die  Drehbewegung  der  Stange  in  der  Weise  erfolgte,  dass  die  Peripherie- 
geschwindigkeit in  jeder  Secunde  um  die  Grösse  p  =  g  zunimmt,  so  würde  in 
dem  Augenblicke,  wo  dieselbe  die  Grösse  F=56m  erreicht,  bei  den  oben 

angenommenen  Dimensionen  (L  =  -^r  =  2m  und  D  =  y^  =  -fo m)  die  Maxi- 

mal-Spannung  die  Grösse  5 . 1,24  =  6,2  KU.  pro  Dm,n  erreichen. 

Bei  kleinem  Schwingungswinke]  kann  die  Bewegung  eines  schwankenden 
Schiffs  als  nach  dem  Gesetze  der  Pendelschwingungen  erfolgend  angenommen 
werden.  Wenn  t  die  Schwingungsdauer  ist,  so  hat  (nach  Gleichung  70)  die 
Peripheriebeschleunigung  der  Mastspitze  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Ent- 
fernung derselben  von  der  Gleichgewichtslage  gleich  der  Längeneinheit  ist,  die 

Grösse  -^r,  und  in  dem  Augenblicke,  wo  diese  Entfernung  L.a  beträgt,  die 
Grösse  p  =  L  a  .  — j-  (Fig.  603).  Wenn  z.  B.  L  =  20"1  ist,  und  die  Schwingungs- 
dauer 5  Secunden  beträgt,  so  hat  bei  einem  Elonga- 
tionswinkel  von  10  Graden  (entsprechend  dem  Werthe 
a  =  0,1745)  die  Peripheriebeschleunigung  der  Mast- 
spitze am  Ende  oder  am  Anfange  einer  Schwingung 
die  Grösse  p  =  lm,3778.  Da  die  Geschwindigkeit  der 
Drehbewegung  —  und  in  Folge  dessen  auch  die  Cen- 
trifugalspannung  —  in  demselben  Augenblicke  die 
Grösse  Null  hat,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  857), 
wenn  darin  (als  Durchmesser  des  cylindrischen  Mastes) 
D  =  0m,25  und  (als  Gewicht  eines  Cubikmeters  Holz) 
q  =  750  KU.  gesetzt  wird,  für  die  Maximalspannung 
der  Werth 


8 


/0U*  3    '    0,25    *      9,81 


.  20  =  450000  KU. 


pro  Quadratmeter  oder  0,45  KU.  pro  Quadratmillimeter. 


SIEBENTER  ABSCHNITT. 
Statik  flüssiger  Körper. 


Capitel  WVII 

G-leicligewiclitsznstand  eines  unter  Einwirkung 

von  äusseren  gegen  die  Oberfläche  wirkenden 

Druckkräften  befindlichen  flüssigen  Körpers. 

§.  145. 

Unterschiede  zwischen  festen  und  flüssigen,  zwischen 

gasförmigen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern. 

Im  Gegensatze  zu  den  sogenannten  festen  elastischen  Körpern, 
bei  denen  die  Elasticitätskräfte  jeder  Formänderung  entgegen- 
wirken, können  die  flüssigen  Körper  betrachtet  werden  als  elasti- 
sche Systeme  von  materiellen  Punkten,  bei  welchen  die  Elastici- 
tätskräfte nur  einer  Art  der  Formänderung  entgegenwirken, 
nämlich  solchen  Formänderungen,  welche  mit  einer  Verkleinerung 
der  Abstände  zwischen  den  benachbarten  materiellen  Punkten  oder 
mit  einer  Verminderung  des  Rauminhaltes  verbunden  sind.  In 
der  Mechanik  werden  die  Flüssigkeiten  als  vollkommen  flüssige 
Körper  behandelt,  d.  h.  als  elastische  Körper,  denen  der  Wider- 
stand gegen  „Abscheerung41  und  der  Widerstand  gegen  „Zer- 
reissen"  gänzlich  fehlt,  und  bei  denen  überdies  der  „Reibungs- 
coefficient  der  Ruhe"  die  Grösse  Null  hat  —  obwohl  die  Physik 
lehrt,  dass  die  Beschaffenheit  der  in  der  Natur  wirklich  vor- 
kommenden Flüssigkeiten,  der  obigen  Definition  nur  annäherungs- 
weise entspricht. 

Die  Elasticitätskräfte,  durch  welche  die  benachbarten  mate- 
riellen Punkte  einer  vollkommen  flüssigen  Masse  auf  einander 
gegenseitig  einwirken,  bestehen  lediglich  in  abstossenden  Kräften. 
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Hinsichtlich  des  Gesetzes,  nach  welchem  diese  abstossenden 
Kräfte  mit  den  Abständen  der  materiellen  Punkte  sich  ändern, 
findet  ein  bemerkenswerther  Unterschied  statt  zwischen  den  soge- 
nannten „tropfbar  flüssigen"  Körpern,  als  deren  Repräsentant  das 
„Wasser44  gelten  kann,  und  den  sogenannten  „gasförmigen" 
Flüssigkeiten,  als  deren  Repräsentant  die  „atmosphärische  Luftu 
betrachtet  werden  kann. 

In  einem  tropfbar  flüssigen  Körper  nehmen  die  abstossenden 
Kräfte  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Rauminhalts,  oder  bei 
einer  bestimmten  Grösse  des  Abstandes  zwischen  den  benach- 
barten materiellen  Punkten  die  Grösse  Null  an,  und  giebt  es 
daher  für  einen  der  Einwirkung  aller  äusseren  Kräfte  entzogenen 
tropfbar  flüssigen  Körper  einen  Zustand,  bei  welchem  derselbe 
in  Form  eines  isolirt  im  Räume  schwebenden  „Tropfens"  im 
Gleichgewichtszustande  sich  befinden  würde. 

Die  abstossenden  Kräfte  zwischen  den  benachbarten  mate- 
riellen Punkten  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  dagegen  nehmen 
zwar  mit  der  Vergrösserung  ihrer  Abstände  oder  mit  der  Zu- 
nahme des  Rauminhalts  fortwährend  ab,  erreichen  jedoch  niemals 
die  Grösse  Null  —  wie  weit  auch  immer  die  Vergrösserung  des 
Rauminhalts  fortschreiten  möge.  Eine  gasförmige  Flüssigkeit 
kann  daher  bei  bestimmter  Form  und  Grösse  des  von  derselben 
eingenommenen  Raumes  nur  dann  im  Gleichgewichtszustande  sich 
befinden,  wenn  die  Theile  derselben  durch  äussere  Druckkräfte 
z.  B.  durch  die  Gegendrücke  der  einschliessenden  Gefässwände 
zusammengehalten  werden. 

Ausserdem  findet  zwischen  den  gasförmigen  und  den  tropf- 
bar flüssigen  Körpern  noch  ein  anderer  minder  wesentlicher  Unter- 
schied statt,  welcher  lediglich  den  Grad  ihrer  Elasticität  betrifft. 
Während  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  eine  Aenderung  des 
Rauminhalts  schon  durch  vergleichsweise  kleine  Aenderungen  der 
äusseren  Druckkräfte  hervorgebracht  wird,  ist  bei  den  tropfbar 
flüssigen  Körpern  eine  geringe  Verminderung  des  Abstandes  zwi- 
schen den  benachbarten  materiellen  Punkten  schon  mit  einer  so 
beträchtlichen  Zunahme  der  abstossenden  Kräfte  verbunden  (oder 
mit  anderen  Worten  der  Elasticitätsmodulus  so  gross),  dass  die 
unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  vorkommenden  Aenderungen 
des  Rauminhalts  als  vergleichsweise  klein  unberücksichtigt  bleiben 
können.  In  diesem  Sinne  ist  es  zulässig,  nach  Analogie  der  im 
dritten  Abschnitte  von  den   absolut   festen    Körpern    gegebenen 
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Definition  die  tropfbar  flüssigen  Körper  —  im  Gegensatze  zu 
den  gasförmigen  Flüssigkeiten  —  vorläufig  zu  definiren  als  flüssige 
Körper  von  absolut  unveränderlichem  Rauminhalt. 

§.  146. 
Gesetz  des  hydrostatischen  Druckes. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  flüssiger  Körper  können  aus 
den  im  dritten  Abschnitte  lür  absolut  feste  Körper  gefundenen 
allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  abgeleitet  werden  durch 
Anwendung  desselben  Verfahrens,  welches  im  §.  111  in  Bezug 
auf  die  elastischen  Körper  angewendet  wurde.  Der  Gleichge- 
wichtszustand einer  flüssigen  Masse  würde  keine  Störung  erleiden, 
wenn  entweder  die  ganze  Masse  oder  ein  beliebig  auszuwählender 
Theil  derselben  zu  einem  festen  Körper  erstarrte.  Es  können 
daher  sowohl  auf  die  ganze  Masse  als  auch  in  Bezug  auf  jeden 
beliebig  auszuwählenden  Theil  derselben  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen des  §.  40  in  derselben  Weise  angewendet 
werden,  wie  wenn  die  flüssige  Masse  ein  absolut  fester  Körper 
wäre. 

Denkt  man  sich  durch  eine  beliebig  gewählte  Schnittfläche 
irgend  einen  Theil  der  Flüssigkeit  von  der  übrigen  Masse  ge- 
trennt, und  an  der  Trennungsfläche  Kräfte  hinzugefugt,  welche 
die  Wirkung  des  weggenommenen  Theiles  genau  ersetzen,  also 
diejenigen  Kräfte,  welche  vorher  an  der  Trennungsfläche  als 
innere  Kräfte  thätig  waren,  so  kann  man  nunmehr  auf  das  ganze 
System  von  Kräften  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 
anwenden,  und  dieselben  zur  Bestimmung  jener  inneren  Kräfte 
benutzen.  Da  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Defi- 
nition weder  Zugkräfte,  noch  Abscheerungskräfte,  noch  Reibungs- 
widerstände vorhanden  sind,  so  können  jene  an  der  Trennungs- 
fläche anzubringenden  Kräfte  lediglich  in  Druckkräften  bestehen, 
welche  überall  rechtwinkelig  zu  der  Fläche  gerichtet  sind.  Diese 
normalen  Druckkräfte  werden  im  Allgemeinen  an  den  verschiede- 
nen Stellen  jener  Fläche  verschiedene  Grössen  haben;  d.  h.  wenn 
mit  /  der  Inhalt  eines  Flächentheilchens  von  unendlich  kleinen 
Dimensionen,  und  mit  p.f  die  Summe  der  auf  dieses  Flächen- 
theilchen  wirkenden  Druckkräfte,  also  mit  p  der  an  dieser  Stelle 
wirkende  Druck  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  im 
Allgemeinen  die  Grösse  p  als  eine  mit  dem  Orte  jenes  Flächen- 
theilchens sich  ändernde  Grösse  zu  betrachten,   und  das  Gesetz 
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dieser  Aenderung  wird  in  jedem  besonderen  Falle  von  den  äusseren 
Kräften  abhängen,  welche  die  flüssige  Masse  im  Gleichgewichts- 
zustände halten.  Wenn  jedoch  diese  äusseren  Kräfte  lediglich 
in  Druckkräften  bestehen,  welche  auf  die  Oberfläche  der  flüssigen 
Masse  wirken,  so  lässt  sich  nachweisen,  dass  in  diesem  speciellen 
Falle  die  Grosse  p  einen  von  Ort  und  Lage  des  Flächen-Elementes 
unabhängigen  für  alle  Funkte  der  Flüssigkeit  gemeinsamen  Werth 
annimmt.  Denn  der  von  den  Flächen- Elementen  ab=f,  und 
cd  =f3  als  Endflächen  begrenzte  cylindrische  oder  prismatische 
Tbeil  abcd  der  in  Fig.  604 
"'  dargestellten    flüssigen    Masse 

befindet  sich  in  derselben  Situa- 
tion wie  eine  an  den  Seitenflä- 
chen von  festen  Wänden  umge- 
bene cylindrische  oder  prisma- 
tische Stange  (Fig.  605),  welche 
in  ihrer  Längenrichtung  ohne 
Reibung  verschiebbar  von  den 
auf  die  Endflächen  /,  und  /, 
wirkenden  beiden  Druckkräften 
p,/,  und  p,/,  im  Gleichge- 
wichte gehalten  wird.  Als  Be-* 
dingung  des  Gleichgewichtes 
in  Bezug  auf  eine  solche  Ver- 
schiebung längs  der  ein- 
schliessenden  Wände  ergiebt 
sich  die  Gleichung: 
858)  pl/,cosaI=p,/]cosa1, 
welche  nach  Substitution  der 
Werthe  /,  cos  a,  =  /  und 
/,  cos  a,  =  /  die  Form  an- 
nimmt: 

und  zeigt,  dass  die  an  den  beiden  Endflächen  wirkenden  Druck- 
kräfte pro  Flächeneinheit  gleiche  Grösse  haben  müssen.  Da  die- 
selbe Beweisführung  auch  gelten  würde  für  einen  cylindrischen 
oder  prismatischen  Theil,  dessen  eine  Endfläche  in  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  fällt,  so  ergiebt  sich  hieraus  das  folgende 
Gesetz : 

Wenn  eine  flüssige  Hasse  im  Gleichgewicht  gehalten  wird 
durch  Druckkräfte,  welche  auf  die  äussere  Oberfläche  derselben 
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wirken,  so  hat  der  Druck  pro  Flächeneinheit  im  Innern  sowohl 
als  an  der  Oberfläche  in  allen  Punkten  und  in  allen  Richtungen 
eine  und  dieselbe  Grösse. 

S.  147. 
Gleichgewicht  einer  von  festen  Gefasswänden  und  beweg- 
lichen Kolben  eingeschlossenen  flüssigen  Masse. 
Eine  au  allen  Seiten  von  festen  Körpern  eingeschlossene 
Flüssigkeit,  auf  deren  Oberfläche  an  irgend  einer  Stelle  mittelst 
eineB  beweglichen  cylindrischen  Kolbens  ein  Druck  p  .pro  Flächen- 
einheit übertragen  wird,  kann  nur  dann  im  Gleichgewichtszu- 
stände sich  befinden ,  wenn  an  allen  übrigen  Stellen  von  jenen 
festen  Körpern  auf  die  Oberfläche  ebenfalls  Druckkräfte  über- 
tragen werden,  welche  pro  Flächeneinheit  die  Grösse  p  haben 
(Fig.  606).  Diese  Kräfte  iu  entgegengesetzten  Richtungen  ge- 
nommen, bilden  die  Druckkräfte, 
Fig.  606.  weIche   ym   der    Flüssigkeit   auf 

die  einschliessenden  festen  Körper 
übertragen  werden.  Wenn  mit 
F  die  Endfläche  jenes  Kolbens 
und  mit  K  die  van  aussen  her 
auf  den  Kolben  in  der  Achsen- 
richtung  desselben  wirkende  Kraft 
bezeichnet  wird,' so  hat  der  auf 
jede  Flächeneinheit  der  Ober- 
fläche übertragene  Druck  die 
Grösse: 

860)    p--J. 

Ebenso  gross  ist  an  denjenigen  Stelleu,  wo  die  Flüssigkeit  von 
den  Wänden  eines  unbeweglichen  Gefässes  eingeschlossen  ist,  der 
auf  die  Wandfläche  pro  Flächeneinheit  übertragene  Druck  uud 
wenn  ein  Theil  dieser  Gefässwand  durch  einen  anderen  beweg- 
lichen cylindrischen  Kolben  von  der  Endfläche  F,  ersetzt  wird, 
so  ist  zum  Gleichgewichtszustände  dieses  zweiten  Kolbens  eine 
von  aussen  her  in  der  Achsenrichtung  desselben  wirkende  Kraft 
erforderlich  von  der  Grösse  Ki  —  p  F,  oder : 
861)  K,  =  Ä.(^f-). 
Das  Vcrlialtnis8  der  beiden  Kräfte  K  und  A',  muss  also  gleich 
dem  Verhältnis»  der  beiden  Kolbenfläclien  sein.    An  jedem  Punkte 
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einer  beliebigen  durch  das  Innere  der  Flüssigkeit  hindurchgelegten 
Fläche  werden  von  den  beiden  durch  die  Fläche  getrennten 
Theilen  der  Flüssigkeit  Druckkräfte  auf  einander  gegenseitig 
übertragen,  welche  pro  Flächeneinheit  ebenfalls  die  Grösse  p 
haben  und  überall  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtet  sind. 

Die  beiden  Gleichungen  860)  und  861)  bleiben  auch  dann 
noch  gültig,  wenn  die  ebenen  Endflächen  der  Kolben  durch  be- 
liebig geformte  krnmme  Endflächen  ersetzt  werden,  sobald  mit  F 
und  F,  resp.  die  Querschnittsflächen  der  von  den  beiden  Kolben 
verschlossenen  geradlinigen  Ansatzröhren  oder  Gefassmündungen 
bezeichnet  werden.  Denn  wenn  man  sich  den  auf  irgend  ein 
unendlich  kleines  Tli eileben  e  der  krummen  Fläche  wirkenden 
Druck  j> .  s  in  zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seiten- 
kräfte zerlegt  denkt,  von  denen  die  eine  der  Achsenrichtung  des 
Kolbens  parallel  ist  (Fig.  607),  so  findet  man,  dass  diese  Seiten- 
kraft 

862)  p  e  cos  a  =  p  A 
dieselbe  Grösse  und  Lage  hat, 
welche  der  Druck  gegen  die  Pro- 
jeetion  A  jenes  Flächentheilchens 
auf  der  rechtwinkelig  zur  Achsen- 
richtung stehenden  Querschnitts- 
ebene  Ft  der  Ansatzröhre  haben 
würde,  und  da  dasselbe  in  Bezug 
auf  jedes  der  übrigen  Flächen- 
theilcben  gilt,  so  bat  auch  die 
■  Summe  oder  Mittelkraft  aller 
dieser  Seitenkräfte  dieselbe  Grösse 
und  Lage,  wie  wenn  jene  Quer- 
schnittsebene F,  selbst  die  Druck- 
fläche  bildete,  ist  also  vollkommen  unabhängig  von  der  Form  der 
Endfläche  des  Kolbens.  Da  ferner  die  einzelnen  Seitenkräfte  pA 
ein  System  von  gleichgerichteten  Parallelkräften  bilden ,  deren 
Grössen  den  Flächentheilen  A,  auf  welche  sie  wirken,  propor- 
tional sind,  so  ist  (nach  §.  41  und  §.  43)  als  Angriffspunkt  jener 
Mittelkraft  der  Schwerpunkt  der  Fläche  Ft  zu  betrachten. 

Die  Wände  der  cylindrischen  Ansatzröhre  dienen  dem  Kolben 
als  Führung  und  verhindern  jede  Bewegung  desselben  mit  Aus- 
nahme einer  Verschiebung  in  der  Acbsenrichtung  desselben.  Es 
sind  daher  die  parallel  zur  Achsenrichtung  wirkenden  Seitenkräfte 
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der  Druckkräfte  die  einzigen,  welche  einen  Einfluss  auf  den 
Gleichgewichtszustand  des  Kolbens  haben  können,  und  wenn 
irgend  ein  Theil  der  krummen  Fläche  sich  zerlegen  lässt  in 
Flächentheilchen,  welche  je  paarweise  zwei  gleich  grosse  ent- 
gegengesetzte Druckkräfte  als  Beiträge  dem  ganzen  in  der  Achsen- 
richtung wirkenden  Drucke  liefern  —  wie  z.  B.  die  beiden  Flächen- 
theilchen a  b  und  c  d,  deren  gemeinschaftliche  Protection  das 
Flächentheilchen  mn  bildet  —  so  können  sämmtliche  gegen  diesen 
Theil  der  krummen  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  als  ohne  Ein- 
fluss auf  jenen  Gleichgewichtszustand  ganz  unberücksichtigt  ge- 
lassen werden.  Wenn  also  das  Wort  „Projection"  in  dem  Sinne 
aufgefasst  wird,  dass  da,  wo  die  Projectionen  von  zwei  —  oder 
überhaupt  einer  geraden  Anzahl  von  —  Flächentheilchen  auf 
einander  fallen,  diese  Projectionen  wie  positive  und  negative 
Grössen  betrachtet  werden,  welche  bei  der  Summation  einander 
gegenseitig  auflieben,  so  kann  man  allgemein  den  Satz  aufstellen: 
Der  ganze  in  der  Achsenrichtung  der  Röhre  wirkende  Druck  der 
Flüssigkeit  gegen  den  von  ihr  berührten  Theil  der  Oberfläche 
eines  die  Röhre  verschliessenden  Körpers  ist  gleich  dem  Drucke, 
welchen  die  Projection  der  Druckfläche  auf  einer  rechtwinkelig 
zur  Achse  der  Röhre  stehenden  Ebene  erleiden  würde. 

Betrachtet  man  irgend  einen  Theil  der  inneren  Wandfläche 
des  Gefässes  (oder  der  äusseren  Oberfläche  eines  in  die  Flüssig- 
keit eingetauchten  Körpers)  als  Endfläche  eines  nur  in  einer  be- 
stimmten Achsenrichtung  verschiebbaren  Kolbens,  so  kann  man 
den  obigen  Satz  dazu  benutzen,  um  von  den  Drücken  der  Flüssig- 
keit gegen  jenen  Flächentheil  die  Mittelkraft  aller  derjenigen 
Seitenkräfte  zu  bestimmen,  welche  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung 
in  die  zu  jener  (beliebig  zu  wählenden)  Achsenrichtung  parallelen 
Richtungen  fallen;  und  wenn  man  dieses  Verfahren -in  Bezug  auf 
drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehende  Achsenrichtungen  wieder- 
holt, so  findet  man  auf  diese  Weise,  dass  die  Gesammtwirkung 
der  Flüssigkeit  gegen  jene  Fläche  allemal  durch  drei  recht- 
winkelig zu  einander  gerichtete  Mittelkräfte  sich  darstellen  lässt, 
welche  im  Allgemeinen  verschiedene  Angriffspunkte  haben  und 
daher  nur  in  besonderen  Fällen  durch  eine  einzige  Mittelkraft 
ersetzt  werden  können.  In  dem  speciellen  Falle:  wenn  in  Bezug 
auf  zwei  von  jenen  drei  Achsenrichtungen  die  Projectionen  des 
betreffenden  Flächentheiles  —  und  in  Folge  dessen  die  in  diese 
Richtungen  fallenden  Mittelkräfte  —  gleich  Null  sind,  ist  die  in 
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der    dritten    Achsenrichtung    wirkende    Mittelkraft    zugleich    die 

Mittelkraft   von   sämmtlichen   gegen    den    P'läch  entheil    überhaupt 
wirkenden  Druckkräften. 

§.  148. 
Stärke  der  Gefäeswände. 

Die  innere  Wandfläche  eines  hohlkugelförmigen  Gefiisses 
wird  von  einer  durch  den  Mittelpunkt  gelegten  Durchschnitts- 
Ebene  in  zwei  Halbkugelflächen  zerlegt,  deren  gemeinschaftliche 
Protection  auf  dieser  Ebene  eine  Kreisfläche  ist  vom  Durchmesser 
D  gleich  der  inneren  Weite  der  Hohlkugel  (Fig.  608).  Wenn  das 
Geiass  mit  einer  Flüssigkeit  an- 
Fig.  GOS.  gefüllt  ist,  in  welcher  ein  Druck 

'  **r&m^  *  P  Pr0  ^*cüene'nne't  stattfindet, 

jfZ^      P\  so  ist  nach  dem  Satze  des  vorigen 

/  r — "  \i\  Paragraphen   die  Mittelkraft  von 

f~        -n         -^1       >      <len  gegen  jede  der  beiden  Hälften 
jifin     ,\,  -j    pQ*  des   Gefüsses    wirkenden    Druck- 

^    ,  .  J  kräften  gleich  dem  Drucke^/J'irp, 

X^jif  '<  -.  \jfT  welchen     jene     Kreisfläche     als 

Druckfläche  erleiden  würde.  Diese 
Druckkräfte  würden  die  beiden  Hälften  von  einander  trennen, 
wenn  durch  die  in  der  ringförmigen  Trennungsfläche  auftretenden 
Span  nun  gs>  widerstände  der  Gefässwand  eine  solche  Trennung  nicht 
verhindert  würde.  Bei  geringer  Wandstärke  8  kann  der  Flächen- 
inhalt der  Ringfläche  annähernd  gleich  jDkB  gesetzt  werden,  und 
für  die  pro  Flächeneinheit  in  derselben  entstehende  Spannung  S 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

863)  SDicZ  =  p^~  oder  S=^. 
Nach  derselben  Gleichung  würde  auch  die  Spannung  zu  be- 
stimmen Bein,  welche  in  der  ringförmigen  Querschnittsfläclie  einer 
cylindri sehen  Rohre  hervorgebracht  wird  durch  den  Druck  der 
Flüssigkeit  gegen  die  geschlossenen  Enden  der  Röhre.  Es  ent- 
stehen jedoch  in  einer  solchen  Röhre  ausserdem  noch  Spannungen, 
welche  rechtwinkelig  zu  den  vorigen  gerichtet  sind,  in  der  Längen- 
dnrehschnittsfläche ,  oder  derjenigen  Schnittfläche,  in  welcher  die 
Röhrenwändc  von  einer  durch  die  Achse  der  Röhre  gelegten 
Ebene  geschnitten  werden  (Fig.  609  und  Fig.  610).  Wenn  die 
Länge  L  der  Röhre   im  Verhältnis   zum  inneren  Durchmesser  D 
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Fig.  609. 


sehr   gross   ist,    so  kann   diese  Schnittfläche  als  Summe  zweier 
Rechtecke  betrachtet  werden,   deren  jedes  die  Länge  L  und  die 

Breite  o  hat,  während  die  Projection 
*  der  Druckfläche  für  diesen  Fall  ein 
Rechteck  ist  vom  Flächeninhalt  DL. 
Man  erhält  also  für  die  in  der 
Längendurchschnitts  -  Fläche  statt- 
~f,i)L  findende  Spannung  S  die  Gleichung: 

864)    2  £1,8  =  pDL    oder 


pDL 


S  = 


28 


Fig.  610. 


1 


5 


r, 


-  > 


welche  zeigt,  dass  diese  Spannung 
doppelt  so  gross  ist  als  die  in  der 
ringförmigen  Querschnittsfläche  ent- 
stehende Spannung. 

Wenn  z.  B.  in  einer  langen  cylindri- 
scben  Röhre  von  500  Millimeter  Durch- 
messer und  20  Millimeter  Wandstarke  die 
Flüssigkeit  unter  einem  Drucke  von  0,1  Kil. 
pro  Quadratmillimeter  sich  befindet,  so  er-- 
giebt  sich  für  die  grosseste  Spannung  in 
der  Röbrenwand  der  Wertb: 

0,1.500    __ 
2.20 


S  = 


=  1,25  Kil.  pro  D 


Die  obige  Gleichung  würde  für  8  aufgelöst  in  der  Form: 

2S 


865)    8  = 


*)  Die  obige  Gleichung  ist  nur  für  kleine  Werthe  des  Quotienten 


D 


als  gültig  zu  betrachten,  insofern  bei  grösseren  Werthen  desselben  die  An- 
nahme nicht  mehr  zulässig  sein  würde:  dass  die  Spannung  gleichförmig  über 
die  Schnittfläche  sich  vertheilt.  In  Wirklichkeit  vertheilt  sich  die  Spannung 
immer  ungleichförmig,  über  diese  Fläche,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die 
grösste  Spannung  8  an  der  inneren  Wandfläche  stattfindet.  Die  Unter- 
suchungen der  höheren  Mechanik  ergeben  für  die  Beziehungen  zwischen  den 
Grössen  S  und  &  die  allgemeinere  Gleichung: 


864*)    S  = 


P 


oder    $  =  ^-(/-l), 


in  welcher  e  =  2,718  ...  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen -Systems 
bezeichnet.  Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen 
Zahlenwerthen  für  die  wirkliche  Maximalspannung  die  Grösse: 

0,1 


S  =  -,-.-- 


lg  (1  +  0,08) 


=  1,3  Kil., 
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auch  zur  Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  8  benutzt  werden  können, 
wenn  darin  für  S  die  Grösse  der  practisch  zulässigen  Spannung  substituirt 
wird.  Da  indessen  bei  sehr  kleinen  Werthen  von  p  und  D  aus  dieser  Glei- 
chung für  die  Wandstärke  8  Werthe  sich  ergeben  würden,  welche  aus  anderen 
Gründen  als  practisch  umzureichend  sich  erweisen  (theils  wegen  der  Porosität 
des  Materials,  theils  wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  mit  der  practischen 
Ausführung  verbunden  ßeiu  würden),  so  pflegt  man  statt  dessen  die  bei  einem 
gegebenen  Drucke  erforderliche  Wandstärke  zu  berechnen  nach  der  Gleichung: 

866)    »  =  8o  +  4f-> 

in  welcher  für  die  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängige  Grösse  80 

als  das  (dem  Drucke  p  =  0  entsprechende)  Minimum  der  practisch  zulässigen 

Wandstärke    und   für  die  Grösse  S  resp.  die  Werthe   zu  substituiren   sein 

würden  z.  B. 

Kil. 


für  Gusseisen: 

80  =    8mm, 

S  =  4 

„   Schmiedeisen : 

8<>  =    3  »  i 

S=  8 

„   Kupfer  : 

&o  =    4  »  > 

S=  3 

,   Blei: 

*o  =    5  »  i 

S  =  0,25 

„   Zink: 

So  =    4  w  , 

S  =  0,5 

„   Holz: 

S0  =  27  „  , 

S  =  0,2 

„   Stein : 

o0  =  30  Ä  , 

S  =  0,15 

Es  würde  also  z.  B.  einer  cylindrischen  Röhre  von  500  Millimetern 
innerem  Durchmesser  bei  einem  Drucke  von  0,04  Kil.  pro.  Qmm  die  Wand- 
stärke zu  geben  sein  resp.  für:  Gusseisen:  8  =  10mm,5,  Schmiedeisen: 
8  =  4mn\25,  Kupfer:  8  =  7m,n,33,  Blei:  8  =  45n"n,  Zink :  8  =  24°"°,  Holz: 
8  =  77mm,    Stein:   8  =  97mm. 

§.  149. 
Hydraulische  Pressen  und  Zapfenlager. 

Eine  flüssige  Masse,  welche  auf  die  in  Fig.  611  angedeutete 
Art  eingeschlossen  ist  einerseits  von  zwei  beweglichen  cylindri- 
schen Kolben,  andererseits  von  den  Wänden  der  zugehörigen 
Cylinder  und  ihrer  Verbindungsröhre,  befindet  sich  im  Gleich- 
gewichtszustande, wenn  der  pro  Flächeneinheit  auf  die  Oberfläche 
derselben  übertragene  Druck  p  an  allen  Stellen  dieselbe  Grösse 


also  einen  Werth,  welcher  von  dem  nach  Gleichung  864)  berechneten  ver- 
hältnissmässig  nur  wenig  abweicht.  Setzt  man  dagegen  z.  B.  8  =  22),  so  er- 
hält man  als  wirkliche  Maximalspannung  S  =  y^e-  =   ^tt  i  während  nach 

Gleichung  864)  der  beträchtlich  kleinere  Werth  S  =  *.    sich  ergeben  würde. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  sehr  hohem  Drucke  auch  die  nach  Gleichung  865) 
berechneten  Werthe  der  Wandstärke  8  zu  klein  ausfallen  würden,  und  dass 
für  solche  Fälle  vielmehr  die  Gleichung  864a)  an  die  Stelle  zu  setzen  sein 
würde. 

Ritter,  Mechanik.  39 
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hat.     Für   die   in    den    Aclisenrichtungen  der  beiden  Kolben  wir- 
kenden   Kräfte   A"  und   1t7,    welche   diesen   Druck   hervorbringen, 
würde   man   also  unter  der 
'■'    '     "  Voraussetzung ,     dasa     zwi- 

schen den  Kolben  und  den 
Cyl indem  keine  Reibungs- 
widerstände wirken,  nach 
§.  147  die  Gleichungen  er- 
halten : 
867)     K  =  p^-t 

8G8)     W  ^  p  -^- , 


Diese  Gleichungen  wQrden 
unter  der  erwähnten  Voraus- 
setzung auch  ftlr  dann  noch  gelten,  wenn  jeder  von  den  beiden  Kolben  eine 
gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt,  also  z.  B.  ftlr  den  Fall,  dass 
durch  die  den  kleinen  Kolben  h  ine  in  w  austreibende  Kraft  A*  der  grosse 
Kolben  hin  auswärts  gedrängt,  und  die  an  demselben  wirkende  Kraft  W  ab 
Widerstand  dabei  Oberwunden  wird.  Wenn  z.  B.  D  =  20  d  wäre,  so  wurde 
W  ■—  400 .  A"  sein,  und  eine  am  kleinen  Kolben  wirkende  Kraft  K  =  100  KU. 
würde  ausreichen,  um  am  grossen  Kolben  einen  Gegendruck  W  =  40000  Kil. 
zu  überwinden. 

Da  nach  §.  147  der  auf  den  Kol- 
ben in  der  Achse nrichtung  derselben 
übertragene  hydrostatische  Druck  un- 
abhängig ist  von  der  Form  der  End- 
fläche und  immer  der  Querschnitts- 
fläobe  der  durch  den  Kolben  ver- 
schlossenen Mündung  proportional  ist, 
so  bleiben  die  obigen  drei  Glei- 
chungen auch  in  dem  Falle  noch 
§H|2  _>(/»  gültig,  wenn  der  kleine  Kolben  die 
V  ■  *    Form  eines  Drahtes  hat,  welcher  um 

eine  im  Inneren  des  (Mindere  be- 
findliche Rolle  sich  aufwickelnd  durch 
Umdrehung  derselben  in  den  Cylinder 
hineingezogen  wird  (Fig.  G12).  Die  Mittelkraft  von  den  auf  die 
Drahtrolle  übertragenen  hydrostatischen  Drücken  hat  die  Grösse 
f/)rf*  je  und  ihre  Richttingslinie  fällt  mit  der  Achse  der  Oeffnung 
zusammen.    Diese  Kraft  bildet  in  Hezug  auf  die  Rollen-Achse  eine 


Fig.  612. 

Jr 
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excentrisch  wirkende  Kraft,  welche  für  sich  allen  wirkend  die 
Rolle  nach  rechts  herum  drehen  und  den  Draht  hinauswärts- 
treiben  würde.  Eine  am  gleichen  Hebelarme  r  in  entgegenge- 
setzter Richtung  wirkende  Kraft  Kt  welche  diese  Drehung  ver- 
hindern oder  die  Rolle  gleichförmig  nach  links  herum  drehen 
soll,  würde  daher  die  in  Gleichung  867)  oder  869)  angegebene 
Grösse  haben  müssen.  Für  die  am  Hebelarme  l  wirkende  Kraft 
P,  welche  die  gleiche  Wirkung  hervorbringen  soll ,  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 


870) 


oder 


~W 


l  ' 


Setzt  man  hierin  J  =  5r  und  D  =  20d,  so  erhalt  man  W  =  2O00.P. 
Es  würde  also,  wenn  keine  ReibungRwiderstando  vorhanden  wären,  eine  an 
der  Rolle  wirkende  Kraft  P  =  20  KU.  ausreichen,  um  einen  an  dem  grossen 
Kolben  wirkenden  Widerstand  W  =  40000  Kil.  zu  überwinden. 

Wenn  an  der  Stelle,  wo  der  grosse  Kolben  in  den  Cylinder 
eintritt,   der   wasserdichte  Verschluss  auf  die  in  Fig.  613  ange- 
,,.  „  deutete  Art  bewirkt   wird 

"'  mittelst  eines  gabelförmig 

gefalteten  biegsamen  (Le- 
der-) Ringes,  dessen  beide 
Zweige  durch  den  hydro- 
statischen Druck  selbst 
einerseits  gegen  die  Aussen- 
fläche  des  Kolbens,  ande- 
rerseits gegen  die  innere 
Wandfläche  des  Cylinders 
gepresst  werden,  so  entsteht 
bei  der  Bewegung  des  Kol- 
bens an  jeder  Fläcbenein- 
ungsfläche  zwischen  Kolben  und  Ring  ein  Reibungs- 
i  der  Grösse  f .  p  =  Reibungscoefficient  mal 
Die  ganze  Reibungsfläche  ist  eine  Cylindermantel- 
fläche  von  der  Höhe  H  und  vom  Durchmesser  D,  enthält  also 
DnH  Flächeneinheiten;  folglich  beträgt  der  ganze  Reibungs- 
widerstaud  fpDnH,  und  man  erhält  demnach  mit  Berück- 
sichtigung desselben  (statt  Gleichung  868)  als  Gleichgewichts- 
bedingung für  den  grossen  Kolben  die  Gleichung: 
11"=  ±pD*K—fpl)-H, 


fDnH 


heit  der  Beruh 
widerstand  v> 
Normaldruck. 
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oder  wenn  das  Verhaltniss  -jr  mit  n  bezeichnet  wird,  die  Glei- 
chung : 

871)  W  =  pD'Tz^—fn). 

Bei  der  in  Fig.  611  angedeuteten  Bewegungsrichtung  wirkt  am 
kleinen  Kolben  der  Reibungswiderstand  der  treibenden  Kraft  K 
entgegen.  Man  erhält  also  als  Gleichgewichtsbedingung  für  den 
kleinen  Kolben  (unter  der  Voraussetzung,  dasa  am  kleinen  Cy- 
linder  eine  ähnliche  Vorrichtung  sich  befindet)  die  Gleichung: 

872)  K  =  pd**(i+fn). 

Aus  der  Verbindung  der  beiden  letzteren  Gleichungen  ergiebt 
Bich  für  das  Verhaltniss  der  beiden  Kräfte  W  und  K  der  Werth : 


87S)     X  _  ^1  (*&-f»\ 


Da  in  den  grossen  Cylinder  ebenso  viel  Flüssigkeit  eintritt, 
als  aus  dem  kleinen  Cylinder  verdrängt  wird,  so  ist  das  Verhalt- 
niss der  beiden  Kolben  -  Geschwindigkeiten  V  und  v  gleich 
dem  umgekehrten  Verhaltniss  der  beiden  Kolbenflächen,  also 
—  =  -jrj-.  Für  das  Verhaltniss  der  Nutzarbeit  zur  Total- 
Arbeit  ergiebt  sich  also  der  Wertli : 

874)    31  =  ^L  =  E.  IL.  =  O&z-J* 

Wenn  man  z.  B.  /  =  0,3  =  n  und  D  —  20  d  setzt ,  so  erhält  man 
W  =  289,655  K  und  SR  =  0,724.  Eine  am  kleinen  Kolben  wirkende  Kraft 
K  =  100  KU.  würde  ausreichen ,  um  einen  am  grossen  Kolben  wirkenden 
Gegendruck  W  =  28965,5  KU.  als  Widerstand  zu  Oberwinden,  und  der  Nutz- 
effekt würde  72,4  Procent  betragen. 

Auf  ähnliche  Weise  würde  das  Moment  des  Zapfenreibungs- 
widerstandes  zu   berechnen   sein   Tür  das  in  Fig.  614  dargestellte 
Zapfenlager,    bei    welchem    der    Zapfen- 
l5"         '  druck    Q    aufgehoben    wird    durch    den 

PI  Li»  m  gegen  die   Bodenfläche   p'it  des  Zapfens 

wirkenden  hydrostatischen  Druck  pp'tt, 
und  der  pro  Flächeneinheit  wirkende  hy- 
drostatische Druck  p  demnach  zu  be- 
stimmen Bein  würde  aus  der  Gleichung: 


875)    p  p*  jt  =  Q    oder    p  =       , 

An  jeder  Flächeneinheit  der  Reibungs- 
■  fläche  2  p  x  h  wirkt  ein  Reibungswider- 
stand fp,  dessen  statisches  Moment  gleich  fp  p  ist.  Für  das 
Moment  3H  des  zum  gleichförmigen  Drehen  der  Welle  erforder- 
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liehen  Kiäftepaares  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

fSl  =fpp  ■  2pnA, 
welche  nach  Substitution  des  für  p  gefundenen  Werthes  die  Form 
annimmt:  m)    „  _/Q    2A 

Eine  Vergleichung  dieses  Ausdrucke  mit  dein  in  Gleichung  312)  fflr  das 
auf  gewöhnliche  Art  construirte  Zapfenlager  gefundenen  Werthe  zeigt,  dass 
bei  gleicher  Grösse  des  ReibuEgfccuefficieuten  und  des  ZapfenhaJbmessers 
mittelst  der  in  Fig.  614  dargestellten  Anordnung  ein  Vortheil  —  d.  h.  eine 
Verminderung  des  Zapf enreibungs- Momentes  —  erreicht  wird,  sobald  2ft<  }  p 
ist,  oder  sobald  die  Höbe  der  Liderung  kleiner  ist  als  der  vierte  Theil  des 
Zapfenhai  bmesBera. 


Capilel  XXYE 

Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  tropfbar 

flüssiger  Körper. 

§.  150. 
Druck  gegen  ebene  Flächen. 
Die   freie  Oberfläche  einer  tropfbar  flüssigen  Masse,   welche 
unter  Einwirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewichtszustande  sich 
befindet,   muss   eine  horizontale  Ebene  sein.     Denn  bei  jeder  ab- 
weichenden  Form   würde    eine    gegen    die    Horizontale    geneigte 
Ebene  EE  auf  solche  Weise  durch  die  Flüssigkeit  hindurchge- 
p-     g.jj  legt  werden  können,   dass  dieselbe 


>:■■      ) 


für  den  oberhalb  liegenden  Theil 
der  Flüssigkeit  eine  Gleitfläche  bil- 
den würde ,  auf  welcher  derselbe 
hinabgleiten  müsste,  weil  (nach§.  145) 
der  Keibungswinkel  die  Grösse  Null 
hat ,  folglich  kleiner  ist  als  der 
Neigungswinkel  a  jener  Ebene  (Fig.  615). 

Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich  auch  in  solchen  Fällen,  wo  auf 
die  Tbeilchcn  der  Flüssigkeit  statt  der  Gewichte  ein  anderes  SjBtem  von 
Parallelhraften  wirkt,  welche  den  einzelnen  Massen  theikben  proportional  sind, 
dass  beim  Gleichgewichtszustände  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  Btets 
eine  rechtwinkelig  zur  Kraftrichiung  siehende  Ebene  bilden  muss;  ferner: 
dass  in  solchen  Fallen,  wo  die  Richtung  der  Kraft  von  Ort  zu  Ort  stetig  sieb 
nndert,  die  Gleicbgrwichteoberflacbe  eine  krumme  Flache  ist,  welche  überall 
rechtwinkelig  zur  Kraftrieb  wog  steht. 
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Der  Gleichgewichtszustand  einer  unter  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft befindlichen  Flüssigkeit  würde  nicht  gestört  werden,  wenn 
irgend  ein  Tbeil  derselben  zu  einem  festen  Körper  erstarrt«. 
Denkt  man  sich  diesen  Theil  von  der  Form  einer  unten  schräg 
abgeschnittenen  verticalen  cylindrischen  oder  prismatischen  Säule, 
deren  obere  Endfläche  einen  Theil  der  horizontalen  Oberfläche 
bildet,  so  findet  man  bei  Anwendung  der  für  feste  Körper  gelten- 
den allgemeinen  Gleiehgewicbtsbedingungen,  dass  unter  Anderen 
die  algebraische  Summe  der  auf  diese  Säule  wirkenden  Vertical- 
kräfte  gleich  Null  sein  muss  (Fig.  616).  Da  die  Druckkräfte, 
welche  von  der  angrenzenden  Flüssigkeit 
ig.  oll.  au£  jjje  Seitenflächen  der  Säule  übertragen 

werden,  sämmtlich  horizontale  Richtungen 
haben,  so  Bind  die  beiden  einzigen  Ver- 
ticalkräfte ,  welche  auf  die  Säule  wirken, 
erstens  das  Gewicht  derselben,  zweitens 
die  verticale  Seitenkraft  des  gegen  die 
untere  Endfläche  e  wirkenden  Druckes. 
Wenn  mit  A  die  unendlich  kleine  Quer- 
schnittsfläche, mit  z  die  Höhe  der  Säule  und  mit  -j  das  Gewicht 
der  Flüssigkeit  pro  Cubikeiuheit  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Ge- 
wicht der  Säule  gleich  7  A  z.  Wenn  ferner  mit  p  der  am  Fusse 
der  Säule  stattfindende  Druck  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird, 
so  hat  der  gegen  die  unendlich  kleine  Endfläche  e  wirkende 
Druck  die  Grösse  p  .  e,  und  der  Winkel,  den  die  Richtung  des- 
selben mit  der  Verticalen  einschliesst ,  ist  gleich  dem  Neigungs- 
winkel a  der  unteren  Endfläche  der  Säule  gegen  die  Horizontale. 
Folglich  hat  die  vertical  aufwärts  gerichtete  Seitenkraft  dieses 
Druckes  die  Grösse  p  s  cos  a,  oder  da  e  cos  d-i  ist,  die  Grösse 
p  A.  Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Verticalkräfte  erhält  man 
die  Gleichung: 

877)    pi  =  -[iz    oder    p  =  f  z. 
Der  gegen    das   Flächentheilchen   e   rechtwinkelig  gerichtete 
Druck,   welchen   die   beiden   angrenzenden  Theile  der  Flüssigkeit 
in  diesem  Flächentheilchen  auf  einander  gegenseitig  übertragen, 
hat  also  die  Grösse: 

878)     p  e  =  7  s  z. 
Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  Oberfläche  be- 
findliches unendlich   kleines  Flächentheilchen  e  ist  gleich  dem 


Druck  gegen  ebene  flächen. 


Fig.  617. 


Gewichte  einer  Plüasigkeits-  Säule  vom  Querschnitte  e  and  von 
der  Höhe  z. 

Betrachtet  man  das  Flächentheilchen  e  als  einer  festen  Fläche 
angehörend,  welche  die  Flüssigkeit  in  zwei  Tlieile  zerlegt,  so 
findet  man  —  da  in  solchem  Falle  das  Wegnehmen  des  einen 
Theiles  den  Gleichgewichtszustand  des  anderen  nicht  stören 
würde  —  dass  die  Gültigkeit  dieses  Satzes  unabhängig  ist  von 
dem  wirklichen  Vorhandensein  einer  vertical  oberhalb  des  Flächen- 
elementes befindlichen  Flüssigkeitssäule,  dass  also  z.  B.  auch  bei 
dem  in  Fig.  617  dargestellten  Falle  der  Druck  gegen  das  Fläclien- 
theilcheu s  nach  der  oben  genannten 
Regel  zu  bestimmen  sein- würde,  obwohl 
hier  der  vertical  oberhalb  desselben  be- 
findliche Raum  gar  keine  Flüssigkeit 
enthält. 

Da  die  Druckkräfte,   welche  von  der 
Flüssigkeit     auf    die    unendlich    kleinen 
Theiichen   der   ebenen  Fläche  A  B  über- 
tragen werden,    rechtwinkelig    zu    dieser 
Ebene   wirken,   folglich  sämmtlich  gleiche  Richtungen   haben,   so 
ist  ihre  Mittelkraft  D  gleich  ihrer  Summe,  also: 
879)    D  =  2  (7  a  z)  =  T  2  (a  z). 
Nach   der   Lehre    vom  Schwerpunkte  kann    statt   der   Producten- 
Summe   2  (s  z)    auch    das   Product   aus   der   ganzen   Druckfläche 
A  B  =  F  in  den  Abstand  z0  ihres  Schwerpunktes  S  von  der  Hori- 
zontalebene der  Oberfläche  gesetzt  werden;  also  ist: 
880)     D  =  TFv 
Der  Druck  der  Flüssigkeit  gegen  eine 
ebene   Fläche   ist    gleich    dem    Gewichte 
einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt 
gleich  der  Druckfläche,  und  deren  Höhe 
gleich   dem   Abstände  des  Schwerpunktes 
der  Druckfläche  von  der  Horizontalebene 
der  Oberfläche  ist. 

Wenn  auf  die  horizontale  Oberfläche 
J  der  in  einem  Gefässe  eingeschlossenen 
Flüssigkeit  mittelst  eines  Kolbens  von 
gleicher  Bodenfläche  durch  die  Kraft  JT  ein 
Druck  ausgeübt  wird,  welcher  pro  Flächen- 
einheit die  Grösse  y  =  -.-  hat,    so   kann   man  diesen    Fall    auf 


Fig.  618. 
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den  vorigen  zurückführen,  indem  man  sich  den  Kolben  durch 
eine  auf  der  Oberfläche  ruhende  Flüssigkeitsschicht  ersetzt  denkt, 
welche  den  gleichen  Druck  ausüben  würde  (Fig.  618).  Die  Höhe 
h,  welche  diese  Schicht  haben  müsste,  ist  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung : 

881)    iJh=K    oder     A  =  ~  =  £. 

Der  Druck  gegen  die  ebene  Fläche  A  B  =  F  hat  also  in  diesem 
Falle  die  Grösse: 

882)     D  =  yF(z9  +  k). 


Fig.  619. 


§.  151. 
Mittelpunkt  des  Druckes. 
Um  den  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  von  den  Drücken  der 
Flüssigkeit  gegen  die  einzelnen  Tbeilchen  der  ebenen  Druckfläche, 
oder  den  sogenannten  „Mittelpunkt  des  Druckes"  zu  finden,  hat 
man  das  statische  Moment  der  Mittelkraft  D  gleich  der  Summe  der 
statischen  Momente  von  allen  gegen  die  einzelnen  Flächentheilchen 
s  wirkenden  Druckkräften  7  s  z  su  setzen.     Wenn  man  dabei  als 
Drehachse  die  horizon- 
tale gerade  Linie  OX 
wählt,  in  welcher  die 
Ebene  der  Druckfläche 
und    die    Horizontal- 
ebene   der  Oberfläche 
einander        schneiden 
(Fig.  619  und  Fig.  620) 
so  erhält  man  die  Glei- 
chung : 

Dl  =  2(T««y), 
welche  für  /  aufgelöst 
nach  Substitution  des 
in  Gleichung  880)  für  D  gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 
i  —  S(T**y) 

'F"    ' 
Hierin  ist  z0  =  y0  cos  cc   und  z  =  y  cos  a   zu  setzen;  man  erhält 

also   für   den    Abstand   des   Druckmittelpunktes  J  von  der  Hori- 
zontalen OX  die  Gleichung; 

883)    l  =*$£-■ 
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Betrachtet  man  das  Linienstück  A  B  in  Fig.  619  als  Dar- 
stellung einer  unendlich  dünnen  Platte  von  gleicher  Form  mit 
der  Druckfläche,  und  denkt  man  sich  diese  Platte  an  der  hori- 
zontalen Drehachse  0  X  aufgehängt,  Pendel-Schwingungen  um  die- 
selbe ausführend,  so  findet  man  (nach  Gleichung  501),  dass  die 
Länge  l  mit  dem  Abstände  des  Schwingungspunktes  dieser  Platte 
von  der  Drehachse  gleiche  Grösse  hat;  und  wenn  man  die  Grösse 
£(e#J)  als  das  Trägheitsmoment  der  Druckfläche  in  Bezug  auf 
die  Achse  OX  mit  X  bezeichnet,   so  nimmt  die  obige  Gleichung 

die  Form  an:  ^ 

884)     l  =     * 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  Lage  der  Horizontalen  be- 
stimmt, in  welcher  der  Mittelpunkt  des  Druckes  liegt.  Um  die 
Lage  desselben  in  dieser  Horizontalen  zu  bestimmen,  hat  man 
nach  Fig.  620,  in  welcher  die  Drücke  als  rechtwinkelig  zur  Bild- 
fläche stehend  anzusehen  sind,  das  statische  Moment  der  im 
Punkte  J  angreifenden  Mittelkraft  D  und  die  Momenten-Summe 
sämmtlicher  gegen  die  einzelnen  Flächentheilchen  e  wirkenden 
Drücke  7  e  z  in  Bezug  auf  die  in  der  Ebene  der  Druckfläche 
rechtwinkelig  zu  OX  stehende  —  übrigens  beliebig  zu  wählende 
—  Drehachse  0  Y  einander  gleich  zu  setzen ;  man  erhält  dann  die 
Gleichung:  j>..  _  2(T.,.), 

welche   für  *  aufgelöst  nach  Substitution  des  in  Gleichung  880) 
für  D  gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

_    S(u«) 

oder,  wenn  wiederum  z0  =  y0  cos  a  und  z  =  y  cos  a  gesetzt  wird, 

die  Form  iuv^a 

885)     s  =  -^H- . 

Bei  einer  Vergleichung  der  für  l  und  *  gefundenen  Werthe 
mit  den  in  §.  141  für  den  Mittelpunkt  des  Stosses  gefundenen 
Gleichungen  824)  und  825)  findet  man,  dass  der  Mittelpunkt  des 
Druckes  zusammenfällt  mit  demjenigen  Punkte,  welcher  für  die 
an  der  Drehachse  OX  hängende  ebene  platte  von  gleicher  Form 
mit  der  Druckfläche  den  Mittelpunkt  des  Stosses  bilden  würde. 
Denkt  man  sich  die  Achse  O  Y  durch  den  Schwerpunkt  der 
Druckfläche  gelegt,  so  findet  man,  dass  für  alle  solche  Flächen, 
welche  in  Bezug  auf  diese  Achse  symmetrisch  geformt  sind,  die 
Grösse  *  gleich  Null  wird. 
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Für  das  Trägheitsmoment  der   Kreisfläche  Fig.  621   in  Bezug  auf  die 
Achse  X  X  ergiebt  sich  aus  der  Verb  in  düng  der  beiden  Gleichungen  464)  und 
469)  der  Wertb  £  =  }raff 
Fig.  021.  Fig.  622.  +r*ic«*i  man  erhalt  also 

nach  Gleichung  884),  wenn 
darin  ausserdem  >'  =  r1r 
und  y„  -  (i  Substitut!! 
wird,  die  Gleichung: 


886)  OJ=l= 


.'+*)■ 


dem  Schwerpunkte  ,S  i 


welche    zeigt,      dass     der 
Mittelpunkt    des   Druckes 
so  mehr  sich  nähert,  je  kleiner  das  Verhältnis« 


Für  die  Recbteckfläche  Fig.  622  ist  Z  =  ^bhi  +  bhax,  ferner 
und  i/„  —  a  zn  Substituten,  man  erhält  also  die  Gleichung: 


887)     OJ=l  = 


\lh*  +  bha* 


—  C  +  ASrl 


welche  zeigt,  dass  l  =  \h  wird,  wenn  die  obere  Seite  des  Rechtecks  in  der 
horizontalen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt. 

Aus  den  Gleichungen  880)  und  887)  ergiebt  sich ,  dass  der  Druck  des 
Wassers  gegen  die  in  Fig.  623  dargestellte  senkrechte  Mauer  für  jede  Längen- 
einheit derselben  die  Grosse: 


Fig.  623. 
d 


Ji  =  1Jt 


hat,  und  dass  der  Angriffspunkt  dieses  Druckes  — 

_     von  unten  gerechnet  —  im  ersten  Drittel  der  Höhe 

~~    liegt.     Für  diejenige  Dicke  d,    welche  die  Mauer 

mindestens   Imbun  muss,  wenn  dieselbe  durch  den 

Druck  D  nicht  um  die  Kante  A  gedreht  werden  soll, 

I)        '  z      erhält  man  also  die  Gleichung: 

I  889)    D  .  |-  =  G  .  | , 

:    .  in  welcher  0  das  Gewicht  der  Mauer  bezeichnet. 

Wenn    mit   f,    das   Gewicht    des   Mauerwerks   pro 

Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  G  =  i,dh   zu  setzen,    und  die  obige 

Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  fUr  D  und  0  gefundenen  Werthe  die 


3    T, 

Diejenige  Dicke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  muss,  wenn  die- 
selbe durch  den  Druck  T)  nicht  auf  ihrer  Unterlage  fortgeschoben  werden  soll, 
findet  man  aus  der  Gleichung: 

891)    Z>=/G, 


Mittelpunkt  des  Druckes. 
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in   welcher  /  den  Reibungscoefficientcn  bezeichnet.     Die  letztere   Gleichung 
nimmt  nach  Substitution  der  für  1)  und  G  gefundenen  Werthe  die  Form  an: 


892) 


^  =flidh 


üder     h  =   2/ 


Ti 


Fig.  624. 
A  0 


Um  die  wirklich  erforderliche  Dicke  zu  bestimmen,  hat  man  das  Verhältniss 

,    gleich  dem  grösseren  von  den  beiden  Werthen  zu  setzen,  welche  aus  den 
n 

Gleichungen  890)  und  892)  sich  ergeben. 

Wenn  z.  H.  -ji  =  2y  und  f  =\  gesetzt  wird,  so  erhält  man  nach  Glei- 
chung 890)  ~  =  0,408  und  nach  Gleichung  892)  -£  =  0,375.  Für  die  in 
diesem  Falle  erforderliche  Dicke  der  Mauer  ergiebt  sich  also  die  Bedingung: 

d  ^  0,408 .  A. 

Um  den  Mittelpunkt  des  Druckes  für  die  Parallelogramm- Fläche  ABCE 
(Fig.  624)  zu  finden ,  hat  man  sich  dieselbe  zerlegt  zu  denken  in  unendlich 

schmale  Flächenstreifen  —  das  eine  Mal  in 
solche,  welche  der  Seite  A  E,  das  andere  Mal 
in  solche,  welche  der  Seite  A  B  parallel  sind. 
Für  jeden  der  ersteren  Flächenstreifen  liegt 
der  Mittelpunkt  des  Druckes  im  Abstände  l  h 
von  der  Seite  A  B  (vergl.  Fig.  383  und  Fig.  401), 
und  für  jeden  der  horizontalen  Streifen  in 
der  Mitte  desselben.  Der  gesuchte  Punkt  J 
ist  also  der  Durchschnittspunkt  der  Halbirungs- 
linie  0  M  und  der  im  Abstände  \  h  von,  der 
Seite  A  B  liegenden  Horizontalen  L  N. 

Auf  analoge  Weise  findet  man  als  Mittel- 
punkt des  Druckes  für  die  Dreieckfläche  ABC  (Fig.  625)  —  indem  man  sich 
dieselbe  zerlegt  denkt  in  unendlich  schmale  Flächenstreifen,  das  eine  Mal  in 
solche,  welche  der  Seite  B  C,  das  andere  Mal  in  solche,  welche  der  Seite  A  G 
parallel  sind—  den  Durchs*chnittspunkt  der  beiden  Linien  .4  AT  und  BM,  welche 

die  im  Abstände  |  h  von  der  Seite 
A  B  liegenden  Punkte  der  Seiten  B  C 
und  A  C  resp.  mit  den  gegenüber- 
liegenden Eckpunkten  verbinden.  Aus 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABJ 
und  N  MJ  (deren  Seiten -Verhältniss 
gleich  3 : 1  ist)  ergeben  sich  als  Coor- 
dinaten  des  Punktes  J  in  Bezug  auf 
den  Punkt  B  die  Grössen 

s  =  i  b  und  l  =  {  h. 

Der  Mittelpunkt  des  Druckes  für 

das  Dreieck  AEC  (Fig.  626)  liegt  in 

der  Linie  A  Ky  welche  den  Mittelpunkt 

der  Seite  EC  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  A  vorbindet,  zugleich 

auch    in    der    Verlängerung    der    Linie    JJX ,   welche   die  Mittelpunkte  des 


Fig.  625. 
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Fig.  626. 
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Druckes  resp.  des  Dreiecks  ABC 
und  des  Rechtecks  ABCE  mit 
einander  verbindet  Aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  beides  Dreiecke  LJJX 
und  KJiJx  (deren  Seiten  -Ver- 
hältniss  gleich  2 :  1  ist)  ergeben 
sich  als  Coordinaten  des  Punktes 
J2  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  die 
Grössen 

8  =  |  b  und  l  =  }  Ä. 


§.  152. 


Druck  gegen  krumme  Flächen. 

Auf  gleiche  Weise  wie  in  §.  147  mit  Bezug  auf  Fig.  607  ge- 
zeigt wurde,  ergiebt  sich  auch  hier,  duss  die  gegen  die  unendlich 
kleinen  Theilchen  der  krummen  Fläche  wirkenden  Drücke  im  All- 
gemeinen durch  eine  einzige  Mittelkraft  nicht  ersetzt  werden 
können.  Denkt  man  sich  den  gegen  das  Flächentheilchen  e 
wirkenden  Druck  f  z  e  zerlegt  nach  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichteten  Achsen,  von  denen  die  eine  OZ  vertical  steht,  und 
die  anderen  beiden  0  X  und  0  Y  horizontale  Richtungen  haben, 
so  findet  man,  dass  die  verticale  Seitenkraft  7  z  A  (Gleichung  877) 
so  gross  ist,  wie  das  Gewicht  einer  verticalen  Flüssigkeitssäule 
sein  würde,  welche  oben  durch  die  Horizontal -Ebene  der  Ober- 
fläche und   unten  durch  das  Flächentheilchen  selbst  begrenzt  ist 

(Fig.  627).  Diese  Kraft  ist  ver- 
tical aufwärts  oder  vertical  ab- 
wärts gerichtet,  jenachderü  die 
Richtung  des  Druckes  7 es  nach 
oben  hin  oder  nach  unten  hin  von 
der  Horizontalen  abweicht.  Die 
Gesammtwirkung  dieser  Vertical- 
drücke  lässt  sich  im  Allgemeinen 
durch  eine  Verticalkraft  Z  dar- 
stellen, welche  gleich  der  alge- 
braischen Summe  jener  verticalen 
2  Seitenkäfte  ist  —  kann  jedoch  in 
dem  besonderen  Falle,  wenn  diese 
algebraische  Summe  gleich  Null  ist,  ausnahmsweise  auch  ein 
Kräftepaar  bilden.    Die  der  Achse  OX  parallele  Seitenkraft  fza 


Fig.  627. 
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ist  gleich  dem  Drucke,  welchen  die  Vertical-Projection  o  des 
Flächenelements  e  auf  der  rechtwinkelig  zu  0  X  stehenden  Vertical- 
Ebene  erleiden  würde.  Die  Mittelkraft  X  aller  in  dieser  Richtung 
wirkenden  Seitenkräfte  ist  gleich  deren  algebraischer  Summe,  also 
ihrer  Grösse,  Richtung  und  Lage  nach  gleich  dem  Drucke,  welchen 
die  ganze  Vertical-Projection  A  C  der  krummen  Fläche  auf  dieser 
Vertical-Ebene  erleiden  würde,  wobei  das  Wort  „Projection"  in 
dem  mit  Bezug  auf  Fig.  607  in  §.  147  erklärten  Sinne  zu  nehmen 
ist.  Auf  gleiche  Weise  ist  der  gesammte  Horizontaldruck  Y  in 
der  rechtwinkelig  zur  Ebene  der  Figur  stehenden  Richtung  0  ¥ 
zu  bestimmen. 

Wenn  i.  B.  die  krumme  Oberfläche  eines  Kugel -Octanten,  dessen  drei 
geradlinige  Kanten  den  drei  Coord in aten- Achsen  parallel  Bind,  die  Druckfl&che 
bildet  (Fig.  626  und  Fig.  629) ,  so  ist  von  den  Hori- 
zontal drücken  X  und  Y  ein  jeder  gleich  dem  Drucke, 
welchen  die  quadrantenformige  Vertical-Projection 
der  Druckflacbe  erleiden  würde,  also  (nach  Gleichung 
880  und  Gleichung  159): 


und  die  Abstände  ihrer  Richtnngslinien  von  der  Hori- 
zontalebene der  Oberfläche  haben  (nach  Gleichung  884 
und  Gleichung  589)  die  Grösse: 

Ar'.-Jr'.(,';)'  +  Jr',(*-|;)' 


Kg.  62S. 


i  '■'(«) 


Fig.  629.  Um  den  gedämmten  Verticaldruck  gegen  die  krumme 
Flache  zu  bestimmen,  hat  man  das  Gewicht  eines 
flüssigen  Körpers  zu  berechnen,  dessen  Inhalt  man 
erhält,  indem  man  den  Inhalt  des  Kugel  -  Octanten 
£.(jr37t)  subtrahirt  von  dem  Inhalte  Jr*itA  einer 
Säule,  deren  Hohe  gleich  h  ist,  und  deren  Grund- 
fläche |r' r  die  quadrantenftSrmige  Horizontal- 
Projection  der  Druckfläche  bildet;  folglich  ist: 
•      Z  =  T<ir**h-i:irt*). 

§.  153. 

A  uf trieb. 

Wenn  der  ganze  von  der  Flüssigkeit  berührte  Theil  der 
inneren  Wandfläche  des  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes 
die  Druckfläche  bildet,  so  ergiebt  sich,  dass  für  diesen  Fall  so- 
wohl X  =  0  als  y=0  ist;  da  die  Vertical  -  Protection  dieser 
Fläche  für  jede  beliebige  Lage  der  verticalen  Projectionsebene 
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gleich  Null  ist  (Fig.  630).  Die  Mittelkraft  aller  gegen  die 
einzelnen  Theilchen  der  Druckfliiche  wirkenden  Drucke  ist  daher 
in  diesem  Falle  eine  Verticalkraft  Z,  welche  zugleich  die  Mittelkraft 

der  verticalen  Sei- 
Fig.  631. 


Fig.  630. 


tenkräfte  aller  je- 
ner Drücke  bildet. 
Der  Ueberschuss 
des  gegen  das 
Flächentheilchen  m 
wirkenden  Verti- 
caldruckee  über 
den  gegen  das  sc  nk- 
recht  oberhalb  des- 
selben liegende 
Flächentheilchen  » 
wirkenden  Verti- 
caldruck  ist  gleich 
der  Differenz  zwischen  den  Gewichten ,  welche  die  verticalen 
Flüssigkeits- Säulen  ml  und  nl  haben  würden,  also  gleich  dem 
Gewichte  der  Säule  mn.  Folglich  ist  die  Mittelkraft  Z  zugleich 
die  Mittelkraft  von  den  Gewichten  sämmtlicher  verticalen  Säulen, 
aus  welchen  die  ganze  nüssige  Masse  besteht,  d.  h.  gleich  dem 
Gewichte  der  ganzen  flüssigen  Masse  A  C  ii,  und  die  Richtungs- 
linie dieser  Kraft  fällt  mit  der  Verticalen  des  Schwerpunktes  3 
der  flüssigen  Masse  zusammen. 

Denkt  man  sich  von  den  Kräften,  deren  Mittelkraft  Z  ist, 
die  Richtung  jeder  einzelneu  in  die  entgegengesetzte  verwandelt, 
so  findet  man,  dass  in  diesem  Falle  auch  die  Mittelkraft  Z  die 
entgegengesetzte  Richtung  annehmen  würde.  Die  Mittelkraft 
sämmtlicher  von  der  Gefässwand  auf  die  Flüssigkeit  übertragenen 
Gegendrücke  bildet  daher  eine  im  Schwerpunkte  der  Flüssigkeit 
vertical  aufwärts  wirkende  Kraft  Z  von  gleicher  Grösse  mit  dem 
Gewichte  der  Flüssigkeit  und  hält  diesem  Gewicht«  das  Gleich- 
gewicht. Wenn  dieselbe  Druckfläche,  auf  welche  bei  dem  in 
Fig.  630  dargestellten  Falle  die  Flüssigkeit  von  der  Innenseite 
her  drückt,  ein  anderes  Mai  bei  gleicher  Druckhöhe  dem  Drucke 
der  Flüssigkeit  von  aussen  her  ausgesetzt  ist  —  wie  in  Fig.  631  — 
so  geht  ebenfalls  die  Richtung  des  gegen  jedes  einzelne  Flächen- 
theilchen wirkenden  Druckes  in  die  entgegengesetzte  über,  folg- 
lich  ist  die   Mittelkraft  der   von   der  Flüssigkeit  auf  die  Fläche 
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übertragenen  Drücke  in  diesem  Falle  vertical  aufwärts  gerichtet, 
von  gleicher  Grosse  mit  dem  Gewichte  der  flüssigen  Masse,  welche 
vorher  den  Raum  ACB  ausfüllte,  und  ihren  Angriffspunkt  bildet 
der  Schwerpunkt  dieses  Raumes.  Diese  vertical  aufwärts  ge- 
richtete Mittelkraft  wird  der  „Auftrieb"  genannt. 

Auch  bei  dem  in  Fig.  632   dargestellten  Falle ,  bei  welchem 
die  in   sich   zurücklaufende,   nach   allen    Seiten   hin   geschlossene 
Oberfläche   eines  ganz    von   der    Flüssigkeit   umgebenen    Raumes 
die    Druckfläche    bildet,    ist    die    Vertical  -Protection    derselben 
für    jede    Lage    der    rerticalen    Projectiona- 
Fig.  632.  ebefle   gieich   Nulli   f0iglich  w;rf  &e  Mittel- 

kraft sämmtlicher  auf  die  Fläche  übertragenen 
Drücke  auch  in  diesem  Falle  durch  den  ver- 
tical aufwärts  gerichteten  Auftrieb  dargestellt. 
Denkt  man  sich  den  ganzen  eingetauchten 
Raum  in  verticale  Säulen  von  unendlich  kloi 
neu  Quersclmittsdimensionen  zerlegt,  so  findet 
man,  dass  der  Auftrieb  für  jeden  dieser 
Raumtheile  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit, 
welche  denselben  ausfüllen  würde ,  seiner 
Grösse,  Richtung  und  Lage  nach  gleich  und 
entgegengesetzt  ist,  dass  also  der  ganze  Auftrieb  dem  Gewichte 
der  Flüssigkeit,  welche  den  ganzen  eingetauchten  Raum  ausfüllen 
würde,  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Wenn  mit  J  der  Inhalt 
des  eingetauchten  Raumes,  und  mit  -»  das  Gewicht  der  Flüssig- 
keit pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Auftrieb: 

893)  A  =  7  •  J- 
Diese  Kraft  hängt  ausschliesslich  ab  von  Grösse,  Form  und  Lage 
des  eingetauchten  Raumes;  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig 
Von  dem,  was  im  Inneren  dieses  Raumes  sich  befindet  —  also 
z.  B.  in  dem  Falle,  wenn  der  eingetauchte  Raum  von  der  Sub- 
stanz eines  festen  Körpers  ausgefüllt  ist,  unabhängig  von  dem 
Gewichte  und  von  der  Lage  des  Schwerpunktes  des  eingetauchten 
Körpers.  Sowohl  für  die  in  Fig.  631  als  für  die  in  Fig.  632  dar- 
gestellte Lage  eines  solchen  eingetauchten  Körpers  gilt  das  all- 
gemeine Gesetz: 

Der  auf  den  eingetauchten  Körper  vertical  aufwärts  wirkende 
Auftrieb  ist  seiner  Grösse  nach  gleich  dem  Gewichte  der  ans 
dem  eingetauchten  Rannte  verdrängten  Flüssigkeit  und  hat  seinen 
Angriffspunkt  in  dem  Schwerpunkte  des  eingetauchten  Raiunes. 
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§.   154. 

Absolutes,  relatives  und  specifisches  Gewicht. 

Wenn  mit  J  der  Inhalt  eines  homogenen  Körpers  bezeichnet 
wird,  und  mit  q  das  Gewicht  der  in  jeder  Cubikeinheit  desselben 
enthaltenen  Masse,  so  ist  das  absolute  Gewicht  des  Körpers: 

894)  G  =  q  .  J. 
Der  Schwerpunkt  des  homogenen  Körpers  fällt  zusammen  mit 
dem  Schwerpunkte  des  von  demselben  ausgefüllten  Raumes.  Wenn 
der  Körper  in  eine  Flüssigkeit  ganz  eingetaucht  ist,  d.  h.  minde- 
stens so  weit,  dass  kein  Theil  desselben  über  der  Oberfläche 
hervorragt,  so  ist  der  von  dem  Körper  ausgefüllte  Kaum  zugleich 
der  eingetauchte  Raum.  Der  Schwerpunkt  dieses  Raumes  bildet 
daher  den  gemeinschaftlichen  Angriffspunkt  des  Gewichtes  G  und 
des  Auftriebes  A.  Nach  Gleichung  893)  ist  das  Verhältniss  des 
Gewichtes  zum  Auftriebe 

895)    s  =  4-  =  -4-  =  ~ 

gleich  dem  Verhältniss  des  Gewichtes  des  eingetauchten  Körpers 
pro  Cubikeinheit  zu  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  pro  Cubik- 
einheit. Diese  Verhältnisszahl  *,  welche  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Cubikeinheit  und  der.  Gewichtseinheit,  wird  das  „speci- 
fische  Gewicht"  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  ge- 
nannt; und  zwar  ist  —  mit  Ausnahme  derjenigen  Fälle,  in  welchen 
ausdrücklich  eine  andere  Flüssigkeit  als  solche  bezeichnet  wird  — 
unter  jener  Flüssigkeit  immer  das  „Wasser"  zu  verstehen.  Das 
specifische  Gewicht  des  Wassers  selbst  ist  unter  dieser  Voraus- 
setzung gleich  Eins  zu  setzen,  und  für  die  specifischen  Gewichte 
anderer  Körper  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 


Gusseisen  .  . 
Schmiedeisen 
Gussstahl  .  . 
Kupfer  .  .  . 

Zink 

Zinn 


7,4 
7,8 
8,6 
6,9 
7,1 

Granit 2,5 

Basalt 2,4 

Kieselstein.  .  .  2,3 
Kalkstein  ...  2,4 


Specifische 
.  6,6  bis  7,9 

■  7,9 
.  8,1 
,    9,0 

.  7,8 
.    7,6 


Gewichte. 
Blei 11,2  bis  11,5 


3,0 
3,3 
2,7 

2,8 


Messing  .  .  7,8 
Silber  ....  10,1 
Gold  ....  18,6 
Platin.  .  .  .  19,3 
Aluminium  .... 

Kalkmörtel .  1,6 

Sand 1,2 

Erde   ....  1,4 

Lehm  ....  1,5 


8,7 
10,6 
19,5 

.   22,1 
2,5 


I» 


n 
n 


1,8 
1,9 
2,4 
2,8 
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Marmor.  .  . 
Sandstein.  . 
Ziegelstein . 

Eichenholz . 
Tannenholz. 
Pappelholz . 

Meerwasser 
Oel 


2,5    bis  2,9 


1,9 
1,4 

0,62 

0,5 

0,35 

1,02 
0,91 


2,7 
2,3 

1,17 

0,9 

1,02 

1,03 
0,94 


Atmosphärische  Luft  0,001293 


Steinkohle  .  .  1,2    bis  1,8 

Glas 2,5     „3,8 

Eis 0,926 

Pockholz  .  .  .  1,26    „    1,34 

Kork 0,24 

Kautschuk 0,93 

Alkohol 0,79 

Quecksilber  ....  13,6 

Wasserstoffgas  .  0,0000894 


Wenn  man  (nach  Gleichung  895)  die  Grösse  q  ausdrückt 
durch  das  speeifische  Gewicht  des  Körpers,  so  erhält  man  für 
das  absolute  Gewicht  desselben  die  Gleichung: 

896)     G  =  «.TJ, 

d.  h.  man  findet  das  absolute  Gewicht  des,  Körpers,  indem  man 
das  Gewicht  einer  Wassermasse  von  gleichem  Rauminhalt  multi- 
plicirt  mit  dem  speeifischen  Gewichte  des  Körpers. 

Ein  Cubikmeter  Wasser  wiegt  1000  Kil.  Das  specjfische  Gewicht  des 
Bleis  ist  im  Mittel  gleich  11,35 ;  folglich  wiegt  ein  Cubikmeter  Blei  11350  Kil. 

Der  Ueberschuss  des  absoluten  Gewichtes  über  den  Auftrieb 
bildet  das  „relative"  oder  „scheinbare"  Gewicht  des  in  die 
Flüssigkeit  eingetauchten  Körpers  und  hat  die  Grösse: 

897)     Q=  G  —  A  =  T  J(s  —  1). 

Das  Verhältniss  des  relativen  Gewichtes  zum  absoluten  Gewichte 

ist  also: 

898) 


g_  _  s-l 

G    ~       8 


Wenn  eine  Bleimasse  von  1  Cubikmeter  Inhalt  in  Wasser  eingetaucht 
wird,  so  vermindert  sich  das  Gewicht  derselben  scheinbar  in  dem  Verhältniss 
von  11,35  zu  10,35,  und  der  Unterstützungspunkt  würde  einen  Druck  von 
10350  KU.  erleiden,  wahrend  ausserhalb  des  Wassers  dieser  Druck  11350  Kil. 
betragen  würde. 

Die  obige  Gleichung  nimmt  für  s  aufgelöst  die  Form  an: 

8")    »  =  i£q- 

Wenn  man  mittelst  einer  Wage  das  eine  Mal  das  absolute  Ge- 
wicht, das  andere  Mal  das  relative  Gewicht  des  in  Wasser  ein- 
getauchten Körpers  bestimmt  hat,  so  findet  man  das  speeifische 
Gewicht  des  Körpers,  indem  man  das  absolute  Gewicht  dividirt 
durch  den  Ueberschuss  des  absoluten  Gewichtes  über  das  relative 
Gewicht. 

Ritter,  Mechanik.  40 
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Fig.  633. 


Das  specinsctie  Gewicht  lisst  sich  auch  als  Yer- 
hältniss  von  zwei  Langengrössen  darstellen.  Wenn 
zwei  aus  gleichem  Stoffe  bestehende  Cjlinder  vom  Quer- 
schnitt Eins,  an  einer  gleicharmigen  Wage  (oder  an 
einem  Ober  eine  Rolle  gelegten  Faden)  im  Gleichgewicht 
hängen  —  der  eine  im  Wasser  eingetaucht,  der  andere 
ausserhalb  desselben  befindlich  (Fig.  633)  —  an  wird 
hei  dem  eingetauchten  Cjlinder  der  Ueberschuss  seines 
absoluten  Gewichtes  durch  den  Auftrieb  aufgewogen. 
Für  das  speeifische  Gewicht  ergiebt  sich  demnach  die 
Gleichung: 

900)    s-jx  =  il    oder    s  =  — . 

Fi»  worden  also  £.  lt.  die  Langen  von  zwei  Blei- 
Cjlindern,  welche  auf  Bolcbe  Art  einander  die  Wage 
halten,  wie  11,35  zu  10,35  sich  verhalten. 


Fig.  634. 


g.   155. 

Wirkung  des  Auftriebs  bei  theilweise  eingetauchten 
Körpern. 
Zwei  theilweise  eingetauchte  Cjlinder  vom  Querschnitte  Eins, 
von  ungleicher    Länge   und   von   gleichem   specinschen   Gewichte, 
halten    an    rlen    Endpunkten    eines    gleicharmigen    Wagebalken s 
(oder    eines    über    eine  ohne  Reibung  drehbare  Rolle  gelegten 
Fadens)  hängend   einander  im  Gleichgewicht, 
wenn  der  Gewichts-Ueberschuss  des  schwereren 
und  in   Folge  dessen  tiefer  eingetauchten  Cy- 
1  inders   aufgewogen    wird    durch    den    Ueber- 
scIiubs  des  Auftriebes.     Für  die  dem  specin- 
schen Gewichte  s  und  der  Längendifferenz  x 
entsprechende   Gleichgewichtslage  ergiebt   sich 
also  nach  Fig.  634  die  Bedingungsgleichung : 

901)  *  i  x  —  i  z  oder  s  =  — . 
Die  Rolle  befindet  sich  dabei  im  stabilen 
Gleichgewichts  -  Zustande ,  insofern  bei  einer 
Drehung  derselben  —  sowohl  nach  der  einen 
als  nach  der  anderem  Seite  hin  —  die  damit 
verbundenen  Aenderungen  der  Auftriebe  ein  in  entgegengesetzter 
Richtung  drehendes  Kräftepaar  bilden  würden. 

Der   Druck  des   in   einem   cylindrischen  Gefässe   enthaltenen 
Wassers  gegen  die  horizontale  Rodenfläche  des  Gefässes  ist  (nach 
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§.  150)  unter  allen  Umständen  gleich  dem  Gewichte  der  cylindri- 
scbcn  Wassersäule,  welche  die  Höhe  des  Wasserspiegels  über 
der  Bodenflächo  zur  Höhe  und  die  Bodenfläche  selbst  zur  Grund- 
fläche hat.  Wenn  durch  eingetauchte  Körper  ein  Theil  des 
Wassers  verdrängt,  und  in  Folge  dessen  ein  Steigen  des  Wasser- 
spiegels hervorgebracht  wird,  so  wächst  jener  Druck  in  gleichem 
Verhältniss  mit  der  Zunahme  der  Wasserstands!«)!«;  in  dem 
Gelasse. 

Die  in  Fig.  635  dargestellte  Doppel-Rolle  befindet  sich  unter 
Einwirkung   der   vier   symmetrisch    auf  beide   Seiten   vertheilten 
-  bestehend  an  jeder  Seite  in  einem  theilweise  mit 
Wasser    gefüllten    cylindri- 
Fig.  636.  sehen    Gefässe    nnd    einem 

in  das  Wasser  hineinhängen- 
den cylindrischen  Körper  — 
in  stabilem  Gleichgewichts- 
zustände. Wenn  durch  daB 
Anhängen  des  Ueberge- 
wichtes  P  an  der  linken  Seite  . 
eine  Drehung  der  Rolle  um 
den  Winkel  et  hervorgebracht 
wird  (Fig.  636),  so  entfernt 
sich  in  dem  GefäsBe  links 
der  eingetauchte  Cylinder 
von  dem  Boden  des  Ge- 
fässes  um  die  Grösse: 

902)  x  =  (R—  r)a, 
während  in  dem  Gefässe 
rechts  der  eingetauchte  Cylinder  um  ebensoviel  dem  Boden  sich 
nähert.  In  Folge  dessen  findet  in  dem  Gefässe  links  eine  Ver- 
minderung und  in  dem  Gefässe  rechts  eine  Vermehrung  der 
Wasserstandshöhe  statt  von  der  Grösse: 

mi  *  =  {&)*■ 

In  dem  Gefässe  linke  wird  der  Druck  des  WasBers  gegen  den 
Boden  um  die  Grösse  -jFz  vermindert,  während  in  dem  Gefässe 
rechts  der  Bodendruck  um  eben  dieselbe  Grösse  vermehrt  wird. 
Diesen  beiden  Aenderungen  entspricht  eine  zwischen  den  stati- 
schen Momenten  der  an  dem  Hebelarme  R  wirkenden  Belastungen 
entstehende  Differenz  von  der  Grösse  2yFzR. 
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Die  Eiu  tauch  imgstiefe  des  in  das  Gefäss  links  hinabhängenden 
Cylinders  vermindert  sich  um  die  Grösse  x -\- z;  folglich  ist 
~[f(x-\-z)  die  Grösse,  um  welche  der  Auftrieb  abnimmt,  oder 
das  am  Hebelarme  r  wirkende  relative  Gewicht  des  Cylinders 
zunimmt.  Ebenso  gross  ist  in  dem  Gefasse  rechts  die  Abnahme 
des  relativen  Gewichtes  des  in  daB  Gefäss  hinabhängenden  Cy- 
linders. Diesen  letzteren  beiden  Aenderungen  entspricht  eine 
zwischen  den  statischen  Momenten  der  an  dem  Hebelarme  r 
wirkenden  relativen  Gewichte  entstehende  Differenz  von  der 
GrösBe  2ff(x-\-z)r. 

Durch  das  Uebergewicht  P  kommt  ein  drittes  statisches  Mo- 
ment hinzu  von  der  Grösse  PK.  Die  algebraische  Summe  der 
drei  neu  hinzugekommenen  statischen  Momente  muss  gleich  Null 
sein,  also  ist:  904)  Q  =  PR-2-^PzK-\-2-(f[x^-z)r. 
Wenn  man  hierin  für  x  und  z  die  oben  gefundenen  Werthe  sub- 
stituirt ,  so  erhält  man  für  den  durch  das  Uebergewicht  P  her- 
vorgebrachten Ausschlagwinkel  a  die  Gleichung: 


905) 


PR(F—f) 


Bei   der   in   Fig.  637   dargestellten   Anordnung   wird   die  an 
den  beiden  äusseren  Fäden  hängende  Last  —  bestehend  in  der 
F'     (iUft  Platte    nebst    dem  auf 

der  Platte  stehenden  cy- 
lindrischen  Wasser-Ge- 
fässe  —  im  Gleichge- 
wicht gehalten  durch 
die  an  den  beiden  inne- 
ren Fäden  hängende 
Last  —  bestehend  in 
den  relativen  Gewichten 
der  beiden  theilweise 
eingetauchten  Cylinder. 
Wenn  durch  das  An- 
hängen des  Ueberge- 
wichtes  P  bewirkt  wird, 
dass  die  Platte  um  die  Grösse  x  =  rct  sinkt  (Fig.  638),  so 
werden  gleichzeitig  die  beiden  Cylinder  um  dieselbe  Grösse 
steigen,  also  von  dem  Boden  Am  Gefässes  um  die  Grösse  2  x  sich 
entfernen.  In  Folge  dessen  sinkt  der  Wasserstand  in  dem  Gefasse 
um  die  Grösse: 
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906)    «-2«.  (-^ 

und  der  Bodendruck  nimmt  ab  um  die  Grösse  7  Fz.  Dabei  ver- 
mindert sich  die  Eintauchungstiefe  der  beiden  Cylinder  um  die 
Grösse  2x-\-z,  und  ihr  relatives  Gewicbt  erbält  dadurch  die 
Zunahme  2  7/(2  x  -\~  z).  Diese  beiden  Belastung« -  Aenderungen 
werden  durch  das  Gewicht  P  ausgeglichen,  also  ist: 
907)  0  =  P—  -(Fz  —  2f/(2a  +  z). 
Wenn  man  hierin  für  z  den  oben  gefundenen  Werth  substituirt, 
so  erhält  man  für  die  durch  das  Uebergewicht  P  hervorgebrachte 
Senkung  x  die  Gleichung: 

Die  zum  Emporheben  eines  ganz  unterhalb  dos  Wasser- 
spiegels befindlichen  auf  der  horizontalen  Bodenfläclie  eines  mit 
Wasser  gefüllten  Gefässes  ruhenden  KörperB  erforderliche  Kraft 
wird  im  Allgemeinen  gleich  dem  Ueberschusse  des  absoluten  Ge- 
wichtes über  den  Auftrieb  oder  gleich  dem  relativen  Gewichte 
des  Körpers  sein  (Gleichung  897);  da  unter  gewöhnlichen  Um- 
ständen /.wischen  jenem  Körper  und  seiner  Unterstützungsfläche 
eine  mit  der  übrigen  Wassermasse  communicirende  Wasserschicht 
sich  befindet,  und  in  Folge  dessen  der  Körper  als  an  allen  Seiten 


Fig.  639. 


Fig.  640. 


Fig.  641. 


von  Wasser  umgeben   zu  betrachten   ist.     Für  den   in   Fig. 
dargestellten   Fall   z.  B.   würde   die   zum  Heben   des  Körpers  er- 
forderliche Kraft  Q  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 
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Q  =  G  —  iJ. 
in  welcher  J  den  wirklichen  Rauminhalt  des  Körpers  und  G  das 
absolute  Gewicht  desselben  bezeichnet. 

Wenn  jedoch  auf  irgend  eine  Art  bewirkt  wird,  dass 
zwischen  der  Grundfläche  des  Körpers  und  seiner  Unterlage  ent- 
weder eine  vollkommene  Berührung  stattfindet,  oder  statt  jener 
Wasserschicht  ein  leerer  Raum  sich  befindet,  so  wird  an  der 
Grundfläche  der  von  unten  nach  oben  wirkende  hydrostatische 
Druck,  welcher  bei  dem  vorigen  Falle  einen  Theil  des  Gewichtes 
G  trug,  nunmehr  wegfallen,  und  es  würde  z.  B.  bei  dem  in 
Fig.  640  dargestellten  Falle  zum  Emporheben  des  Körpers  im 
ersten  Augenblicke  die  Kraft  erforderlich  sein: 

909)    K  =  G  +  TFÄ. 

Wenn  der  Ueberschuss  der  Kraft  K  über  das  Gewicht  G 
mehr  betrüge  als  das  Gewicht  der  Wassermasse  und  des  Ge- 
fässes  zusammengenommen,  so  würde  bei  dem  Hinaufziehen  des 
Körpers  das  ganze  Gefäss  mit  emporgehoben  werden.  In  diesem 
Falle  würde  es  möglich  sein,  das  Gefäss  auf  die  in  Fig.  641  an- 
gedeutete Weise  aufzuhängen,  bei  welcher  der  die  Boden-Oefihung 
verschliessende  Deckel  an  einem  Faden  aufgehängt  ist,  und  an 

dem  Deckel  wiederum  das  Gefäss  hängt  — 
letzteres  getragen  durch  den  hydrostati- 
schen Druck  des  in  dem  Gefässe  selbst 
enthaltenen  Wassers.  Wenn  mit  P  das  Ge- 
wicht der  ganzen  Wassermasse  und  mit 
Q  das  Gewicht  des  Gefässes  selbst  (ohne 
den  Deckel)  bezeichnet  wird,  so  ist  die 
Bedingungsgleichung  für  die  Grenze  des 
Gleichgewichts : 

910)  TFÄ  =  P+Q. 
Auf  demselben  Principe  beruht  der 
stabile  Gleichgewichtszustand  des  in  Fig.  642 
dargestellen  Apparates.  Durch  das  An- 
hängen des  Uebergewichts  K  wird  die 
Spannung  des  Fadens,  an  welchem  das 
Ganze  hängt,  jedenfalls  um  die  Grösse  K 
vermehrt.  Wenn  das  Gefäss  um  die  Grösse 
x  sich   senkt,   so   steigt  die  Höhe  des  Wasserspiegels  über  dem 


Fig.  642. 


Kolben  um  die  Grösse  z  = 


x  — 


x,  und  der  auf  den  Kolben 
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wirkende  hydrostatische  Druck  wächst  um  die  Grosse  -;  F  z 
—  iFx[-,-  —  11,  welche  ebenfalls  die  Vergrösserung  der 
Spannung  des  Fadens  bildet.  Die  durch  das  Uebergewicht  K 
hervorgebrachte  Senkung  x  igt  also  zu  bestimmen  aus  der  Glei- 
drang:  M1)     K=  tFx{£-  -  l). 

Denkt  man  sich  in  die  verticale  Wand  eines  mit  Wasser 
gefüllten  Gefässes  einen  um  seine  horizontale  in  der  Waud-Ebene 
liegende  Achse  drehbaren  Cylinder  von  der  Länge  l  eingeschaltet 
(Fig.  643),  so  findet  man,  dass  der  gegen  die  eingetauchte 
Mantel-Hälfte  wirkende  hydrostatische  Druck  D  sich  zusammen- 
setzt aus  einem  Horizontaldruck  H,  welcher  der  rechteckformigen 
Verticalprojection  dieser  Fläche  gegen  die  Wand-  Ebene  ent- 
spricht, und  einer  verticalen  Seitenkraft  A,  welche  in  dem  Auf- 
triebe der  eingetauchten  Cylinder -Hälfte  besteht.  Nach  Glei- 
chung 880)  und  Gleichung  887)  ist: 

H=i.2rl.k  und  z  = -^  .  (2^;  folglich  Hz  =  $Y*r3. 
Es  ist  ferner  nach  Gleichung  893)  A  =  7  -1- 1  und  nach  Glei- 
chung 159)  x  c=  -^-;  folglich  A  .  x  =  ^flr*.  Da  die  statischen 
Momente  der  beiden  Seitenkräfte  H  und  A  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  0  einander  gleich  sind,  so  geht  ihre  Mittelkraft  D 
durch  den  Punkt  O  hindurch,  kann  also  keine  Drehuug  des  Cy- 
linders  hervorbringen. 

Fig.  643.  Fig.  644.  Fig.  645. 


mm       wm^       1   ' 

Das  Hinwegnehmen  des  oberen  oder  unteren  Quadranten  von 
der  eingetauchten  Cylinderhälfte  ändert  Nichts  in  dem  Horizontal- 
drucke und  hat  in  Itezug  auf  den  Verticaldruck  dieselbe  Wirkung, 
wie  wenn  der  dem  weggenommeneu  Theile  entsprechende  Auftrieb 
£  ,1  ==  y  "V^ l  m  entgegengesetzter  Richtung  (also  vertical  abwärts 
wirkend)  hinzugefügt  würde.   Hieraus  ergiebt  sich,  daBS  in  jedem 
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der  beiden  in  Fig.  644  und  Fig.  645  dargestellten  Fälle  der 
Totaldruck  R  betrachtet  werden  kann  als  die  Mittelkraft  aus  der 
Kraft  D  und  der  vertical  abwärts  am  Hebelarme  x  wirkenden 

Kraft  -£-.   Dieser  Druck  R  hat  also  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt 

0  das  statische  Moment: 

912)     \Ax  =  \^lr\ 
und  würde  in  beiden  Fällen  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete 
Drehung  hervorbringen. 

§.  156. 

Stabilität  schwimmender  Körper.    Metacentrum. 

Ein  schwimmender  Körper  befindet  sich  in  der  Gleichge- 
wichtslage, wenn  der  dem  eingetauchten  Räume  entsprechende 
Auftrieb  A  gleich  dem  Gewichte  G  des  Körpers  ist,  und  wenn 
zugleich  der  Schwerpunkt  J  des  eingetauchten  Raumes,  als  An- 
griffspunkt des  Auftriebes,  mit  dem  Schwerpunkte  S  des  Körpers, 
als  dem  Angriffspunkte  seines  Gewichtes,  in  einer  und  derselben 
Verticalen  liegt  (Fig.  646).     Die  bei  solcher  Gleichgewichtslage 

mit    der   Verticalen    SJ 
Fig.  646.  zusammenfallende  Achse 

ZU  des  Körpers  wird 
„Schwimm  -  Achse",  und 
die  mit  der  Ebene  des 
Wasserspiegels  WOX  zu- 
sammenfallende Ebene  des 
Körpers  wird  „Schwimm- 
Ebene"  genannt. 

Um  die  Stabilität 
der  Gleichgewichtslage  zu 
prüfen,  hat  man  sich  die  Schwimm -Achse  des  Körpers  in  eine 
um  den  sehr  kleinen  Elongationswinkel  cp  von  ihrer  verticalen 
Gleichgewichtslage  abweichende  Lage  gebracht  zu  denken,  und 
das  Moment  Wl  desjenigen  Kräftepaares  zu  berechnen,  welches 
erforderlich  sein  würde,  um  den  Körper  bei  dieser  geneigten 
Lage  im  Gleichgewicht  zu  halten.  Es  soll  bei  dieser  Untersuchung 
hier  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Körper  eine  gewisse  einfache 
symmetrische  Form  hat,  nämlich  die  Form  eines  Prisma,  dessen 
Längen- Achse  rechtwinkelig  zu  jener  verticalen  Drehungs- Ebene 
(also  horizontal)  gerichtet  ist,  und  dessen  Querschnittsfläche 
symmetrisch  halbirt  wird  von   einer  rechtwinkelig   zu  derselben 
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durch  die  Schwimm -Achse  gelegten  Ebene.  Wenn  alsdann  die 
Länge  dieses  Prisma  als  Längeneinheit  gewählt  wird,  so  bildet 
die  dem  eingetauchten  Räume  entsprechende  Inhaltszahl  zugleich 
die  Flächenzahl  des  unter  dem  Wasserspiegel  befindlichen  Theiles 
der  Querschnittsfläche,  und  auf  analoge  Weise  können  die  einzelnen 
Theile  dieser  Fläche  den  durch  sie  repräsentirten  Theilen  des 
eingetauchten  Raumes  substituirt  werden. 

Die  Kräfte,  durch  welche  der  Körper  in  seiner  neuen  Gleich- 
gewichtslage (Fig.  647)   erhalten   wird,    sind:    erstens  der  neue 

Auftrieb  Ax,  zweitens  das 
Gewicht  des  Körpers, 
drittens  das  Kräftepaar 
vom  Momente  9Ä.  Da 
ein  Kräftepaar  nur  durch 
ein  anderes  Kräftepaar 
im  Gleichgewichte  ge- 
halten werden  kann,  so 
müssen  die  beiden  Kräfte 
At  und  G  ein  Kräfte- 
paar bilden,  woraus  folgt, 
dass  Ax  =  G  ist.  Nach 
Fig.  647  ist  der  Hebel- 
arm dieses  Kräftepaares 
gleich  u .  sin  <p,  wofür  wegen  vorausgesetzter  Kleinheit  des  Winkels 
<p   auch  u .  cp   gesetzt   werden   kann.     Die   Momente   der  beiden 

v.     RASi  Kräftepaare  müssen  ein- 

^'        '  ander  gleich  und  entge- 

1  gengesetzt  sein;  also  ist: 

913)  2fl  =  G  u  <p. 
Der  neue  Auftrieb  A  t 
kann  betrachtet  werden 
als  die  Mittelkraft  aus 
drei  Kräften,  nämlich  aus 
dem  früheren  Auftriebe 
-4,  aus  dem  Auftriebe  a, 
welcher  dem  an  der  einen 
Seite  neu  eingetauchten 
Räume  entspricht,  und  aus  dem  negativen  Auftriebe  ax,  welcher 
dem  an  der  anderen  Seite  über  den  Wasserspiegel  emporge- 
stiegenen    Theile     des    früher    eingetaucht    gewesenen    Raumes 


w(-  ■■■■■■■ 

T—                -  -S 

___    -    ->--  - 
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entspricht  (Fig.  648).  Da  Ax  =  G  =  A  ist,  so  muss  auch  ul  =  a 
sein.  Es  muss  also  der  neu  eingetauchte  Raumtheil  gleiche 
Grösse  haben  mit  dem  an  der  anderen  Seite  über  den  Wasser- 
spiegel emporgehobenen  Raumtheile.  Hieraus  folgt  bei  der  vor- 
ausgesetzten symmetrischen  Form  des  Körpers,  dass  die  jene 
beiden  Raumtheile  repräsentirenden  Flächentheile  zwei  gleich 
grosse  Dreieckflächen  bilden,  deren  gemeinschaftliche  Spitze  mit 
dem  Punkte  O  zusammenfällt,  als  dem  Durchschnitsspunkte  der 
Schwimm -Ebene  mit  der  Schwimm- Achse.  Jede  dieser  Flächen 
kann  betrachtet  werden  als  ein  Kreissector  oder  ein  gleich- 
schenkeliges  Dreieck  von  der  Grundlinie  ^6<p  und  der  Höhe  ^6, 
also  ist: 

914)     a  =  tT.lb<f.tb  =  trb*ff='al. 

Der  Schwerpunkt  jedes  der  beiden  Dreiecke  liegt  im  Abstände 
| .  ^  b  =  \b  von  der  Spitze ,  also  bilden  die  beiden  Kräfte  a 
und  al  ein  Kräftepaar  vom  Hebelarme  $b  und  vom  Momente 

915)  m  =  a.|6  =  tVt&8¥- 
Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  Ax  muss  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  ihrer  drei  Seitenkräfte  sein,  in  Be- 
zug auf  jeden  beliebigen  Punkt  z.  B.  auch  in  Bezug  auf  den  Punkt 
J  oder  —  da  das  Moment  der  Kraft  A  in  Bezug  auf  den  Punkt 
J  gleich  Null  ist  —  gleich  der  Momenten-Summe  der  beiden  Kräfte 
a  und  at,  d.  h.  gleich  dem  Momente  des  aus  diesen  beiden 
Kräften  bestehenden  Kräftepaares;  also  ist: 

916)    Ax.x  —  m. 

Wenn  mit  F  der  unter  dem  Wasserspiegel  befindliche  Theil 
der  Querschnittsfläche  (oder  auch  der  Inhalt  des  ganzen  einge- 
tauchten Raumes)  bezeichnet  wird,  so  ist  At  =  A  =  y  F  zu 
setzen;  und  wenn  die  Höhe  des  Punktes  S  über  dem  Punkte  J 
mit  h  bezeichnet  wird,  so  kann  x  =  Jitf.sincp  =  (m -{- A)  <p 
gesetzt  werden.     Man  erhält  also  die  Gleichung: 

917)    T  *\  (« -f-"  A)  ?  =  m. 
Wenn  man   diesen  Werth  für  m  in   Gleichung  915)  substituirt, 
so  nimmt  dieselbe  für  u  aufgelöst  die  Form  an: 

918)    U  =  T|^-Ä. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  u  unabhängig  ist  von 
der  Grösse  des  Elongationswinkels  cp  (so  lange  nämlich  dieser 
Winkel  überhaupt  eine  geringe  Grösse  hat).  Es  giebt  also  in 
der   Schwimm -Achse   einen    Punkt   3/,   welcher  vor  den  übrigen 
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Punkten  derselben  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft  voraus  hat, 
bei  kleinen  Schwankungen  des  schwimmenden  Körpers  beständig 
den  Durchschnittspunkt  der  Schwimm- Achse  mit  der  Ilichtungs- 
linie  des  Auftriebes  zu  bilden.  Dieser  Punkt  wird  das  „Meta- 
centrum" des  schwimmenden  Körpers  genannt.  Aus  Gleichung 
913)  ergiebt  sich,  dass  das  dem  Elongationswinkel  cp  ent- 
sprechende Drehungsmoment  üß  unter  übrigens  gleichen  Um- 
ständen der  Grösse  u  proportional  ist.  Die  Stabilität  des 
schwimmenden  Körpers  ist  also  um  so  grösser,  je  höher  das 
Metacentrum  über  dem  Schwerpunkte  liegt,  und  das  Gleichge- 
wicht überhaupt  ein  stabiles,  so  lange  u  grösser  ist  als  Null. 
Nach  Gleichung  918)  ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt,  wenn  A 
negativ  ist;  d.  h.  das  Gleichgewicht  des  schwimmenden  Körpers 
ist  unter  allen  Umständen  stabil,  sobald  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  tiefer  liegt  als  der  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Raumes.  Der  Gleichgewichtszustand  ist  dagegen  labil,  wenn  u 
negativ  ist,  und  indifferent,  wenn  u  gleich  Null  ist,  oder: 

919)     -£>=*, 

d.  h.  wenn  das  Metacentrum  mit  dem  Schwerpunkte  des  Körpers 

zusammenfällt. 

Für  ein  homogenes  Parallelepipeduni  vom  specifischen  Gewichte  s,  von 
der  Lauge  Eins,  der  Höhe  a  und  der  Breite  b  (Fig.  649),  findet  man  zunächst 

die  Eintauchungstiefe  z    (indem  man 

Fig.  649,  das  Gewicht  G  =  8fab  und  den  Auf- 

f)  trieb  A==^zb   einander  gleich  setzt) 

aus  der  Gleichung: 
920)    8f  ab  =  f  zb    oder  z  =  as. 
Die     Querschnittsfläche     des     einge- 
tauchten Raumes  hat  den  Inhalt: 

921)    F  =  zb  =  sab 
und  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des 
■;  ganzen   Körpers    über    dem  Schwer- 
__  _  r=  punkte  des  eingetauchten  Theiles  hat 

I^^-;-_  ^  "Ä^^--3^     die  Grösse: 

"    "~'~ -""      -^    -^Z:— -      tJ22)    h  =  |  _  |  =  ^  (1  _  s) 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  raaü  aus  Gleichung  918)  für  die  Höhe 
des  Metacentrum  über  dem  Schwerpunkte  den  Werth: 

*  = -157^6  ~  2(1_s)l 

oder  wenn  das  Verhältniss  —  =  n  gesetzt  wird,  den  Werth: 

923)    14  =  ~-[n^-Qs(\-8)]. 
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Bei  einem  Parallel  epipedum .  dessen  specifiaches  Gewicht  gleich  1  ist,  und 
dessen  Breite  das  Sechsfache  der  Höhe  a  beträgt,  liegt  also  das  Melacentrum 
in  der  Höhe  u  =  5,75  a  Ober  dem  Schwerpunkte. 

Wenn  man  u  =  0  setzt  in  der  obigen  Gleichung,  so  erhält  man  für  den- 
jenigen Werth  des  Quotienten  n,  »elcher  der  Grenze  der  Stabilität  oder  dem 
indifferenten  Gleichgewichtszustände  entspricht,  die  Gleichung: 

924)    ns— 6s(l-s)  =  0    oder    n  =*  ]/6s(l-*)", 
aus  welcher  t.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe  der  Grössen 
s  und  n  sich  ergeben: 

s  =    0,1       0,2        0,3      0,4      0,5      0,6       0,7       0,8       0,9 

b  =  0,735    0,98    1,1225    1,2    1,286    1,2    1,1825    0,98    0,735 

Die  Stabilität  des  Gleichgewichts  erfordert  also  einen  um  so  grösseren  Werth 

des  Verhältnisses  der  Breite  zur  Höhe,  je  mehr  das  sperifischn  Gewicht  dem 

Werthe  0,5  sich  nähert. 

Wenn  bei  einem  im  stabilen  Gleichgewicht  schwimmen  den 
prismatischen  Körper  ein  Theil  vom  Gewichte  P  an  irgend  einer 
Stelle  m  (ausserhalb  des 
Wassers)  hin  weggenommen 
und  an  irgend  einer  ande- 
ren (in  derselben  Quer- 
schnitts-Ebene  liegenden) 
Stelle  n  wieder  hinzugefügt 
wird  (Fig.  650),  so  hat 
diese  Aenderung  der  Ge- 
wi chtsv  er  theil  ung  genau 
—  dieselbe  Wirkung  wie  das 
Hinzufügen  eines  Kräfte- 
paares  vom  Momente 
m  =  P.l,  dessen  Hebel- 
arm l  die  Horizontalpro- 
jeetion  des  Abstandes  mn 
bildet.  Kür  den  von  diesem  Kräftepaare  hervorgebrachten  Aus- 
schlagwinkel <p  ergiebt  sich  aus  Gleichung  913)  der  Werth: 


I 


G 


Wenn  z.  B.  der  schwimmende  Körper  ein  Parallelepipedum  ist  (von  der 
Höhe  <i,  von  der  Breite  6  =  6a  und  vom  speeifischeo  Gewichte  *  =  0,5) 
dessen  Metacentrum  —  wie  oben  gefunden  —  in  der  Höhe  »  =  5,75  a  Ober 
dem  Schwerpunkte  liegt,  so  bringt  eine  Verschiebung  des  Gewichtstheils 
P  =  0,01  G  in  der  B  reitenrieb  tun^  um  die  Grösse  i  =  2a  einen  Ausschlag- 
winkel hervor  von  der  Grösse: 


=  0,01  . 


5,75  a 


i  =  0,2  Grad. 
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Anstatt  die  obige  Gleichung  zur  Berechnung  des  Ausschlag- 
winkels  cp   zu   benutzen,  kann  man   dieselbe  auch  umgekehrt  in 

der  Form:  _      , 

926)    u  =  -£  .  i- 

G  cp 
dazu  benutzen,  um  bei  einem  Körper  von  beliebiger  Querschnitts- 
form (z.  B.  bei  einem  Schiffe)  die  Lage  des  Metacentrum  zu  be- 
rechnen, sobald  der  bei  einer  gegebenen  Veränderung  in  der 
Gewichtsvertheilung  entstehende  Neigungswinkel  cp  durch  directe 
Beobachtung  bestimmt  wurde. 

Wenn  man  z.  B.  beobachtet  hätte,  dass  der  Mast  eines  Schiffes  vom 
Totalgewichte  G  um  den  Winkel  cp  =  0,00348  (=  0,2  Grad)  gegen  die  ver- 
ticale  Gleichgewichtslage  sich  neigt,  sobald  ein  Theil  der  Schiffsladung  vom 
Gewichte  P  =  0,01  G  in  der  Breitenrichtung  des  Schiffes  um  die  Strecke 
l  =  4m  verschoben  wird ,  so  würde  aus  Gleichung  926)  sich  ergeben,  dass  das 
Metacentrum  des  Schiffes  in  der  Höhe: 

M  =  °'01  •  0^48  =  »■• 5 
Über  dem  Schwerpunkte  lag;  und  nachdem  auf  solche  Weise  die  Lage  des 
Metacentrum  gefunden,  würde  man  den  durch  irgend  ein  anderes  Kräftepaar 
vom  Momente  P,  .  lx  hervorgebrachten  Neigungswinkel  ?}  alsdann  berechnen 
können  aus  der  Gleichung: 

?i  -  -£7J-    oder    ----py, 

also  z.  B.  finden,  dass  in  dem  hier  angenommenen  Falle  eine  Verschiebung 
des  Gewichtes  Pt  =  10  P  um  die  gleiche  Strecke  1  =  4m  eine  Neigung  des 
Schiffes  um  2  Grad  hervorbringen  würde. 


Capilel  XXIX. 

Gleichgewicht  gasförmiger  Flüssigkeiten. 

§.  157. 

Mariotte'sches  Gesetz. 

Der  Druck,  welcher  von  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  auf 
die  einschliessenden  Gefässwände  übertragen  wird,  ist  unter  sonst 
gleichen  Umständen  proportional  ihrer  Dichtigkeit,  oder  umge- 
kehrt proportional  der  Grösse  des  Raumes,  welchen  die  Flüssig- 
keit einnimmt. 

Denkt  man  sich  in  einem  cylindrischen  Gefasse  zwischen 
dem  festen  Boden  desselben  und  einem  beweglichen  luftdicht 
schliessenden  Kolben  eine  Gasmasse  eingeschlossen,  so  findet  man, 
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dass  bei  einer  Verschiebung  des  Kolbens  der  Rauminhalt  dieser 
Gagmasse  proportional  dem  Abstände  des  Kolbens  von  dem  Boden 
des  Cylinders  sich  ändert,  und  dass  die  Dichtigkeit  der  Gasmasse 
umgekehrt  proportional  diesem  Abstände  sich  ändert.  Denn 
wenn  ?..  B.  der  Abstand  des  Kolbens  auf  den  nten  Theil  ver- 
mindert, und  dadurch  die  Gasmasse  auf  den  nten  Theil  des  vor- 
her von  derselben  eingenommenen  Raums  zusammengedrängt 
wird,  so  ist  nunmehr  in  jeder  Cubikeinheit  des  Inhalts  »mal  so 
viel  Masse  enthalten  als  bei  der  anfänglichen  Kolben  -  Stellung, 
folglich  die  Dichtigkeit  nmal  so  gross  geworden  als  vorher.  Nach 
dem  Mariotte'schen  Gesetze  würde  in  diesem  Falle  auch  der  auf 
jede  Flächeneinheit  der  Kolbenfläche  (oder  der  inneren  Wand- 
fiäche  des  Cylinders)  übertragene  Druck  nmal  so  gross  geworden 
Bein  als  vorher  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  gleichzeitig  sonstige 
(z.  B.  Temperatur-)  Aeuderungen  erfolgten.  Wenn  mit  p,  der 
anfangliche,  mit  p  der  nachherige  Druck  pro  Flächeneinheit  be- 
zeichnet wird,  und  mit  xt  der  anfängliche,  mit  x  der  nach- 
herige Abstand  des  Kolbens  vom  Cylinder-Boden  bezeichnet  wird 
(Fig.  651),  so  läsBt  sich  das  Mariotte'sche  Gesetz  ausdrücken  durch 
die  Gleichung: 

927)      p~  =  ^-,     oder    px  =  p.x,, 

und  auf  die  in  Fig.  652  ange- 
Fig.  651.  deutete  Weise  graphisch  dar- 

stellen durch  eine  Curve,  welche 
den  geometrischen  Ort  bildet 
für  die  dem  Punkte  A  gegen- 
überliegenden Eckpunkte  aller 
Rechtecke  von  gleichem  Flä- 
cheninhalte mit  dem  gegebenen 
Rechteck  AB  CD.  Zugleich 
stellt  die  Fläche  MBCP  die 
mechanische  Arbeit  dar,  welche 
der  auf  jede  Flächeneinheit 
der  Kolbenfläche  wirkende  ver- 
änderliche Druck  p  bei  dem 
Uebergange  des  Kolbens  aus 
der  Stellung  M  in  die  Stellung 
B  verrichten  würde,  wenn-  bei  dieser  Ausdehnung  der  Gasmasse 
die  Temperatur  derselben  constant  bliebe.     Denkt  man  sich  jene 


M 
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Fläche  zerlegt  in  unendlich  schmale  Streifen  von  der  Breite  A 
(Fig.  653),  so  findet  man,  dass  der  ganze  Inhalt  derselben  durch 
A       x     a       x-x  B  (*en  Ausdruck  1  (p  A)  und  die 

_  ^^    ^^    Drucke    gegen    die 

^_^_-  -      ganze  Kolbeufläche  F  verrich- 
V  tete  mechanische  Arbeit  durch 

die  Gleichung: 

Fig.  6ß3.  928)     81  =  F  2  (p  A) 

sich    darstellen   lässt,    welche 
nach    Substitution    des   für  p 
aus    Gleichung  927)    sich    er- 
gebenden Wertlies  die  Form  annimmt: 

929)    %  =  F2(-£^-.*)  =  PtxlFl(±) 

oder  wenn  das  Product  rr,  .  F  als  derjenige  Rauminhalt,  welcher 
dem  Drucke  px  entspricht,  mit  J,  bezeichnet  wird,  die  Form: 

930)    «  =  p,Jt  2  (-!).•) 

Hierin  bedeutet  der  Ausdruck  Z  f  —  j   die   Summe   der  einzelnen 

Quotienten,  welche  man  erhält,  indem  man  jeden  der  einzelnen 
Abschnitte  A,  in  welche  die  ganze  Strecke  a?,  —  x  zerlegt  wurde, 
durch  den  Abstand  desselben  von  dem  Punkte  A  dividirt.  Auf 
analoge  Weise  wie  in  §.  75  die  Gleichung  347)  gefunden  wurde, 
erhält  man  als  Resultat  dieser  Summation  die  Gleichung: 

931)    8l  =  PlJ1lg(^-), 
welcher   wegen    Gleichheit   der  Quotienten    — l-  =  -^r    —  -~ 

x  r  oc  J 

=  -P—  auch  die  Formen  gegeben  werden  können: 
932)    31  =  p,  J,  lg  (i)  =  p,  «7,  lg  (JL) 

=  pJlgi  =  pJlg(-;i-). 

Derselbe  Ausdruck  negativ  genommen  bildet  die  negative  mecha- 
nische Arbeit,  welche  der  Druck  der  Gasmasse  gegen  die  Kolben- 


*)  Nach  der  ftczeichnungswcisc  der  Integralrechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 

*  =  Px  Ji    I     -£-  =  p,Jx  (lga?!  -  lg*)  =  pi  «7,  lg  (^-)  . 
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fläche  bei  der  rückgängigen  Bewegung  des  Kolbens  von  B  nach 
M  verrichten  würde. 

Setzt  man  z.  B.  px  =  10336  KU.  pro  Dm  (entsprechend  dem  Drucke  der 
gewöhnlichen  atmosphärischen  Luft  bei  mittlerem  Barometerstande)  Jx  =  V™ 
und  J  =  O^ö,  so  erhält  man  nach  Gleichung  927)  p  =  2 .  10336  =  20672  Kfl. 
und  nach  Gleichung  932)  *  =  10336  lg  2  =  7164mk.  Es  würde  also,  um 
einen  Cubikmeter  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft  bis  auf  die  Hälfte  des 
Rauminhaltes  (oder  das  Doppelte  des  Druckes)  zu  comprimiren,  einer  mecha- 
nischen Arbeit  von  7164  Meterkilogrammen  bedürfen,  und  ebensogross  würde 
die  mechanische  Arbeit  sein,  welche  die  Luftmasse  bei  ihrer  Wiederaus- 
dehnung bis  auf  den  ursprünglichen  Rauminhalt  auf  den  Kolben  übertragen 
würde  —  vorausgesetzt,  dass  in  beiden  Fällen  die  Temperatur  der  Luftmasse 
unverändert  erhalten  wurde. 

Ein  solches  Unverändertbleiben  der  Temperatur  wird  jedoch  —  wie  die 
Physik  lehrt  —  in  Wirklichkeit  nur  dann  stattfinden,  wenn  der  eingeschlossenen 
Luftmasse  eine  gewisse  Wärmemenge  in  dem  ersten  Falle  entzogen  und 
in  dem  zweiten  Falle  zugeführt  wird.  Unter  gewöhnlichen  Umständen,  wo 
eine  solche  Wärme -Ableitung  oder  Wärme  -  Zuführung  entweder  gar  nicht 
oder  nur  unvollkommen  stattfindet,  würde  die  oben  gefundene  Gleichung  in 
Bezug  auf  den  ersteren  Fall  einen  zu  kleinen  und  in  Bezug  auf  den  letzteren 
Fall  einen  zu  grossen  Werth  liefern  (vergl.  §.  163). 

§.   158. 

Einfluss    der    Schwerkraft   auf  den   Druck    der 

atmosphärischen  Luft. 

Denkt  man  sich  durch  eine  feste  Cylinderfläche  aus  der 
Atmosphäre  eine  verticale  Luftsäule  vom  Querschnitt  Eins  her- 
ausgeschnitten ,  welche  von  der  horizontalen 
Erd-  (oder  Meeres-)  Oberfläche  bis  zu  den 
Grenzen  der  Atmosphäre  hinaufreicht,  so  findet 
man  zunächst,  dass  die  Unterlage,  auf  welcher 
diese  Luftsäule  ruht,  einen  Gegendruck  zu 
leisten  hat,  welcher  gleich  dem  Gewichte  der 
ganzen  Luftsäule  ist,  da  diese  beiden  Kräfte 
die  einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  die 
Luftsäule  wirken  (Fig.  654).  Bei  mittlerem 
Barometerstande  hat  dieser  Druck .—  wie  die 
Physik  lehrt  —  die  Grösse : 

933)    p0  =  10336  Kil.  pro  Quadratmeter. 

Betrachtet  man  eine  in  der  Höhe  z  über  der 

Meeresoberfläche    liegende  Horizontal -Ebene    als   Unterlage   des 

oberhalb  derselben  befindlichen  Theiles  der  Luftsäule,   so  findet 

man  auf  gleiche  Weise,  dass  der  an  dieser  Stelle  stattfindende 


Fig.  654. 
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Druck  p  gleich  dem  Gewichte  des  oberhalb  dieser  Stelle  befind- 
lichen Theiles  der  Luftsäule  sein  muss  —  also  kleiner  als  der 
Druck  jp0,  und  zwar  um  eben  so  viel  als  das  Gewicht  des  unter- 
halb jener  Fläche  liegenden  Theiles  der  Luftsäule  beträgt. 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  mit  zu- 
nehmender Höhe  abnimmt,  hat  man  sich  durch  zwei  resp.  in  den 
Höhen  z  und  z  -f-  A  über  der  Meeresfläche  liegende  Horizontal- 
Ebenen  eine  Schicht  von  der  unendlich  kleinen  Dicke  A  aus  jener 
Luftsäule  herausgeschnitten  zu  denken  und  den  Ueberschuss  des 
an  der  unteren  Grenzfläche  wirkenden  Druckes  p  über  den  an 
der  oberen  Grenzfläche  wirkenden  Druck  p  —  e  gleich  dem  Ge- 
wichte der  Luftschicht  zu  setzen.  Der  Rauminhalt  dieser  Luft- 
schicht hat  die  Grösse  1 .  A ,  und  wenn  mit  y  das  Gewicht  eines 
Cubikmeters  Luft  an  dieser  Stelle  genommen  bezeichnet  wird,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

934)    e  =  TA    oder    A  =  -. 

Das  dem  Drucke  p0  (=  10336  Kil.  pro  Dm  bei  mitttlerem  Baro- 
meterstande) entsprechende  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft  an 
der  Meeresoberfläche  genommen  hat  bei  einer  Temperatur  von  0° 
die  Grösse:  935)    ^  =  1?293  Kilogramm, 

und  das  Gewicht  y  eines  Cubikmeters  Luft  in  der  Höhe  z,  über 
der  Meeresoberfläche  ist  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

936)    -L  =  Jt-    oder    T  =  -T-°-.p. 

'      To  Po  '  Po     r 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  Gleichung  934)  die 
Form  an: 

937)    A  =  -**.-. 
'  To    P 

Denkt  man  sich  in  Bezug  auf  jede  einzelne  von  den  unendlich 
dünnen  Schichten,  aus  denen  die  der  Höhendifferenz  zx  —  z  ent- 
sprechende Luftsäule  zusammengesetzt  ist,  die  auf  analoge  Weise 
zu  bildende  Gleichung  aufgestellt  und  sämmtliche  Gleichungen 
alsdann  zusammen  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

938)     2(A)  =  ^-2 (£).*) 

*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 

J%  To  JPl   P  To  To      \Pi  / 

Ritter,  Mechanik.  4| 
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In  dieser  Gleichung  ist  2(A)  =  zx  —  «zu  setzen  und  für  den  Aus- 
druck 2f— J  findet  man  auf  analoge  Weise  wie  im  vorigen  Para- 
graphen für  die  in  Gleichung  930)  enthaltene  Quotienten -Summe 
den  Werth . lg ( -2-\    Also  ist: 

939)  **,1-2=^lg(£)  =  79921g(£). 

Mittelst  dieser  Gleichung  ^ässt  sich  die  Höhendifferenz  zweier  Punkte 
berechnen,  sobald  der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  an  jeder  von  diesen 
beiden  Stellen  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  ist.  Hätte  man  z.  B.  ge- 
funden, dass  an  der  unteren  Station  der  Luftdruck  2,71828  mal  so  gross  ist 
als  an  der  oberen,  so  würde  hieraus  sich  ergeben,  dass  die  letztere  um 
7992  Meter  höher  liegt  als  die  entere. 

Da  indessen  die  obige  Gleichung  auf  trockene  —  d.  h.  keinen  Wasser- 
dampf enthaltende  —  atmosphärische  Luft  sich  bezieht  und  eine  überall  gleich- 
massige  Temperatur  von  0°  voraussetzt,  da  ferner  die  Abhängigkeit  der 
Schwerkraft  von  der  geographischen  Breite  und  von  der  Höhe  Ober  der 
Meeresfläche  in  derselben  keine  Berücksichtigung  findet,  so  dürfen  die  auf 
solche  Weise  berechneten  Höhendifferenzen  nur  als  Annäherungswerthe  be- 
trachtet werden,  und  bei  Anwendung  derselben  auf  Höhen-Messungen,  welche 
eine  grössere  Genauigkeit  erfordern,  würde  die  obige  Gleichung  der  genannten 
Umstände  wegen  noch  mehrfacher  Gorrectionen  bedürfen. 

§.  159. 
Auftrieb  der  atmosphärischen  Luft 

Abgesehen  von  dem  Unterschiede,  welchen  die  erforderliche 
Berücksichtigung  der  mit  zunehmender  Höhe  über  dem  Meeres- 
spiegel abnehmenden  Dichtigkeit  der  Luft  bedingt,  kann  die  Ge- 
sammtwirkung  der  atmosphärischen  Luft  auf  einen  an  allen 
Seiten  von  derselben  umgebenen  festen  Körper  nach  denselben 
Regeln  bestimmt  werden,  welche  in  §.  153  für  die  in  tropfbare 
Flüssigkeiten  eingetauchten  Körper  gefunden  wurden.  Diese 
Wirkung  besteht  unter  allen  Umständen  in  einem  vertical  auf- 
wärts wirkenden  Auftriebe  von  gleicher  Grösse  mit  dem  Gewichte 
derjenigen  Luftmasse,  welche  ohne  das  Vorhandensein  des  Körpers 
den  Raum  desselben  erfüllen  würde.  Wenn  die  Höhen -Differenz 
zwischen  dem  höchsten  und  dem  tiefsten  Punkte  des  Körpers  — 
und  in  Folge  dessen  auch  der  Unterschied  in  der  Dichtigkeit  der 
Luft  zwischen  diesen  beiden  Stellen  —  eine  vergleichsweise  ge- 
ringe Grösse  hat,  so  kann  man  das  Gewicht  der  verdrängten 
Luftmasse  auf  gleiche  Weise  wie  das  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
berechnen ,  indem  man  den  Rauminhalt  derselben  J  multiplicirt 
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Fig.  655. 


TT 


\A       Fig.  656. 


mit  der  Grösse  7  als  dem  Gewichte  der  Cubik^inheit  atmosphäri- 
scher Luft,  entsprechend  der  mittleren  Dichtigkeit  derselben  in 
der  Gegend  des  eingetauchten  Körpers. 

Der  Druck,  welchen  ein  von  atmosphärischer  Luft  umgebener 
Körper  auf  seine  Unterlage  oder  auf  seinen  Aufhängepunkt  über- 
trägt, ist  nicht  als  das  wirkliche  Gewicht  desselben  anzusehen, 
sondern  als  der  Ueberschuss  des  wirklichen  Gewichtes  über  den 
atmosphärischen  Auftrieb.  Aus  dem  Gleichgewichtszustande  eines 
mit  zwei  Gewichten  belasteten  gleicharmigen  Wagebalkens  darf 
—  wenn  die  Wägung  im  lufterfiillten  Räume  stattfindet  —  nicht 

die  Gleichheit  der  wahren  Ge- 
wichte, sondern  nur  die  Gleich- 
heit der  scheinbaren  Gewichte  der 
beiden  Körper  gefolgert  werden. 
Für  das  wahre  Gewicht  G  des  ge- 
wogenen Körpers  erhält  man  nach 
Fig.  655  die  Gleichung : 
940)  G  —  fJ  =  P—  T  i  oder 
G  =  P+1(J-i). 
Um  das  wirkliche  Gewicht  eines 
Körpers  zu  finden,  hat  man  also 
zu  dem  wirklichen  Gewichte  des 
zur  Wägung  benutzten  Gewicht- 
stückes noch  das  Gewicht  einer 
Luftmasse  zu  addiren,  deren  Raum- 
inhalt gleich  dem  Ueberschusse 
des  Rauminhalts  jenes  Körpers 
über  den  Rauminhalt  des  Gewicht- 
stückes ist. 

Wenn  z.  B.  dieser  Ueberschuss  1  Cubikmeter  betrüge,  und  die  Wägung 
in  der  Höhe  der  Meeresfläche  stattfand,  so  würde  man  (nach  Gleichung  935) 
zu  dem  gefundenen  Gewichte  P  des  Gewichtstückes  noch  1,293  KU.  hinzu- 
zurechnen haben,  um  das.  gesuchte  wahre  Gewicht  des  Körpers  zu  erhalten. 

Wenn  das  wirkliche  Gewicht  eines  im  lufterfüllten  Räume 
mittelst  eines  Fadens  an  einem  festen  Punkte  aufgehängten  Kör- 
pers kleiner  ist  als  der  Auftrieb  der  atmosphärischen  Luft,  so  ist 
die  Kraft,  welche  durch  den  Faden  auf  den  Aufhängepunkt  über- 
tragen wird,  vertical  aufwärts  gerichtet  und  ihrer  Grösse  nach 
gleich  dem  Ueberschusse  des  Auftriebes  A  über  das  Gewicht  G. 
Für  die  Spannung  des  Fadens  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

941)    K  =  A  -  G. 

41* 


K 

\ 
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Ebenso  gross  ist  die  beschleunigende  Kraft,  welche  beim  Durch- 
schneiden des  Fadens  den  Körper  nach  oben  treiben  würde. 

Nacli  der  obigen  Gleichung  würde  daher  die  Steigkraft  eines 
Luftballons  zu  berechnen  sein:  bestehend  aus  einem  kugelfomigen 
Schlauche,  gefüllt  mit  einem  Gase,  dessen  Dichtigkeit  geringer 
ist  als  die  der  umgebenden  atmosphärischen  Luft  (Fig.  656). 
Wenn  mit  Q  das  Gewicht  des  Schlauches  nebst  der  sonstigen  an 
demselben  hängenden  Last  bezeichnet  wird,  und  mit  ?,  das  Ge- 
wicht eines  Cubikmeters  des  zur  Füllung  desselben  verwendeten 
Gases,  so  ist  G  =  Q  +  |^*^Yi  zu  setzen.  Da  der  Bauminhalt 
der  verdrängten  atmosphärischen  Luft  nur  wenig  grösser  sein 
wird  als  der  Inhalt  des  Schlauches,  so  kann  der  Auftrieb 
A  =  £r87TY  gesetzt  werden;  man  erhält  also  für  die  Steigkraft 
des  Ballons  die  Gleichung: 

942)    K=  |r3it(T-Tl)-Q. 

Setzt  man  hierin  7  =  1,3  Kil.,  7,  =  0,3  KU.  und  r  =  lO™,  so  erhalt  man 
für  K  den  Werth :  R  =  imfi  Ki,  _  Q 

Ein  Aufsteigen  des  Ballons  wird  also  in  diesem  Falle  stattfinden,  wenn  das 
Gewicht  der  Ballon -Hülle  und  das  Gewicht  der  sonstigen  an  demselben 
hängenden  Last  zusammengenommen  weniger  betragen  als  4188,8  Kil. 

Wenn  unten  an  dem  Ballon  eine  Oeffnung  sich  befindet,  so  wird  wahrend 
des  Aufstcigens  das  eingeschlossene  Gas  anfangen,  durch  diese  Oeffnung  aus- 
zuströmen, da  der  äussere  Druck  allmälig  kleiner  wird,  und  in  Folge  dessen 
das  Gas  sich  ausdehnt.  Die  Grössen  7  und  Yt  nehmen  während  des  Steigen* 
in  gleichem  Vorhältniss  ab,  und  die  Differenz  7  —  71  vermindert  sich  naef 
demselben  Gesetze.  Eine  Steigkraft  wird  also  nur  so  lange  vorhanden  seir 
bis  der  allmälig  abnehmende  Ueberschuss  des  atmosphärischen  Auftriebes  üb* 
das  Gewicht  des  eingeschlossenen  Gases  gleich  dem  Gewichte  Q  geworden  i' 

Wäre  anfangs  dieser  Ueberschuss  gleich  n  .  Q  gewesen    (entsprechend  d< 

4188,8 
Werthe  Q  =  —  bei  dem  oben  gewählten  Zahlenbeispiele),  so  würde 

Steigkraft  Null  werden  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Ballon  die  Höhe  erre 

hat,  in  welcher  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  gleich  —  ist, 

ti 

nach  Gleichung  939)  die  Höhe: 

943)    Ä  =  7992  lg  n 
also    z.   B.    für   n  =  2  (entsprechend  dem   Werthe   Q  =  2094,4  KU 
Steighöhe  h  =  5540  Meter.     Nach  derselben  Gleichung  würde  die  St* 
des  Luftballons  auch  dann  zu  berechnen  sein,  wenn  im  Anfange  nur  ; 
Theil  desselben  mit  Gas  gefüllt,  und  bei  dieser  Füllung  noch   ein  / 
Ueberschuss   an   Steigkraft  vorhanden  war,    in   welchem  Falle  währ 
Steigeiis  dieser  Ueberschuss  so  lange  unverändert  bleiben  wird,  bif 
den  nfachen  Raum-Inhalt  sich  ausdehnende  Gas  allmälig  den  ganzen  ' 
^  des  Ballons  ausfüllt  und  anfängt,  durch  die  Oeffnung  aussustr 
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§.  160. 

Wirkungen  des  Luftdruckes  bei  theiiweise  von  atmo- 
sphärischer Luft  umgebenen  Körpern. 

Da  bei  einem  festen  Körper,  welcher  an  allen  Seiten  von 
Luft  umgeben  ist,  der  atmosphärische  Druck  nur  in  Form  des 
Auftriebes  wirkt,  und  da  das  Gewicht  des  Körpers  in  der  Kegel 
beträchtlich  grösser  ist  als  das  Gewicht  der  von  dem  Körper  ver- 
drängten Luftmasse,  so  bildet  der  Druck  der  atmosphärischen 
Luft  eine  Kraft,  deren  Wirkung  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen 
der  Wahrnehmung  häufig  sich  entzieht,  und  in  vielen  Fällen  kann 
ohne  grossen  Fehler  angenommen  werden,  dass  die  Wirkungen  des 
Luftdruckes  bei  einem  an  allen  Seiten  von  Luft  umgebenen  Körper 
einander  gegenseitig  aufheben.  Sobald  indessen  an  einer  Seite  des 
Körpers  der  Zutritt  der  atmosphärischen  Luft  auf  irgend  eine  Art 
verhindert  wird,  bildet  der  an  der  entgegengesetzten  Seite  wirkende 
Luftdruck  eine  Kraft,  welche  nun  nicht  mehr  aufgehoben  wird 
und  bei  einer  Bewegung  des  Körpers  nach  dieser  Seite  hin  als 
Widerstand  sich  bemerkbar  macht. 

Auch  dann,  wenn  der  feste  Körper  längs  eines  Theiles  seiner 
Oberfläche  mit  anderen  festen  Körpern  in  Berührung  zu  sein 
scheint,  ist  derselbe  in  der  Regel  als  an  allen  Seiten  von  atmo- 
sphärischer Luft  umgeben  zu  betrachten.  Wenn  eine  feste  Platte 
gegen  eine  Wand  gedrückt  wird,  so  befindet  sich  in  der  Regel 
zwischen  den  beiden  Körpern  noch  eine  dünne  Luftschicht,  welche 
mit  der  äusseren  Atmosphäre  communicirt;  und  auf  gleiche  Weise 
wie  in  §.  155  bei  dem  in  Fig.  639  dargestellten  Falle  in  Bezug 
auf  tropfbare  Flüssigkeiten  gezeigt  wurde,  erklärt  es  sich,  dass 
unter  gewöhnlichen   Umständen   bei   dem   Losreissen   der  Platte 

von  der  Wand  der  atmosphärische  Druck  sich 
rxg.  oo(.  nicht    bemerkbar    macht.      Wenn   jedoch    auf 

irgend    eine    Art   verhindert    wird,    dass   die 

atmosphärische  Luft  zwischen  Platte  und  Wand 

sich  eindrängt  —  wie  z.  B.  bei  einer  elastischen 

(TS         "Alf     biegsamen  Platte  durch   den  Druck  der  Luft 

selbst  gegen  die  Räuder  derselben  (Fig.  657)  — 
so  wirkt  dem  Losreissen  der  Platte  der  ihrem 
ganzen  Flächeninhalt  F  entsprechende  atnio- 
^  sphärische  Druck  p0  F  als  Widerstand  ent- 
gegen, und  ist  zur  Ueberwindung  desselben  die  Kraft  K=p0.F 
erforderlich. 


K 
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Fig.  658. 


In  einem  an  beiden  Seiten  offenen  Cylinder  setzt  die  atmo- 
sphärische Luft  der  Bewegung  des  Kolbens  keinen  Widerstand 
entgegen,  da  der  Druck  gegen  jede  der  beiden  Endflächen  die- 
selbe Grösse  hat.     Wenn  aber  der  Cylinder  an  dem  einen  Ende 

durch  einen  luftdicht  schliessenden 
Deckel  oder  durch  einen  anderen 
Kolben  verschlossen  wird,  und  aus 
dem  Zwischenräume  die  atmo- 
sphärische Luft  vorher  hinausge- 
trieben wurde,  so  wirkt  der  volle 
|lom8A|  atmosphärische  Druck  der  Be- 
wegung des  Kolbens  nach  aussen 
bin  (oder  dem  Losreissen  des  verschliessenden  Deckels)  als  Wider- 
stand  entgegen,  und  wenn  z.  B.  die  Kolbenfläche  lGm  Flächen- 
inhalt hatte,  so  würde  zur  Ueberwindung  desselben  eine  Kraft 
von  10336  Kil.  erforderlich  sein  (Fig.  658). 

Bei  dem  in  Fig.  659  dargestellten  Apparate  ist  eine  Ver- 
schiebung des  Systems  der  beiden  durch  eine  Stange  in  unver- 
änderlichem Abstände    von    ein- 
Fig.  659.  ander    gehaltenen   Kolben    nach 

.  /__#     x  der  rechten  Seite  hin  mit  einer 

x  i  Verkleinerung ,    und    nach    der 


n.F 


0 


1  /-a? 


/ 


JLJ 


F 


K 


P. 


linken  Seite  hin  mit  einer  Ver- 
grösserung  des  Rauminhalts  der 
zwischen  den  beiden  Kolben  be- 
findlichen Luftmasse  verbunden. 
Es  soll  angenommen  werden,  dass 
das.  Kolbensystem  anfangs  in  die  äusserste  Stellung  nach  rechts 
geschoben  wurde  —  in  diejenige  Stellung  also,  bei  welcher  der 
Inhalt  der  eingeschlossenen  Luftmasse  gleich  dem  Inhalte  Fl  des 
kleinen  Cylinders  war  —  und  dass  bei  dieser  Stellung  die  einge- 
schlossene Luft  mit  der  äusseren  atmosphärischen  Luft  commu- 
nicirend  den  Druck  p0  pro  Flächeneinheit  annahm  (Gleichung  933.) 
Den  kleineren  Druck  p,  welchen  dieselbe  bei  einer  Verschiebung 
des  Kolbensystems  um  die  Strecke  x  nach  links  annimmt,  findet 
man  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  aus  der  Gleichung: 


944)     -*-  =  -^ 


Fl 


oder 


P  = 


Pol 


F(l—x)  +  nFx         ~ —      r  —  J  +  (n—  l)x> 
und  die  Kraft  ÜT,  welche  erforderlich  ist,  um  das  Kdlbensystem 
bei  dieser  Stellung  im  Gleichgewicht  zu  halten,  aus  der  Gleichung: 
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945)     K=  (Po-p)(n-l)F, 
welche  nach  Substitution  des  für  p  gefundenen  Werthes  die  Form 

annimmt :  ^  ,,*     _  _    Po  f (n  —  l)2  x 

^    A  —  ~T+(ii^i)~x~' 

Setzt  man  z.B.  x  =  {l,  so  erhält  man  die  Gleichung: T,-  =  - — r-~, 

X  Po*         n-f-1 

aus  welcher  für  die  beiden  Grössen  =; 

Po* 
sammengebörigen  Werthe  sieb  ergeben: 

n  =  2,  1,01      , 

-^  =  i,    0,00004975, 


und  n  z.  B.  die  nachfolgenden  zu- 


1. 
0, 


l 


h 


0, 
1. 


Der  Gleichgewichtszustand  ist  stabil,  da  bei  einer  Verschiebung  des 
Kolbensystems  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hin  stets  ein  Druck-Ueber- 
sebuss  entsteht,  welcher  dasselbe  nach  der  Gleichgewichtslage  zurücktreibt. 
Wenn  die  Grössen  K  und  x  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  sind,  so 
kann  aus  der  ofiigen  Gleichung  der  Werth  von  p0  berechnet  werden.  Es 
würde  daher  der  in  Fig.  659  dargestellte  Apparat  ebenfalls  zur  Messung  des 
atmosphärischen  Druckes  benutzt  werden  können. 

§.  161. 

Gay-Lussac'sches  Gesetz. 

Wenn  mit  p  der  in  einer  Gusmasse  pro  Flächeneinheit  statt- 
findende Druck,  und  mit  J  der  Inhalt  des  bei  diesem  Drucke  von 
derselben  eingenommenen  Raumes  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
§.  157  das  Product  pJ  als  eine  unveränderlich  bleibende  Grösse 
zu  betrachten;  denn  wenn  dieselbe  Gasmasse  ein  anderes  Mal  bei 
dem  Drucke  p0  den  Rauminhalt  J0  hatte,  so  ist  nach  dem  Ma- 
riotte'schen  Gesetze : 


947) 


Po 


oder    pJ  =  p0J0. 


t 


G 


Dieses    Unverändertbleiben    des    Productes    „Druck    mal   Raum- 
inhalt" findet  indessen  nur  so  lange  statt, 
Fig.  660.    Fig.  6b  1.    ajg    ^je    Temperatur   der  Gasmasse   keine 

Aenderung  erleidet. 

Wenn  auf  die  in  Fig.  660  angedeutete 
Art  durch  ein  auf  den,  Kolben  gelegtes 
Gewicht  von  bestimmter  unverändert  blei- 
bender Grösse  O  der  Druck  p0  der  ein- 
geschlossenen Gasmasse  unverändert  er- 
halten, und  durch  Zuführung  von  Wärme 
die  Temperatur  der  Gasmasse  allmälig  von  Null  bis  auf  t  Grad 
erhöht  wird,  so  zeigt  sich  bei  diesem  Versuche,  dass  der  Raum- 


Vg 


t* 


P 
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inhalt  der  Temperatur -Zunahme  proportional  zunimmt,  in  der 
Weise,  dass,  wenn  mit  a  das  einer  Temperatur -Zunahme  von 
1  Grad  (Celsius)  entsprechende  Ausdehnungsverhältniss  bezeichnet 
wird,  für  die  einer  Temperatur -Zunahme  von  t  Graden  ent- 
sprechende Zunahme  des  Rauminhaltes  von  JA  bis  auf  Jt  die 
Gleichung  sich  ergiebt: 

948)    ±±=I±  =  at    oder     J.  =  J0{l-\-*t). 

Die  Zahl  et  wird  der  (Wärme-)  Ausdehnuugscoefficient  genannt 
und  hat  für  alle  Gasarten  nahezu  den  gleichen  Werth: 

949)    a  =  0,00367. 

Wenn  z.  B.  eine  Gasmasse,  welche  bei  einer  Temperatur  von  Null  Grad  G. 
einen  Gubikmeter  Rauminhalt  hatte,  bei  unverändert  bleibendem  Drucke  auf 
100°  C.  erwärmt  wird,  so  wächst  der  Rauminhalt  derselben  um  0,367  Cubik- 
meter.  # 

Denkt  man  sich  die  Gasmasse  aus  dem  Zustande,  in  welchen 
dieselbe  (auf  die  mit  Bezug  auf  Fig.  660  erklärte  Weise)  durch 
jene  Temperatur -Erhöhung  versetzt  wurde,  nunmehr  bei  unver- 
ändert bleibender  Temperatur  von  dem  Rauminhalte  Jx  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  J  übergehend  —  etwa  in  Folge  des  Auf- 
legens  eines  Uebergewichtes  P  auf  den  Kolben  (Fig.  661)  —  so 
kann  die  dabei  erfolgende  Druckzunahme  von  p0  auf  die  Grösse 
p  nach   dem   Mariotte'schen   Gesetze   bestimmt  werden  aus  der 

Gleichung:  n  T 

950)    ^-  =  A    oder    PJ  =  p0J,, 

welche  nach  Substitution  des  für  J,  in  Gleichung  948)  ge- 
fundenen Werthes  die  Form  annimmt: 

951)    pJ  =  p0  J0  (l  +  at). 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  nicht  das  Product  pJ,  sondern 
statt  dessen  der  Quotient: 

952>  tSf  =  p.-7o 

ist,  welcher  einen  unter  allen  Umständen  —  auch  bei  Tempera- 
turänderungen —  unverändert  bleibenden  Werth  behält.  Wenn 
dieselbe  Gasmasse^  in  welcher  bei  einer  Temperatur  von  t  Graden 
(über  dem  Nullpunkte  des  Celsius'schen  Thermometers)  und  bei 
dem  Rauminhalte  J  der  Druck  p  stattfand,  ein  anderes  Mal  bei 
der  Temperatur  tx  und  dem   Rauminhalte  Jx  den  Druck  p,  anT 

nimmt,  so  ist:  n  T  _   T 

953)    ^—  =  -J^ir- . 

Da  das  Gewicht  der  Gasmassu  ebenfalls  eiue  unveränderliche 
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Grösse  ist,  also  ^J  =  ilJl  gesetzt  werden  kann  (worin  f  und 
7,  resp.  die  Gewichte  pro  Cubikeinheit  bedeuten),  so  lässt  sich 
der  obigen  Gleichung  auch  die  Form  geben: 

*°^      T(l  +  aÖ  Titt  +  «'i)  ' 

Wenn  mau  die  Nenner  auf  beiden  Seiten  durch  a  dividirt  und 
für  a  alsdann  den  in  Gleichung  949)  angegebenen  numerischen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


955) 


P  _  V\ 


T(273  +  ')     —  Ti  CW8  + 10' 
Diese    Gleichung    drückt    aus,    dass    der    auf   der    linken    Seite 

stehende   Quotient  — /0j**  .  ,x-    für  jede   Gasart    eine   bestimmte 

unveränderlich  bleibende  Grösse  bildet  —  wie  auch  immer  Tempe- 
ratur, Druck  und  Dichtigkeit  derselben  sich  ändern  mögen.  Um 
den  numerischen  Werth  dieser  Constanten  für  atmosphärische 
Luft  zu  bestimmen,  kann  man  tx  =  0  setzen  und  für  die  Grössen 
px  und  7,  die  der  Temperatur  von  0°C.  entsprechenden  resp.  in 
den  Gleichungen  933)  und  935)  angegebenen  zusammengehörigen 
Werthe  p0  =  10336  und  f0  =  1,293  substituiren  und  erhält  dann 
die  Gleichung: 

956>   Twf+T  =  29'27  =  c' 

aus  welcher  jede  von  den  drei  veränderlichen  Grössen  p,  7,  t  be- 
rechnet werden  kann,  sobald  die  zwei  anderen  gegeben  sind. 

Setzt  man  z.  B.  p  =  10336  und  t  =  100,  so  erhält  mau  y  =  0,946;  d.  h. 
bei  einer  Temperatur  von  100°  C.  wiegt  ein  Cubikmetcr  atmosphärischer  Luft 
nur  0,946  KiL,  wenn  der  Druck  derselben  gleich  dem  mittleren  atmosphäri- 
schen Druck  ist.  Es  würde  also  bei  einem  mit  erwärmter  atmosphärischer 
Luft  gefüllten  Ballon,  wenn  die  Temperatur  im  Innern  100°  C.  und  aussen 
0°  C.  betrüge,  ein  Ueberschuss  des  Auftriebes  gleich  1,293  —  0,940  =  0,347  KU. 
für  jeden  Cubikmetcr  des  Inhalts  sich  ergeben ,  und  z.  B.  bei  den  in  §.  159 
angenommenen  Zahlenwerthen  die  Steigkraft  des  Luftballons  1453,5  Kil.  —  Q 
betragen. 

Setzt  man  in  Gleichung  956)  p  =  2 .  10336  =  20672  und  7  ==  1,293,  so 
erhält  man  t  =  273°;  d.  h.  wenn  eine  in  geschlossenem  Räume  befindliche 
Luftmasse  von  gleicher  Dichtigkeit  mit  der  äusseren  atmosphärischen  Luft 
bei  unverändert  bleibendem  Rauminhalte  von  0°  bis  auf  273°  C.  erwärmt 
wird,  so  wächst  der  Druck  von  10336  Kil.  auf  20672  Kil.  pro  D"1,  also  auf 
das  Doppelte.  Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  #  =  3.10336  wird  für 
t  =  2  .  273°  und  dass  überhaupt  p  =  n.  10336  wird  für  t  =  (n  —  1) .  273 ; 
d.  h.  für  je  273n  Temperatur -Zunahme  ergiebt  sich  eine  Druckzunahme  von 
10336  Kil.  gleich  dem  einfachen  atmosphärischen  Drucke.  Wenn  die  Gültigkeit 
dieses  Gesetzes  auf  alle  Temperaturen  —  auch  nach  rückwärts  auf  Tempera- 
turen unter  0°C.  —  sich  erstreckte,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  bei  der 
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erfolgender  Ausdehnung  der  Luft  eine  grössere  Wärme-Quantität 
erforderlich  ist,  als  zum  Hervorbringen  der  gleichen  Temperatur- 
Zunahme  bei  constantem  Rauminhalt,  und  zwar  hat  der  Unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Wärme-Quantitäten  die  Grösse: 

961)    x  =  (wp  —  w{)  x  =  0,069  x. 

Da  die  Zuführung  der  Wärme  -  Quantität  z  nicht  nur  eine 
Erhöhung  der  Temperatur  um  x  Grade,  sondern  ausserdem  eine 
Vergrösserung  des  Rauminhalts  um  eine  gewisse  Grösse  i  zur 
Folge  hatte,  wobei  zugleich  die  mechanische  Arbeit: 

962)  81  =  p  .  i 
verrichtet  wurde,  so  erklärt  man  sich  jenen  Unterschied,  indem 
man  sich  die  Wärme -Quantität  z  in  die  beiden  Theile  x  und  %i 
zerlegt  denkt  und  annimmt,  dass  es  nur  der  letztere  Theil  u 
ist,  welcher  auf  Temperatur -Erhöhung  wirklich  verwendet  wird, 
während  der  bei  diesem  Vorgange  als  messbare  Wärme  ver- 
schwindende andere  Theil  x  zum  Hervorbringen  der  mechani- 
schen Arbeit  81  verwendet,  oder  gleichsam  in  dieselbe  umge- 
wandelt wird.  Wenn  mit  A  die  mechanische  Arbeit  bezeichnet 
wird,  welche  bei  der  Umwandlung  von  einer  Wärme-Einheit  in 
mechanische  Arbeit  entsteht,  oder  das  sogenannte  „mechanische 
Aequivalent  der  Wärme -Einheit",  so  ist  A.x  die  mechanische 
Arbeit,  welche  für  x  Wärme  -  Einheiten  das  mechanische  Aequi- 
valent bildet,  und  welche  nach  der  obigen  Annahme  gleich  der 
mechanischen  Arbeit  21  zu  setzen  ist.  Nach  Substitution  der  für 
x  und  81  gefundenen  Werthe  enthält  man  zur  Bestimmung  der 
Grösse  A  die  Gleichung: 

963)    A  (wp  —  u?i)  t  =  p  .  L 

Da  das  Gewicht  der  Luftmasse  gleich   1  Kil.  angenommen 

wurde,  so  kann  f  mJ  =  1  oder  y  =  -y    substituirt    werden  t  in 

Gleichung  956),  und  das  in  derselben  enthaltene  Gesetz  führt, 
auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  zu  den  Gleichungen : 

OT^      273  +  t    —  °  —    273  +  e  +  x  ' 
Wenn  man  den  aus  diesen  Gleichungen  für  p .  i  sich  ergebenden 

Werth:  965)    p.i  =  C.x 

in  Gleichung  963)  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  für  A  aufgelöst 
die  Form  an: 

966>    A  =  Ü^ÜT  -  -öm-öm  -  424  Meterkilogramm. 
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Nach  der  mechanischen  Wärme -Theorie  hat  nicht  nur  bei 
Ausdehnung  der  Luft,  sondern  überhaupt  in  allen  Fällen,  wo 
Wärme  als  solche  verschwindet  und  in  mechanische  Arbeit  umge- 
wandelt wird,  das  Verhältniss  der  erzeugten  Arbeit  zur  ver- 
schwundenen Wärme-Quantität  den  constanten  Werth:  A  =  424, 
und  umgekehrt:  in  allen  Fällen,  wo  mechanische  Arbeit  auf  Er- 
zeugung von  Wärme  verwendet  wird,  das  Verhältniss  der  er- 
zeugten Wärme-Quantität  zur  verwendeten  Arbeit  den  constanten 

Werth:  —  =  -tzt-     Da  die  lebendige  Kraft  einer  in  Bewegung 

begriffenen  Masse  ebenfalls  als  Aequivalent  einer  gewissen  mecha- 
nischen Arbeit  zu  betrachten  ist,  nämlich  für  diejenige  Arbeit, 
welche  zur  Erzeugung  derselben  erforderlich  war,  oder  auch  für 
diejenige  Arbeit,  welche  die  bewegte  Masse  beim  Uebergange  in 
den  Ruhezustand  ihrerseits  wieder  hervorbringen  würde,  so  ist 
jenes  Gesetz  der  Aequivalenz  auch  für  die  Beziehungen  zwischen 
„Wärme44  und  „lebendiger  Kraft"  als  gültig  zu  betrachten.  Wo 
lebendige  Kraft  als  sichtbare  Bewegung  scheinbar  verschwindet, 
ohne  das  Aequivalent  an  mechanischer  Arbeit  zu  erzeugen,  da 
ist  nach  der  mechanischen  Wärme- Theorie  statt  eines  wirklichen 
Verlustes  nur  ein  Wechsel  in  der  Form  der  lebendigen  Kraft  an- 
zunehmen, nämlich  eine  Uebertragung  der  Bewegung  auf  die 
kleinsten  Theilchen  der  Materie,  und  die  erzeugte  lebendige  Kraft 
dieser  unsichtbaren  Bewegungen  (in  welchen  nach  der  mecha- 
nischen Wrärme-Theorie  das  Wesen  der  Wärme  besteht)  ist  gleich 
derjenigen  lebendigen  Kraft,  welche  als  sichtbare  Bewegung 
gleichzeitig  verschwand. 

Eine  Masse  M  =  — ,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  V  (=  \^2g  H 
entsprechend  der  Geschwindigkeitshöhe  H  =  -= — )  rechtwinkelig  gegen  eine 

feste  Wand  stösst  (oder  auch  gegen  eine  gleich  grosse  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit ihr  entgegenkommende  Masse)  würde  bei  sogenanntem  „unelasti- 

MV2         Q     V2 
scheu  Stosse**  (§.  136)  ihre  ganze  lebendige  Kraft  — 5—  =  -* 5-  =  QH 

mm  Iß  mm 

verlieren,  und  da  zum  Hervorbringen  jeder  Wärme-Einheit  A  Meterkilogramm 
erforderlich  sind,  so  ist  die  erzeugte  Wärme-Quantität: 

OH 
967)     W  =  JLp-. 

Wenn  mit  w  die  speeifische  Wärme  des  stossenden  Körpers  bezeichnet  wird, 
so  ist  die  Wärmemenge,  welche  die  Temperatur  desselben  um  1°  erhöhen 
würde,  gleich  ic(J,  und  die  Wärmemenge,  welche  die  Temperatur  desselben 
um  t  Grade  erhöhen  würde,  gleich  wQt.  Für  den  Fall,  dass  die  ganze  er- 
zeugte   Wärmemenge    auf    Temperatur- Erhöhung   des    stossenden    Körpers 
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verwendet  wird,  ist  also  die  Temperatur  •  Erhöhung  t  zu  bestimmen  aus  der 

Gleichung:  q  n  jr 

%8)    w  Q  t  =  -^=-    oder    t  =  -=- . 

Ä  Äw 

Setzt  man  z.  B.  ^T=16000m  (entsprechend  der  Geschwindigkeit  F=560m) 
und  als  mittlere  specifische  Wärme  des  Eisens  w  =  0,115,  so  erhält  man 
t  =  ufTub  =  328°  C.  Da  die  specifische  Wärme  des  Bleies  gleich  0,0314 
ist,  so  würde  eine  Blei-Masse  unter  gleichen  Umständen  um  1202°  C.  erwärmt 
werden,  wenn  nicht  schon  vorher  das  Schmelzen  einträte. 

Die     der    mittleren     Geschwindigkeit    der    Erde     V  =  4,12    Meilen 

V7 
=  4,12 .  7420  Meter  entsprechende  Geschwindigkeit  hat  die  Grösse  H  =  -= — 

=  47620000m.  Wäre  die  specifische  Wärme  der  Erde  durchschnittlich  gleich 
der  des  Wassers,  so  würde  die  bei  dem  Stosse  der  Erde  gegen  ein  unbe- 
wegliches Hinderni88  erzeugte  Wärmemenge  ausreichen,  die  Temperatur  der- 
selben, durchschnittlich  um  t  =  — ^ —  =  112000°  C.  zu  erhöhen. 

§.  163. 

Poisson'sches  Gesetz. 

Für  die  Wärme-Quantität  g,,  welche  einem  Kilogramm  Luft 
zugeführt  werden  muss,  wenn  bei  constantem  Drucke  p  der  Raum- 
inhalt von  J  bis  J-\-i  vergrössert  werden  soll,  ergiebt  sich,  wenn 
mit  x  die  dabei  eintretende  Temperaturerhöhung  bezeichnet  wird, 
nach  Gleichung  960)  der  Werth:  qx  =wp.x,  und  wenn  man 
hierin    für  x   den   aus   Gleichung  965)   zu  entnehmenden  Werth 

x  =  %£■  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

969)     qt  =  wv  .  £j- . 

Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  durch  unbewegliche  Gefäss- 
wände  den  Rauminhalt  constant  erhalten  und  durch  Zuführung 
von  Wärme  den  Druck  von  p  auf  p-j-e  erhöhet,  so  ergiebt  sich 
(nach  Gleichung  958)  für  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge  — 
wenn  mit  6  die  dabei  eintretende  Temperaturerhöhung  bezeichnet 
wird  —  die  Gleichung  q2  =  w\ .  6.  Wenn  man  hierin  für  die 
Grösse  6  den  nach  §.  161  aus  den  Gleichungen: 

070*        *>J      r  (f>  +  «)«7 

J4V)      273  +  *   —   °  —    273  +  f+Ö 

sich  ergebenden  Werth  6  =  -^-  substituirt,    so  erhält  man   die 
Gleichung  : 

971)    q2  =  Wi .  -^r . 

Um  die  Wärme  -  Quantität  q  zu  bestimmen,  welche  einem 
Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  gleichzeitig  Raum- 
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inhalt  und  Druck  resp.  um  die  unendlich  kleinen  Grössen  i  und  e 
zunehmen  sollen,  hat  man  sich  diese  Wärme  -  Quantität  in  zwei 
Theile  zerlegt  zu  denken,  nämlich:  erstens  diejenige  Wärme- 
Quantität  g, ,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  bei  constantem 
Drucke  den  Rauminhalt  J  um  die  Grösse  i  zu  vermehren,  und 
zweitens:  diejenige  Wärme-Quantität  g2,  welche  erforderlich  sein 
würde,  um  bei  constantem  Rauminhalt  den  Druck  p  um  die 
Grösse  e  zu  vermehren.  Man  erhält  also  durch  Addition  der 
beiden  Gleichungen  969)  und  971)  für  q  den  Werth: 

972)    j  =  qx  -f?2  =  wp.  ^--f-t*,-^-. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  q  =  0  setzt,  und  abkürzungs- 
weise das  Verhältniss 

973^     2£l  —  ^2377   _  i  41  _  „ 
*(ö>      wi    —   0,1687   —  x'41  —  * 

der  „specifischen  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke"  zu 
der  „specifischen  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Rauminhalt" 
mit  D  bezeichnet,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

974)    -  =  —  ö  .  4-. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  die  unendlich  kleine  (negative)  Druck- 
Vergrösserung  e  berechnet  werden,  welche  eintritt,  wenn  ohne 
Zuführung  von  Wärme  der  Rauminhalt  um  die  unendlich  kleine 
Grösse  i  zunimmt. 

Wenn  unter  gleichen  Umständen  der  Rauminhalt  um  eine 
beliebig  gegebene  Grösse  von  J  bis  Jt  zunimmt,  so  kann  man 
die  damit  verbundene  (negative)  Druck -Vergrösserung  von  p  bis 
auf  pt  bestimmen,  indem  man  sich  die  ganze  Raum- Vergrösserung 
J,  —  J  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt  denkt,  für  jeden 
dieser  Theile  i  die  zugehörigen  Werthe  der  in  Gleichung  974) 
einander  gleichgesetzten  Ausdrücke  berechnet  und  alsdann  alle 
die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Gleichungen  zusammenaddirt. 
Main  erhält  dann  die  Gleichung: 

«»>  x(J)--»xö).*> 

*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  dieser 
Gleichung  die  Form  zu  geben  sein: 


r*dp_ = _  ö  (\ 


p 
und  nach  Ausführung  der  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 

lgjPi-lgp  =  -t>(IgJ1-lgJ)     oder    lg(£i-)  =  +*lg(^.) 
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Wenn  man  hierin  für  die  Ausdrücke  2  f  —  J  und  2  (-7)  die  auf 
gleiche  Weise  wie  in  §.  158,,   Gleichung  938)   und  §.  157,  Glei- 

*  <n  T 

chung  930),  sich  ergebenden  Werthe  resp.  lg  —  und  lg  -=J-  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

976)    lg  (f)  -  -  ,  lg  (A)   oder    f  =  (£)\ 

Wenn  atmosphärische  Luft  vom  Drucke  p  =  10336  KU.  ohne  Zuführung 
von  Wärme  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhalts  sich  ausdehnt,  so  vermindert 

sich  der  Druck  bis  auf  die  Grösse  px  =  |>.0,1!'41  =  -ö|y-    —    402    Kil. 

(während  nach  §.  157  der  Druck  nur  bis  auf  die  Grösse  0,1.  p  =  1033,6  Kil. 
abnehmen  würde,  wenn  durch  Zuführung  von  Wärme  die  Temperatur  con« 
stant  erhalten  würde).  Wenn  umgekehrt  atmosphärische  Luft  vom  Drucke 
p  =  10336  Kil.  ohne  Ableitung  von  Wärme  bis  auf  ein  Zehntel  des  ursprüng- 
lichen Rauminhalts  zusammengedrückt  wird,  so  wächst  der  Druck  bis  auf  die 
Grösse  p{  =  25,7  .  p  =  265680  Kil.  (während  der  Druck  nur  bis  auf  die 
Grösse- 10  p  =  103360  Kil.  zunehmen  würde,  wenn  gleichzeitig  durch  Ab- 
leitung von  Wärme  die  Temperatur  constant  erhalten  würde. 

Das  in  der  obigen  Gleichung  enthaltene  Poisson'sche  Gesetz 
giebt  in  Verbindung  mit  dem  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetze: 

VU)     273  +  *   —  °  —     273  +  tt 
zwei  Gleichungen,  aus  denen  immer  zwei  von  den  drei  veränder- 
lichen Grössen    „Druck",    „Rauminhalt"    und   „Temperatur"  be- 
rechnet werden  können,  sobald  die  dritte  gegeben  ist.    Wenn  man 
der  letzteren  Gleichung  die  Form  giebt: 

und  darin  das  eine  Mal  für  den  Quotienten  — ,  das  andere  Mal 
für  den  Quotienten  -—  den  aus  Gleichung  976)  zu  entnehmenden 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

Ü— 1 

q7Q>,      273  +  t,    _  /  J  \*-*_  (Pl  \  > 

aus  denen  die  bei  einer  gegebenen  Aenderung  des  Rauminhalts 
oder  des  Druckes  (ohne  Zuführung  und  Ableitung  von  Wärme) 
eintretende  Temperatur-Aenderung  direct  sich  bestimmen  lässt. 

Wenn  atmosphärische  Luft  von  der  Temperatur  t  =  0°  C.  und  vom 
Drucke  p  =  10336  Kil.  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhalts  sich  ausdehnt, 
so  würde  dieselbe  die  Temperatur  tt  = -— 106,2° C.  annehmen,  wenn  gleich- 
zeitig jede  Zuführung  von  Wärme  verhindert  würde.  Wenn  umgekehrt: 
atmosphärische  Luft  von  der  Temperatur  t=0°  und  vom  Drucke  p= 10336  Kil. 
auf  ein  Zehntel  des  Rauminhalts  zusammengedrückt  wird,  und  dieses  Zu- 
sammendrücken so  rasch  geschieht,  dass  während  desselben  eine  merkliche 
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Wärme-Ableitung  nicht  stattfindet,  so  steigert  sich  die  Temperatur  bis  auf  die 
Grösse  tt  =  +  428,7°  C. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  ohne  Zuführung  von  Wärme  sich 
ausdehnend  aus  der  anfänglichen  Temperatur  t  in  die  niedrigere 
Temperatur  tx  übergegangen  ist,  und  der  Luft  nachher  bei  un- 
verändert bleibendem  Rauminhalt  so  viel  Wärme  zugeführt  wird, 
als  erforderlich  ist,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  t  wieder 
herzustellen,  so  ist  nach  der  mechanischen  Wärme  -  Theorie  als 
mechanisches  Aequivalent  dieser  zugeführten  Wärme -Quantität 
die  vorher" bei  jener  Ausdehnung  von  der  Luft  verrichtete  mecha- 
nische Arbeit  zu  betrachten.  Aus  Gleichung  958)  ergiebt  sich 
für  die  bei  constantem  Rauminhalt  zum  Hervorbringen  der 
Temperatur -Erhöhung  t  —  tx  erforderliche  Wärme -Quantität  der 

Werth: 

980)     Q  =  wi(t  —  tx). 

Die  von  der  Luft  bei  ihrer  Ausdehnung  verrichtete  Arbeit  ist 
daher  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

981)    «  =  Awi(t  —  tx), 
welche  nach  Substitution  des  für  tx  aus  Gleichung  979)  zu  ent- 
nehmenden Werthes  die  Form  annimmt: 

fr— 1 

982)  a  =  ^tri(273+<)[l-(^1]  =  ^«;iC273+e)[l-(^)  D  } 

Nach  derselben  Gleichung  kann  auch  die  mechanische  Arbeit 
berechnet  werden,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Kilogramm 
Luft  von  der  ursprünglichen  Temperatur  t  vom  Rauminhalt  J  auf 
den  kleineren  Rauminhalt  J,  zusammenzudrücken,  wenn  bei  diesem 
Zusammendrücken  keine  Wärme- Ableitung  stattfindet. 

Wenn  man  t  =  0  und  -y-  =  0   setzt,   so  wird  *  =  424.0,1687.273 

=  19527mk,  d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  0°  Temperatur  ohne  Zu- 
führung von  Wärme  bis  ins  Unendliche  sich  ausdehnte,  so  würde  die  von 
dem  Drucke  desselben  verrichtete  mechanische  Arbeit  19527  Meterkilogramm 
betragen.  Die  ganze  ursprünglich  in  derselben  enthaltene  Warme  -  Quantität 
0,1687.273  =  46  Wärme -Einheiten  würde  dabei  in  mechanische  Arbeit  ver- 
wandelt, und  die  Temperatur  würde  auf  —  273°  C.  sinken. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  0°  Temperatur  ohne  Zuführung  von 
Wärme  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhalts  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der 
Druck  derselben  die  mechanische  Arbeit  %  =  19527  (1  — 0,1°'41)  =  11931 
Meterkilogramm,  und  wenn  ein  anderes  Mal  jene  Luftmasse  ohne  Ableitung 
von  Wärme  auf  ein  Zehntel  ihres  ursprünglichen  Rauminhalts  zusammenge- 
drückt wird,  so  verrichtet  der  Druck  die  mechanische  Arbeit  8=19527(1— 100'41) 
=  —  30665mk ;  d.  h.  zum  Zusammendrücken  ist  die  mechanische  Arbeit  -f-  30665n,k 
erforderlich.     Im    enteren    Falle   würde    die    Temperatur   auf  —  106,2°  C. 
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sinken,  im  letzteren  auf  +  428,7°  C.  steigen,  und  wenn  der  Druck  ursprunglich 
die  Grösse  p  =  10336  Kil.  hatte,  so  würde  im  ersteren  Falle  der  Druck  auf 
402  Kil.  sinken,  im  letzteren  auf  265680  Eil.  steigen. 


Capilel  XII 

Gleichgewicht  zwischen  den  Drücken  tropfbarer 
und  gasförmiger  Flüssigkeiten, 

§.  164. 
Wirkungen  des  atmosphärischen  Druckes. 

Die  atmosphärische  Luft  übt  auf  jeden  Quadratmeter  der 
Oberfläche  des  in  einem  offenen  Gefässe  enthaltenen  "Wassers 
einen  Druck  aus  von  der  Grösse:  p0=  10336  Kil.  Aus  Gleichung 
881)  ergiebt  sich  für  diejenige  Höhe  A0 ,  welche  eine  auf  dem 
Wasserspiegel  ruhende  Wasserschicht  haben  müsste,  um  den 
gleichen  Druck  auszuüben,  der  Werth: 


983)     Ä0  =  2±  = 


10336 


=  lO^ö. 


T  1000 

Der  Gleichgewichtszustand  des  in  zwei  mit  einander  commu- 
nicirenden  Gefässen  befindlichen  Wassers  (Fig.  663)  würde  keine 
Störung  erleiden,  wenn  in  jedem  der  beiden  Gefässe  die  Wirkung 
des.  atmosphärischen  Druckes  ersetzt  würde  durch  den  Druck 
einer  Wasserschicht  von  der  Höhe  A0  =  lO^Sö.  Da  in  diesem 
Falle  die  Gleichgewichtsbedingungen  gleiche  Höhenlage  der  beiden 

Wasserspiegel  erfordern  würden, 
so  folgt  hieraus,  dass  die  beiden 
um  die  Höhe  A0  tiefer  liegenden 
Oberflächen  der  unter  Einwirkung 
des  atmosphärischen  Druckes  im 
Gleichgewichtszustande  befindlichen 
Wassermasse  vorher  ebenfalls  in 
einer  und  derselben  Horizontal-Ebene  lagen.  Wenn  nur  in  einem 
der  beiden  Gefässe  auf  solche  Art  der  atmosphärische  Druck  durch 
eine  Wasserschicht  von  gleichem  Druck  ersetzt  wird,  so  liegt  die 
obere  Grenzfläche  derselben  um  die  Höhe  A0  =  lO^Se  höher 
als  der  Wasserspiegel  in  dem  anderen  Gefässe.  Wenn  also  das 
eine  Gefäss  oben  geschlossen,  und  der  Raum  oberhalb  des  Wasser- 
spiegels in   demselben   luftleer   gemacht   wird,    während  in  dem 
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anderen  Gelasse  der  Wasserspiegel  dem  atmosphärischen  Drucke 
ausgesetzt  bleibt  (Fig.  664),  so  wird  in  den  beiden  Gefässen  eine 
Niveau-Differenz  von  10m,336  sich  einstellen. 

Da  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  Quecksilber  gleich  13  600  Kil.  ist, 

so  würde  für  Quecksilber  die   dem   atmosphärischen  Drucke   entsprechende 

10336 
Druckhöhe  ä0  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung  ä0  =  .,Q/?n/v  =  Om,760. 

Jede  Aenderuug  des  atmosphärischen  Druckes  wird  durch 
eine  Aenderung  jener  Niveau -Differenz  sich  bemerkbar  machen. 
Es  kann  daher  der  in  Fig.  664  dargestellte  Apparat  (als  Wasser- 
oder Quecksilber  -  Barometer)  benutzt  werden :  einerseits  zur 
Messung  der  im  Laufe  der  Zeit  erfolgenden  Veränderungen  des 
atmosphärischen  Druckes,  andererseits  zur  Messung  der  gleich- 
zeitig an  Orten  von  verschiedener  Höhe  über  der  Meeresfläche 
stattfindenden  Unterschiede  des  atmosphärischen  Druckes  —  also 
nach  §.  158  indirect  auch  zur  Messung  der  Höhen-Differenz  dieser 

Orte. 

Hätte  man  z.  B.  an  zwei  verschiedenen  Orten  gleichzeitig  die  (Queck- 
silber-) Barometerstände  b  =  0m,750  und  bt  =  0m,600  beobachtet,  so  würde 
hieraus  (bei  Voraussetzung  einer  überall  gleichmässigen  Temperatur  von  0°C. 
und  ohne  Berücksichtigung  des  in  der  Atmosphäre  verbreiteten  Wasser- 
dampfes) nach  Gleichung  939)  für  die  Höhen -Differenz  jener  beiden  Orte  der 
Werth  sich  ergeben: 

gx  _  z  =  7992  lg  (Jj-}  =  7992  !ß  1>25  =  1783m,3. 

Dem  mittleren  (Quecksilber-)  Barometerstände  b0  =  0m,760  in  der  Höhe 
Null  über  der  Meeresfläche  entspricht  der  Druck  p0  =  10336  Kil.  pro  Dm 
und  der  Wasser  -  Barometerstand  h0  =  10m)336.  An  einem  2300  Meter  hoch 
über  dem  Meere  liegenden  Orte  würden  statt  dessen  resp.  die  Grössen 
bt  ==  0m,570,  px  =  7752  Kil.  pro  Dm  und  ht  =  7m,752  in  Rechnung  zu 
bringen  sein.  Im  Folgenden  ist  unter  dem  atmosphärischen  Drucke  stets  der 
dem  mittleren  Barometerstande  0m,760  in  der  Höhe  der  Meeresfläche  ent- 
sprechende Druck  von  10336  Kil.  pro  Dm  zu  verstehen. 

Die  dem  atmosphärischen  Drucke  entsprechende  Druckhöhe 
(für  Wasser)  A0  =  10^,336  bildet  die  Grenze  der  Steighöhe,  bis 
zu  welcher  der  Wasserspiegel  in  einem  luftleeren  Rohre  über  den 
äusseren  der  Einwirkung  des  atmosphärischen  Druckes  ausge- 
setzten Wasserspiegel  sich  erheben  kann.  Dem  aufsteigenden 
Kolben  einer  Saug -Pumpe  wird  daher  das  vom  atmosphärischen 
Drucke  getriebene  Wasser  nur  so  lange  folgen,  als  die  Höhe  der 
unteren  Fläche  des  Kolbens  über  dem  äusseren  Wasserspiegel  die 
Höhe  h0  =  10m,336  nicht  überschreitet.  Bei  fernerem  Steigen 
des  Kolbens   würde   unterhalb   desselben   ein   leerer    Raum    sich 
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bilden.     Zum   Hebeu   des   Kolbens   ist  bei  der  in  Fig.  665  a 
gebenen  Kolben-Stellung  die  Kraft  erforderlich: 

984)     K  =  p„F  —  t(A.  —  z)F  =  ■izF=PaF(~\. 


Fig.  066. 


Fia  066  Diese  Kraft  wird  gleich  p0  F,  wenn 
z  =  k0  wird,  und  behält  diese 
Grösse  auch  dann  noch,  wenn  z 
grösser  als  A0  wird,  wie  bei  der 
in  Fig.  666  dargestellten  Lage  des 
Kolbens. 

Wenn  ein  geschlossenes  mit 
Wasser  gefülltes  Gefäss  nach  unten 
hin  mit  einem  Ansatzrohre  ver- 
sehen ist,  dessen  untere  Mündung 
in  eine  dem  atmosphärischen  Drucke  ausgesetzte  Wassermasse 
eingetaucht  ist,  so  wird  die  in  dem  Gefässe  enthaltene  Wasser- 
masse  so- lange  nicht  ausHiessen,  als  die  Höhe  des  höchsten 
Punktes  desselben  über  dem  äusseren  Wasserspiegel  kleiner  ist 
als  äi(.  Sobald  dagegen  jene  Höbe  grösser  wird  als  ka,  fängt  das 
Wasser  an,  unten  auszufliessen ,  während  in  dem  oberen  Theile 
des  Gefässes  ein  leerer  Raum  sich  bildet.  Um  einen  luftleeren 
Raum  herzustellen,  ist  es  daher  nur  erforderlich,  das  mit  einem 
Ansatzrohre  von  der  Länge  l  ^  A0 
Fig.  667.  versehene  Gefäss   auf  die   in  Fig.  667 

dargestellte  Weise  successive  in  die 
mit  I,  II,  III  bezeichneten  Stellungen 
zu  bringen.  Die  mindestens  erforder- 
liche Länge  des  Ansatzrohres  würde 
für  Wasser  10",336  (für  Quecksilber 
dagegen  nur  O™,?^)  betragen. 

Wenn  man  das  auf  solche  Art  luft-  und 
wasserleer  gemachte  Gefäss  verscliliesst  und 
später  durch  ein  kürzeres  Ansatzrohr  mit 
einer  unterhalb  befindlichen,  dem  atmosphäri- 
schen Drucke  ausgesetzten,  Wassermasse  in 
Verbindung  bringt,  so  wird  das  Wasser  wieder 
in  dasselbe  hinaufsteigen.  Es  kann  daher  mit 
Hülfe  einer  solchen  Vorrichtung  der  atmosphärische  Druck  benutzt  werden, 
um  Wasser  oder  andere  Flüssigkeiten  aus  einem  tieferl iegenden  Behälter  in 
ein  hüherliegendes  Gefäss  hineinzutreiben. 

In  jedem  der  beiden  verticalen  Röhrenschenkel  des  in  Fig.  668 
dargestellten  Hebers  steigt  das  Wasser  bis  zur  Höhe  Ä„  über  dem 
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Wasserspiegel .  in  welchen  das  untere  Ende  desselben  eintaucht, 
wenn  der  Heber  (etwa  auf  die  in  Fig.  667  dargestellte  Art)  vor- 
her luftleer  gemacht  wurde.  Die  Höhentage  eines 
jeden  der  vier  Wasserspiegel  ist  unabhängig  von 
der  Höhenlage  des  Hebers  nnd  bleibt  unverändert, 
während  der  ganze  Heber  um  eine  gewisse  Grösse 
gesenkt  oder  gehoben  wird.  Sobald  jedoch  der 
Heber  so  tief  gesenkt  wird,  dass  das  horizontale 
Verbindungsrohr  mit  dem  höchsten  der  vier  Wasser- 
spiegel in  gleiche  Höhe  gelangt,  tritt  eine  Störung 
des  Gleichgewichts  ein,  und  das  Wasser  beginnt 
durch  das  horizontale  V erbind ungsrohr  nach  dem 
tiefer  liegenden  Behälter  hin  abzufliessen,  wobei 
das  abflj  essende  Wasser  beständig  durch  das  aus 
dem  höher  liegenden  Behälter  zufliessende  Wasser 
ersetzt  wird.  Wenn  also  ein  solches  continuirliches  Ueberfliessen 
des  Wassers  aus  dem  höber  liegenden  nach  dem  tiefer  liegenden 
Behälter  hinüber  stattfinden  soll,  so  darf  die  Höhe  des  horizon- 
talen Verbindungsrohres  über  dem  höher  liegenden  der  beiden 
Wasserspiegel  nicht  grösser  sein  als  hu. 

Fig.  669  zeigt:  auf  welche  Weise  erreicht  werden  kann,  dass 
bei  dem  Ausschöpfen  des  Wassers  aus  dem  Gefässe  A  trotz  des 
allmäligen  Abnehmens  der  Wassermenge 
die  Wasserstandshöhe  in  diesem  Gefässe 
stets  unverändert  erhalten  wird.  Der 
Wasserspiegel  im  Gefässe  A  muss  stets  in 
gleicher  Höbe  mit  dem  Wasserspiegel  in 
dem  Rohre  C  liegen,  da  an  beiden  Stellen 
die  Oberfläche  des  Wassers  dem  atmosphä- 
rischen Drucke  pB  ausgesetzt  ist.  Wenn 
durch  das  Wegnehmen  einer  gewissen 
Wassermenge  aus  dem  Gefässe  A  gleich- 
zeitig an  beiden  Stellen  ein  Sinken  des 
Wasserspiegels  hervorgebracht  wird ,  so 
tritt  an  dem  unteren  Rande  des  Rohrs  C  eine  Luftblase  in  das 
Wasser  ein,  welche  nach  oben  steigend  den  Druck  p  der  in  dem 
oberen  Theile  des  Gefässes  B  befindlichen  (verdünnten)  Luft  so 
weit  steigert,  dass  die  beiden  Wasserspiegel  wiederum  bis  zu  der 
früheren  gleichen  Höhe  mit  dem  unteren  Rande  des  Rohres  C 
steigen.     Denn  die   dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  k, 


Fig.  669. 


Manometer. 
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und  die  Höhen-Differenz  z  der  Wasserspiegel  in  den  beiden  Ge- 
fässen  A  und  B  bleiben  zusammengenommen  stets  gleich  der  dem 
atmosphärischen  Druck  p0  entsprechenden  Druckhöhe  A0.  Es  muss 
daher  die  Niveau  -  Differenz  z  um  ebenso  viel  abnehmen,  als  die 
dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  A  zunimmt. 

§.  165. 

Manometer. 

Als  Maass  des  Druckes  p,  welchen  die  in  einem  Gefasse  ein- 
geschlossene comprimirte  Luft  auf,  jede  Flächeneinheit  der  Wand- 
fläche ausübt,  kann  die  Verhältnisszahl: 

985)     *-  - 


n 


Po 


betrachtet  werden,  welche  angiebt:  wie  oft  der  einfache  atmosphä- 
rische Druck  p0  in  dem  Drucke  p  enthalten  ist.  Setzt  man 
p0  =  1 ,  so  wird  p  =  n ,  d.  h.  wenn  der  einfache  atmosphärische 
Druck  pn  =  10336  Kil.  pro  D,u  als  Einheit  des  Druckes  gewählt 
wird,  so  ist  der  Druck  p  durch  die  Zahl  n  als  ein  Vielfaches 
dieses  Atmosphären  -  Druckes  unmittelbar  gegeben  und  kann  in 
abgekürzter  Redeform  als  ein  „Druck  von  n  Atmosphären"  be- 
zeichnet werden. 

Wenn  über  den  Wasserspiegeln  der  drei  mit  einander  ver- 
bundenen Gefasse  -4,  ß,  C  (Fig.  670)  in  dem  ersten  comprimirte 

Luft    vom    Drucke    p    gleich 
rxg.  o/i/.s  n Atmosphären,  in  dem  zweiten 

atmosphärische  Luft  vom 
Drucke  p0  gleich  1  Atmosphäre, 
und  in  dem  dritten  ein  luft- 
leerer Raum  (vom  Drucke  Null) 
sich  befindet,  so  ist  die  Höhen- 
Differenz  zwischen  den  beiden 
Wasserspiegeln  in  den  Ge- 
fässen  B  und  C  gleich  der  atmosphärischen  Druckhöhe  A0  =  10m,336, 
die  Höhen  -  Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  in  den 
Gefässen  A  und  C  hat  die  Grösse  A  =  n .  A0  und  die  Höhen- 
Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  in  den  Gefässen 
A  und  B  hat  die  Grösse  z  =  (n —  1)A0.  Der  Druck  der  com- 
primirten  Luft  in  dem  Gefasse  A  kann  daher  aus  den  beobachteten 
Höhen -Differenzen  A  und  z  bestimmt  werden  mittelst  der  Glei- 
chung: 
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986)    n  =  -f-  =  1  + 


.     —  *    i    r—     oder    n  —  1  =  4—- 

Die  Druckhöhe  h  und  die  Atmosphären -Zahl  n  entsprechen  dem 

absoluten  Drucke,  die  Druckhöhe  z  und  die  Atmosphären -Zahl 

n  —  1    dem    Ueberschusse    dieses   Druckes  über   den  Druck  der 

äusseren  Atmosphäre  oder  dem  sogenannten  „Ueber drucke".  Wenn 

Quecksilber   statt   des   Wassers   benutzt  wird,    so   ist  in  obiger 

Gleichung  A0  =  0m,760  zu  setzen. 

Wenn  z.  B.  ein  offenes  Quecksilbermanometer  AB  die  Niveau -Differenz 
z  =  lm,14  zeigt ,  so  hat  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  die  Grösse : 

n  =  1  +  44^-  =  2,5  Atmosphären  oder  p  =  2,5 .  10336  =  25840  KU.  pro  D"; 

U,7b~ 

der  Ueberdruck  beträgt  1,5  Atmosphären  oder  15504  Eil.  pro  D™.  Ein  ge- 
schlossenes luftleeres  Quecksilbermanometer  AC  würde  bei  gleichem  Drucke 
die  Niveau-Differenz  h  =  lm,9  zeigen. 

Wenn    bei    dem    in  Fig.  671    dargestellten   Manometer  der 
Druck  der  in  dem  Gefässe  A  enthaltenen  Luft  von  p0  bis  p  zu- 
nimmt, und  in  Folge  dessen 
Fig.  672. 


Fig.  671. 
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das  Quecksilber  in  dem 
Rohre  B  um  die  Höhe  z 
steigt  (Fig.  672),  so  wird 
dadurch  der  Druck  der  in 
dem  oberen  Räume  des 
letzteren  enthaltenen  at- 
mosphärischen Luft  von  pQ 
bis  auf  eine  gewisse  Grösse 
pl  gesteigert,  für  welche 
nach    dem   Mariotte'schen 


l— z 


Gesetze  die  Gleichung  sich  ergiebt: 

987)    &-  = 

7     Po 

Die  dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  -£-  ist  um  die  Höhe 

z  -{-  x  =  h  grösser  als  die  dem  Drucke  pt  entsprechende  Druck- 
höhe, also  ist:  OQ  , 

988)    p  =  tä  +  Pi- 

Der  Inhalt  f .  z  des  in  das  Rohr  B  eingetretenen  Quecksilbers 
ist  gleich  dem  Inhalte  F.x  des  aus  dem  Gefässe  A  ausgetretenen 
Quecksilbers,  folglich  ist: 

989)    h  =  z-\-  x  =  *(!+-£). 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  für  z  zu  entnehmenden 
Werth   in   Gleichung   987),    und   den   aus   letzterer   für  p{   sich 
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ergebenden   Werth  in   Gleichung  988)  substituirt,   so  erhält  man 
die  Gleichung: 

000,    p,li+_^-f_, 

welche   nach   Substitution   des   Werthcs  p„  =  7  &„  die  Form  an- 
nimmt : 

Die  dem  Drucke  p  entsprechende  Atmosphären-Zahl  hat  also  die 
Grosse : 

m  -t  +  ^iksy- 

Wenn  z.  B.  i  =  Ä,  =  O~,7G0  und  F  =  if  ist,  so  entspricht  der  Niveau- 
Differenz  h  —  0";570  ein  absoluter  Druck  von  3,25  Atmosphären  oder  von 
3,85 .  10336  =  33592  KU.  pro  U"',  und  ein  Ueberdruck  von  2,85  Atmosphären 
oder  von  23256  KU.  pro  C'. 

g.  166. 

Gleichgewicht  schwimmender  Luftbehälter. 

Wenn  ein  mit  Luft  gefülltes,  oben  geschlossenes,  unten  offenes 

verticales   cylindrisches   Rohr   in    Wasser   eingetaucht  wird,   und 

bei   der  Eintaucbungstiefe   u   der   Wasserspiegel   im   Inneren  des 

Rohres    in   gleicher 


Fig.  673. 


Fiy.  074. 


Höhe  mit  dem 
äusseren  Wasser- 
spiegel liegt  (Fig. 
673),  so  ist  bei 
dieser  Stellung  des 
Rohres  der  Druck 
der  eingeschlosse- 
nen Luft  gleich  dem 
Drucke  der  äusse- 
ren atmosphärischen 
Luft.  Bei  einer 
Vergrösseruug  der 
Eintaucbungstiefe  wächst  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft, 
während  der  Druck  der  äusseren  Luft  unverändert  bleibt,  und 
es  entsteht  in  Folge  dessen  eine  Höhen -Differenz  zwischen  den 
beiden  Wasserspiegeln.  Für  den  Druck  p,  welchen  die  einge- 
schlossene   Luft    bei    der    in    Fig.  674   dargestellten    Lage    des 
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Gefässes  annimmt,  erhält  man  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze 
die  Gleichung:  ^       P    _   i—g 

™ö)    Po~  ~  T=Tm 
Die  Druckdifferenz  (oder  der  Ueberdruck)  p  —  p0  verhalt  sich  zu 
dem  atmosphärischen  Drucke  p0  wie  die  dem  Ueberdrucke  ent- 
sprechende Druckhöhe  x  —  2  zu  der  atmosphärischen  Druckhöhe 
AA,  also  ist: 


994)    1LZ&  =  iLZ£    oder      *-  =  1  -f 


X  —£ 


Po  Ä9  p0  h0 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  das  Druckverhältniss  —   ge- 
fundenen Werthe  erhält  man  die  Gleichung: 

995)    £±  _!  +  *=£, 

welche,  jenachdem    dieselbe   für   x  oder  z  aufgelöst  wird,    die 
Formen  annimmt: 

996)    *  =  *  +  (75f)*o, 

997)    z  =  {(l  +  h0  +  x)-Vt(l  +  h0  +  xy-lx-ah0. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  in  Fig.  674  darge- 
stellte Lage  des  Gefässes  zu  finden,  hat  man  die  in  demselben 
befindliche  Wasser-  und  Luft -Masse  als  mit  dem  Gefässe  zu 
einem  Ganzen  verbunden  zu  betrachten  und  die  algebraische 
Summe  der  auf  das  Ganze  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null 
zu  setzen.  Wenn  G  das  absolute  Gewicht  des  Gefässes  für  sich 
allein,  »(=7^)  das  specifische  Gewicht  der  äusseren  atmosphäri- 
schen Luft  und  *,  das  specifische  Gewicht  der  eingeschlossenen 
Luft  bezeichnet  —  gemessen  bei  atmosphärischem  Drucke  oder 
bei  dem  in  Fig.  673  dargestellten  Zustande  derselben  —  so  er 
hält  man  die  Bedingungsgleichung: 

998)    0  =  Tä2t:(»+ä0)  —  [Tjßa7cÄ0  —  sTÄ2i;(Z— x+l)] 

—  *,  7  r 2  ic  (l  —  a)  —  7  r2  tt  z  —  G . 
In    dieser    Gleichung    bezeichnet    das   erste   Glied   den   von  <? 
unteren  Seite  her  auf  das  Ganze  übertragenen  Druck,  das  zwt 
Glied  den  von  der  äusseren  atmosphärischen  Luft  auf  das  Ga 
von  oben  her  ausgeübten  Druck  (welcher  in  der  Höhe  l  —  x 
über   dem   Wasserspiegel  um   das   Gewicht   einer   Luftsäule 
dieser  Höhe   kleiner    ist    als    in    der   Höhe   des   Wasserspi 
^J*«t\  das  dritte  und  vierte  Glied  resp.  das  Gewicht  der  e 

"nrl  Wasser-Masse.     Aus  der  obigen  Gier 


Gleichgewicht  schwimmender  Luftbehälter. 
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999)  G  =  Tic{Ä2[a?-{-s(Z  —  *+8)]  —  ^[z+a^l  —  a)]]- 
Diese  Gleichung  kann  für  den  Fall,  dass  das  Gewicht  des  Ge- 
fasses allein  nicht  ausreicht,  auch  benutzt  werden  zur  Berechnung 
des  erforderlichen  Uebergewichtes ,  mit  welchem  das  Gefäss  noch 
beschwert  werden  müsste,  um  bis  zu  der  vorgeschriebenen  Tiefe 
x  einzutauchen. 

Setzt  man  z.  B.  I  =  5m,  a  =  0  und  z  =  0m,l,  so  erhält  man  aus  Glei- 
chung 996)  für  x  den  Werth :  x  =  0,1  +  -^- .  10,336  =  0m,311.  Wenn  ferner 
r  =  4m,  JR  =  4m,005,  8  =  0m,005  gesetzt  wird,  und  das  Gefäss  mit  reinem 
Wasserstoffgase  gefüllt  war  vom  specifischen  Gewichte  sx  = -J^ö" ,  so  ergiebt 
sich  aus  Gleichung  999)  für  das  zum  Hervorbringen  der  Eintauchungstiefe 
x  =  0»,311  erforderliche  Gewicht  des  Gefasses  der  Werth :  G  =  10928,5  KU. 
Wenn  das  specifische  Gewicht  des  Materials  der  Gefasswände  gleich  8  ist,  so 
würde  bei  den  angenommenen  Dimensionen  das  Gewicht  desselben  nur 
7042,2  Kil.  (=8000[Ä2Tt(Z+o)  — r27:/])  betragen,  und  es  würde  daher  zum 
Hervorbringen  jener  Eihtaucbungstiefe  erforderlich  sein,  das  Gefäss  noch  mit 
einem  Uebergewichte  von  3886,3  Kil.  zu  beschweren. 

Setzt  man  ein  anderes  Mal  a  =  $1  =  2m,5  und  x  =  0,  so  erhält  man 
nach  Gleichung  997)  z  =  lm,927  und  nach  Gleichung  999)  G  =  -  96592,9  Kil. 
Es  würde  also  in  diesem  Falle  die  vertical  aufwärts  wirkende  Kraft  96592,9 
-f-  7042,2  =  103635,1  Kil.  erforderlich  sein ,  um  das  Gefäss  so  weit  empor  zu 
heben,  dass  der  untere  Rand  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Wasserspiegel  sich  befindet 
Die  beiden  Gleichungen  996)  und  997)  bleiben  auch  dann 
noch  gültig,  wenn  die  Eintauchungstiefe  x  grösser  ist  als  die  ganze 

Höhe  des  Gefasses,  d.  h.  wenn  das  letztere 
ganz  unterhalb  des  Wasserspiegels  sich  be- 
findet (Fig.  675).  Als  Gleichgewichtsbedingung 
des  eingetauchten  Gefasses  ergiebt  sich  für 
diesen  Fall  (statt  999)  die  Gleichung: 
1000)  G  =  iX'tz(1+o)— Tr27T2— 8^r2K(l-a), 
in  welcher  das  erste  Glied  auf  der  rechten 
j-TSr-^i^^.:  Seite  den   ganzen  Auftrieb  des  mit  Luft  und 

Wasser    gefüllten    Gefasses,    das    zweite    und 

dritte  Glied  resp.  das  Gewicht  der  in  dem  Ge- 

'iffäsS  fasse    enthaltenen    Wasser-   und   Luft -Masse, 

und  G  das  absolute  Gewicht  des  Gefasses  für 


Fig. 

675. 
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^ej^i j   -  i  -  _, 

fg-ä^-r  sich  allein  bezeichnet. 


_  Setzt  man  z.  B.  a  =  0,  l  =  1»   r  =  0m,2,  li  =  0"\21, 

p  5  5  =  0m,01  und  z  =  0m,2 ,  so  erhält  man  nach  Gleichung 

vßK  9%)  tf  =  2m,784,  und  wenn   das  Gefäss  mit  gewöhn- 

vm^-  -2-^r;,    -  Hcher  atmosphärischer  Luft  gefallt,  also  sx  =  -~  ist, 

so  würde  das  Gewicht  desselben  nach  Gleichung  1000)  die  Grösse  G=\  14,63  Kil. 
hajben   müssen,   um  bei  dieser  Eintauchungstiefe   im  Gleichgewicht  sich  zu 
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befinden.  Wenn  das  fperifiscfce  Genickt  des  Materiafe  der  Gefimwände 
gleich  8  tat,  so  würde  bei  den  angenommenen  Dimensioneii  das  wirkliebe  Ge- 
wicht desselben  nur  114,13  KiL  betragen.  Es  würde  ako?  em  bei  dieser  Ein- 
tauebnngröefe  das  Gefass  im  Gleichgewicht  zu  bähen,  erforderlich  sein,  das- 
selbe mit  einem  Uebergewkbte  zu  beschweren,  dessen  remtrres  Gewicht  im 
Wasser  0,5  KiL  betragt. 

Die  obige  Gleichung  kann  auch  in  umgekehrter  Weise  be- 
nutzt werden,  um  aus  einem  gegebenen  Werthe  von  G  den  zu- 
gehörigen Werth  von  z  zu  berechnen.  Wenn  allgemein  mit  *A 
das  speeifische  Gewicht  des  Materials  der  Gefasswände  bezeichnet 
wird,  so  ist 

1001)     G  =  *iT[J?'c(2-f8)-f-'?t] 

in  Gleichung  1000)  zu  substituiren ,  welche  alsdann  für  z  aufge- 
löst die  Form  annimmt: 

1002)    z  =  (.,  -  «,)  l  +  »,  a  -  (.,  -  1)  (-f  )'  (l  +  «). 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  z.  B.  würde  hieraus  der 
Wertb  z  =  0",204  sich  ergeben,  welchem  nach  Gleichung  996)  die  Ein- 
tauchungstiefe  x  =  2",8ö6  entspricht.  Der  Gleichgewichtszustand  eines  inter- 
halb des  Wasserspiegels  schwimmenden  Luftbehälters  ist  in  allen  Fällen  ein 
labiler  Gleichgewichtszustand.  Die  geringste  Vergrösserung  der  Eintauchungs- 
tiefe  würde  eine  Verkleinerung  des  Inhalts  der  eingeschlossenen  Luft  und  in 
Folge  deslen  eine  Tendenz  zum  Sinken  herbeiführen,  welche  während  des 
Sinkens  noch  zunimmt.  Die  geringste  Verminderung  der  Eintauchungstiefc 
dagegen  würde  eine  Ausdehnung  der  eingeschlossenen  Luft  und  in  Folge 
dessen  eine  Tendenz  zum  Steigen  herbeiführen,  welche  während  des  Steigens 
noch  zunehmen  würde  solange  bis  das  Gefass  die  Oberfläche  erreicht.  Auf 
ähnliche  Weise  würde  bei  Aenderungen  des  auf  den  Wasserspiegel  wirkenden 
atmosphärischen  Druckes  (oder  des  demselben  entsprechenden  Barometer- 
standes) das  Gleichgewicht  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  gestört 
werden.  Ein  Steigen  des  Barometerstandes  würde  das  sofortige  Sinken  des 
Apparates  bis  auf  den  Boden,  ein  Fallen  des  Barometerstandes  dagegen  würde 
das  sofortige  Steigen  desselben  bis  an  die  Oberfläche  zur  Folge  haben.' 

§.  167. 

Differenzial  -  Barometer. 

Da»  Gleichgewicht  der  in  einem  luftleeren  verticalen  Bohre 
vom  atmosphärischen  Drucke  getragenen  Wassersäule  würde  nicht 
gestört  werden,  wenn  ein  Theil  derselben  durch  einen  anderen 
Körper  von  gleichem  speeifischen  Gewichte  ersetzt  würde.  Wäre 
das  Gewicht  P  dieses  Körpers  kleiner  als  das  Gewicht  7«/  einer 
Wassermasse  von  gleichem  Inhalt,  so  würde  zur  Aufrechterhaltung 
des  Gleichgewichtszustandes  erforderlich  sein,  an  diesem  Körper 
noch    eine    vertical    abwärts    wirkende    Kraft    K  hinzuzufügen, 


Differenzial-  Barometer. 


welche  gleich  der  Differenz  jener  beiden  Gewichte  ist.  Wenn 
man  in  diesem  Falle  den  Körper  durch  einen  Faden  mit  einem 
unterhalb  gelegenen  festen  Punkte  verbindet  (Fig.  676),  so  wird 
der  Widerstand  dieses  festen  Punktes  jene  zum  Gleichgewichte 
erforderliche  Kraft  darstellen,  und  die  Spannung  des  Fadens  ist 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1003)  K=iJ—P. 
Der  Aufhängepunkt  eines  bis  zur  Höhe  h  mit  Wasser  ge- 
füllten cylindrischen  Gefässes  von  der  Grundfläche  F  hat  das  Ge- 
wicht Q  des  Gefässes  und  das  Gewicht  yFh  der  in  demselben 
enhaltenen  Wassermasse  zusammengenommen  zu  tragen  (Fig.  677), 
leistet  also  den  Widerstand: 

1004)     Kx  =  Q  +  tFh. 


l'iy. 


076. 


Fig.  677. 


ff^-'lj; 

1-?     P" 

*K 


♦c+r« 


Dieselbe  Grösse  wird  dieser  Widerstand  auch  dann  noch  beibe- 
halten, wenn  ein  beliebiger  Körper  in  das  Wasser  eingetaucht 
wird,  sobald  gleichzeitig  auf  irgend  eine  Art  bewirkt  wird,  dass 
die  Wasserstandshöhe  h  dabei  ungeändert  bleibt.  Wenn  das 
Ganze  von  atmosphärischer  Luft  umgeben  ist,  so  wird  zwar  ein 
Theil  des  ganzen  Gewichtes  von  dem  atmosphärischen  Auftriebe 
getragen,  und  in  Folge  dessen  wird  die  Kraft  Kt  eine  etwas 
geringere  Grösse  annehmen;  da  indessen  der  atmosphärische  Auf- 
trieb eine  verhältnissmässig  sehr  geringe  Grösse  bat,  so  kann 
derselbe  in  diesem  Falle  unberücksichtigt  gelassen  werden. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  676  den  unteren  Wasserbehälter,  in 
welchen    das    luftleere   (unbeweglich  befestigte)    Rohr   eintaucht, 
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ersetzt  durch  dae  in  Fig.  677  dargestellte  Wasser-Gefäss  und  zu- 
gleich die  Grossen  J  und  P  so  gewählt,  dass  K  =  Kl  wird,  so 
erhält  man  als  Bedingungsgleichung  für  die  in  Fig.  078  darge- 
stellte Gleichgewichtslage,  bei  welcher  das  untere  Wasser-Gefäss 
an  dem  eingetauchten  Körper  aufgehängt,  durch  den  Ueberschuss 
des  Auftriebes  über  das  Gewicht  desselben  im  Gleichgewichte 
schwebend  erhalten  wird,  die  Gleichung: 

1005)  fJ  =  (P+Q)  +  fFh. 
Dieselbe  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  der  ein- 
getauchte Körper  in  Form  eines  Cylinders  von  der  Querschnitte-- 
fläche  /  und  der  Länge  l  mit  dem  Boden  des  hängenden  Gefasses 
zu  einem  Stücke  vereinigt  wird,  wobei  alsdann  durch  eine  im 
Inneren  dieses  Cylindere  angebrachte  Aushöhlung  bewirkt  werden 
kann,  dass  der  Ueberschuss  des  Auftriebes  über  das  Gewicht 
desselben  die  erforderliche  Grösse  erhält  (Fig.  679).  Wenn  für 
diesen  Fall  die  Grösse 
Fig.  679.  Fig.  680.  />_j_Q  als  Totalgewicht 

j-  der  Wände   des   schwe- 

AMHMl  li||JM£     .henden   Gefasses   mit   G 

bezeichnet  wird,  so  er- 
giebt  sich  für  die  äusseren 
Dimensionen  des  Hohl- 
cy linders  die  Bedingungs- 
gleichung : 
1006)  tfl=G  +  iFh. 
Keine  von  den  Grössen 
Ti  /,  ^i  G,  F  ändert  sich, 
wenn  in  der  Grösse 
II-  !W  Po  ^eB  atmosphärischen 
Druckes  eine  Aenderung 
eintritt,  und  die  dem- 
selben entsprechende 
Druckhöhe  z.  B.  abnimmt  von  der  Grösse  A0  biB  zu  der  Grösse 
A„  —  x.  Es  muss  daher  auch  die  Wasserstandshöhe  h  in  dem 
hängenden  Gefässe  unverändert  bleiben,  während  dasselbe  in  die- 
jenige Gleichgewichtslage  übergeht,  welche  diesem  verminderten 
Drucke  entspricht  (Fig.  680).  Die  Bestimmung  dieser  neuen 
Gleichgewichtslage  ist  daher  eine  rein  geometrische  Aufgabe,  in- 
sofern es  sich  darum  handelt,  diejenige  Lage  des  Gefasses  aufzu- 
finden, bei  welcher  das  Wasser  auf  solche  Art  in  den  beiden 


/ni 


d2x 
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Gefässen  sich  vertheilt,  dass  für  den  Höben -Unterschied  der 
beiden  Wasserspiegel  die  Grösse  A0  —  x  sich  ergiebt.  Man  findet 
die  Grösse  s,  um  welche  das  hängende  Gefäss  bei  solcher  Druck- 
verminderung sich  senkt,  indem  man  den  bei  dieser  Senkung  in 
demselben  frei  werdenden  mit  Wasser  sich  füllenden  Raum 
^  (D2  —  d7 )  k  z  der  Grösse  \  d2  tt  x  gleichsetzt ,  um  welche  der 
Rauminhalt  der  über  dem  unteren  Wasserspiegel  stehenden 
Wassersäule  in  dem  luftleeren  Rohre  gleichzeitig  sich  vermindert, 
also  aus  der  Gleichung: 

1007)    \{D*  —  d1)nz  =  \d2itx     oder    z=Di_dt, 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  — r  =  n    die    Form    an- 

nimmt:  ~ 

1008)    .  =  n/_T. 

Zugleich  ergiebt  sich  für  die  totale  Senkung  des  oberen  Wasser- 
spiegels der  Werth: 

1009)     z  +  x  =  -£—■ 

Diese  beiden  Gleichungen  gelten  für  negative  sowohl  als  für 
positive  Werthe  von  x.  ebenso  auch  für  den  Fall,  in  welchem 
statt  des  Wassers  eine  beliebige  andere  tropfbare  Flüssigkeit  z.  B. 
Quecksilber,  benutzt  wird.  In  Gleichung  1005)  würde  für  diesen 
letzteren  Fall  7  =  13600  (statt  7  =  1000)  zu  substituiren  sein. 

Wenn  z.  13.  n  =  1,02  ist,  so  wird  z-\-x  =  25,75a:  und  z  =  24,75 x\  es 
würde  also  eine  Luftdruck- Veränderung,  welcher  bei  einem  gewöhnlichen 
Quecksilber  •  Barometer  eine  Höhen  -  Aenderung  der  Quecksilbersäule  von 
20  Millimetern  entspricht,  in  diesem  Falle  bei  dem  hier  beschriebenen  Differen- 
zial -  Barometer  bewirken,  das  in  dem  luftleeren  Rohre  die  Höhenlage  der 
Quecksilber-Oberfläche  um  515  Millimeter  sich  ändert.  Gleichzeitig  würde  das 
ganze  unten  hängende  Gefäss  dabei  in  verticaler  Richtung  eine  Wegeslänge 
von  495  Millimetern  zurücklegen  —  und  zwar  bei  steigendem  Luftdrucke  auf- 
wärts, bei  abnehmendem  Drucke  abwärts. 


Capilel  HU 

Relatives  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten. 

§.  168. 

Relatives  Gleichgewicht  im  beschleunigt  fortschreitenden 

Räume. 

Um   die   Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichts  zu  finden 
für  eine  Wassermasse ,  welche  unter  Einwirkung  der  Schwerkraft 
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in  einem  mit  der  Beschleunigung  n .  g  fortschreitenden  Gefässe 
sich  befindet,  hat  man  sich  an  jedem  Massentheilchen  m  zn  den 
wirklich  vorhandenen  Kräften  noch  die  jener  Beschleunigung  ent- 
sprechende in  entgegengesetzter  Richtung  genommene  Kraft  m.ng 
hinzugefügt  zu  denken,  und  auf  die  nunmehr  als  ruhend  zu  be- 
trachtende Wassermaase  die  Bedingungen  des  absoluten  Gleich- 
gewichts anzuwenden  (Fig.  681).  Für  die  horizontale  und  verti- 
,,.  cale  Seitenkraft  der  Mittelkraft  K 

'•''  aus   den   beiden   Kräften  mg  und 

-jj.    nt.»0,   erhält  man   (auf  ähnliche 

«i Weise    wie  die    Gleichungen    544 

und  545  mit  Bezug  auf  Fig.  432 
gefunden  wurden)  die  Gleichungen; 

1010)  k  sin  ß  =  m  n  g  cos  a 

1011)  Acosß  =  mng  sin«  -\-mg 
aus  denen  für  die  Grössen  ß  und 
Je  resp.  die  Werthe  sich  ergeben: 


1012)     tgß  =  1~^A7,     1013)   Je  =  mjl/l+n'+änsin«. 

Da  die  Grössen  a  und  n  unabhängig  sind  von  der  Lage  des 
betreffenden  Wassertheilchens ,  so  hat  die  Mittelkraft  k  an  allen 
Stellen  dieselbe  Richtung,  und  da  nach  §.  150  die  Oberfläche 
einer  im  Gleichgewichtszustände  befindlichen  Wassermasse  überall 
rechtwinkelig  zur  Kraftrichtung  steht,  so  bildet  die  Oberfläche 
in  diesem  Falle  eine-  Ebene,  welche  den  Winkel  ß  mit  der  Hori- 
zontalen ein  Bchli  esst. 

Für  das  VerhältnisB  der  Mittelkraft  k  zu  dem  Gewicht  mg 
des  Wassertheilchens  ergiebt  sich  aus  Gleichung  1013)  der  Werth: 

1014)  B  =  l/l+n'+änsiuo. 
Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  vom  Wasserspiegel  befind- 
liches Flächentheilchen  ist  D  mal  so  gross  als  derselbe  sein  würde, 
wenn  statt  der  Kräfte  k  nur  die  Gewichte  m  g  auf  die  einzelnen 
Wassertheilchen  wirkten,  hat  also  pro  Flächeneinheit  (nach  Glei- 
chung 877)  die  Grösse: 

1015)    p  =  n.iz  =  fzl/l-fnJ-J-2nsina. 

Für  a  =  90°  wird  ß  =  0  und  p  =  (l  +  t»)t«,  also  fQr  « =  1  wird 
p  -  ■  2-f  f,  J.  h.  in  einem  mit  der  Beschleunigung  g  vertical  aufwärts  bewegten 
Geftisse  bildet  der  Wasserspiegel  bei  relativem  Gleichgewichtszustände  eine 
horizontale  Ebene,  und  der  Druck  im  Inneren  der  Wassermasse  ist  überall 
doppelt  so  gross  als  derselbe  beim  Ruhezustände  des  Oeffisses  sein  würde. 
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Für  a  =  —  90ü  und  n  =  2  wird  ß  =  180°  und  p  =  f  z,  d.  h.  die  freie  Ober- 
fläche ist  in  diesem  Falle  eine  horizontale  Ebene,  welche  die  untere  Grenz- 
fläche der  Wassermasse  bildet,  und  der  Druck  in  der  Höhe  z  oberhalb  dieses 
Wasserspiegels  ist  ebenso  gross  als  derselbe  beim  Ruhezustande  des  Gefässes 
in  der  Tiefe  z  unterhalb  des  Wasserspiegels  sein  würde.   Für  a  =  —  90°  und 

n  =  1  wird  Überall  der  Druck  p  gleich  Null.   Wenn  sin  a  = ist,  so  wird 

ß  =  90° ;  die  freie  Oberfläche  bildet  also  in  diesem  Falle  eine  verticale 
Ebene. 

Die  Druckvertheilung  im  Innern  eines  geschlossenen  lufter- 

fullten   Rohres,   welches   mit  der  Beschleunigung   n.g   in   seiner 

Achsenrichtung  fortschreitet,   ist  auf  gleiche   Weise  wie  bei  der 

in  Fig.  654    dargestellten    verticalen    atmosphärischen    Luftsäule 

,,.  geschehen,  zu  ermitteln,    sobald   man 

^"         "  überall  statt  der  Gewichte  die  w-fachen 

*"  '  Gewichte    in    Rechnung    bringt,    also 

statt  der  Grössen  7  und  y0  resp.  die 


••*• 


H  \P        K 


n9   Grössen  n^  und  wy0,   statt  des  Quo- 
tienten  £*-  =  7992  den  Werth  -p-°-  =  ~  substituirt.    Statt 

To  »  To  » 

Gleichung  939)  erhält  man  also  nach  der  in  Fig.  682  gewählten 
Bezeichnungsweise  für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 

1016)     Z-*  =  ^- lg  (-£.),     1017)    ,  =  .2?»  lg (&-)    oder: 

n(l — z)  — nz 

1018)     p  =  Pl .  i™»*"  =  p0 .  e  «*. 

Wenn  z.  B.  in  einem  mit  der  Beschleunigung  n.g  =  10  .g  =  98m,l  in 
seiner  Längenrichtung  fortschreitenden  Bohre  von  100"1  Länge  am  Vorderende 
der  Druck  1  Atmosphäre  betrüge ,  so  würde  am  entgegengesetzten.  Ende  der 

MK100 

Druck  e  ™*  =  1,133  Atmosphären  betragen,  und  wenn  umgekehrt  an  diesem 
letzteren  Ende  der  Druck  1  Atmosphäre  betrüge,  so  würde  am  Vorderende 
der  Druck  von    x  133   =  0,8824  Atmosphären  stattfinden. 

§.   169. 

Relatives  Gleichgewicht  im  gleichförmig  rotirenden 

Räume. 

Denkt  man  sich  statt  der  in  Fig.  596  dargestellten  rotirenden 
Stange  ein  Rohr  in  horizontaler  Drehungsebene  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit co  um  einen  seiner  Endpunkte  rotirend,  und  in 
diesem  Rohre  eine  horizontale  Wassersäule  befindlich,  welche 
mittelst  zweier  gegen  die  Enden  derselben  gedrückten  Kolben  im 
relativen  Ruhezustande  erhalten  wird,   so  findet  man  nach  der 
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in  Fig.  683  gewählten   Beziehungsweise  als  Bedingung  des  rela- 
tiven Gleichgewichts  dieser  Wassersäule  die  Gleichung: 

1019)    vJ-vJ  =  Mx^\ 
welche  ausdrückt:   dass  der  Ueberschuss  des  gegen   die  äussere 
Endfläche  der  Wassersäule   wirkenden  Druckes  über  den  gegen 

die  innere  Endfläche  wirken- 
Fi9-  6S3'  den  Drucfc  gleich  der  Cen- 

*  trifugalkraft    der    Wasser- 

säule sein  muss.  In  dieser 
Gleichung  ist  (als  Ab- 
stand des  Schwerpunktes 
der  Wassersäule  vom  Dreh- 
punkte) x0  =  ±(xl-\-x2)  zu 
setzen,  und  wenn  mit  7  das 

Gewicht  —  also  mit  ^L  die  Masse  —  eines  Cubikmeters  Wasser 

g 

bezeichnet    wird,    so    ist    als    Masse    der    ganzen    Wassersäule 
M  =  —f(x2  —  xt)  zu  setzen.     Man  erhält  also  die  Gleichung: 

p1/-p,/=^/(*J-^)(^-t-)a,,  oder 


X%0) 


1020) 


T  T 


(*i  <"): 


2g  2g     ' 

Wenn  hierin  die  Grössen  ^-  und  —  als  die  den  Drücken 

T  T 

p2  und  px  entsprechenden  Druckhöhen  resp.  mit  za  und  «„  ferner 
die  Grössen  x2  w  und  xx  w  als  Peripheriegeschwindigkeiten  der 
Endpunkte  der  Wassersäule  resp.  mit  v2  und  vt  bezeichnet 
werden,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 


1021) 
Fig.  684. 


v: 


V' 


.       2g  2? 

und  zeigt  in  dieser  Form,  dass  die  Diffe- 
renz der  beiden  Druckhöhen  gleich  der 
Differenz  der  den  beiden  Peripherie- 
Geschwindigkeiten  entsprechenden  Ge- 
schwindigkeitshöhen sein  muss.  Wenn 
also  auf  dem  horizontalen  Bohre  an 
den  Endpunkten  jener  Wassersäule  ver- 
ticale  mit  Wasser  gefüllte  Ansatzröhren 
sich  befänden,  so  würde  bei  relativem 
Gleichgewichts  -  Zustande  der  ganzen 
Wassermasse    die    Höhendifferenz   der    beiden    Wasserspiegel    in 


3£ 


CD 
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diesen  verticalen  Röhren  ebenfalls  gleich  der  Differenz  der  ihren 
Peripherie  -  Geschwindigkeiten  entsprechenden  Geschwindigkeits- 
höhen sein  (Fig.  684). 

Betrachtet  man   diese   Wassermasse   als   einen   Theil  der  in 
eine   verticale   Drehachse   rotirenden' 
Wassermasse,  so  findet 


Fig.  685  dargestellten    um 
Fig.  685. 

iL 


^ ft 

i  k 


TOT 


Setzt  man  s,  =  0,  xt  =  X  und  xu>  = 
nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 


man,  dass  der  obige 
Satz  zur  Bestimmung 
der  Höhen  -  Differenz 
zweier  in  den  Abständen 
x,  und  x,  von  der 
Drehachse  befindlicher 
Punkte  des  Wasserspie- 
gels benutzt  werden 
kann,  und  dass  diese 
Höhen  -  Differenz  auch 
hier  gleich  der  Differenz 
der  Geschwindigkeits- 
höhen jener  beiden 
Punkte  sein  muss. 
ferner  t,  =  0  und  *i  =  t, 


2g 


oder 


Fig.  686. 


und  zeigt,   dass  der  Wasserspiegel  eine  krumme  Fläche  bildet,  welche  als 
Oberflache  eines  Rotations  -  Paraboloidea ,  oder  als  die  von  einer  Parabel  bei 
der  Umdrehung  um  ihre  Achse  beschriebene 
Rotationsflache     betrachtet    werden     kann. 
(Vergl.  Gleichung  107  und  Fig.  886.) 

Wenn  ein  um  seine  verticale  Achse 
rotirendes  cvlindrisches  Gefäss  durch 
ein   in   der   Mitte   des   Gefässbodens 
einmündendes    Ansatzrohr    in    Ver- 
bindung gesetzt  wird  mit  einem  ausser- 
halb liegenden  ruhenden  Wasserbe- 
hälter (Fig.  686),  so  wird  der  tiefste 
_ ^--^c=  Punkt   d.  h.    der    in   die  Drehachse 
—ss^r-   fallende    Scheitelpunkt    deB   parabo- 
=H§s^   loidischen   Wasserspiegels   in   gleiche 
2s=ri  Höhe    mit   dem    äusseren   ruhenden 
Wasserspiegel  sich  einstellen,  während 
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die  an  der  Peripherie  des  rotirenden  Gefasses  liegenden  Punkte 
des  Wasserspiegels  um  die  der  Peripberiegeschwüidigkeit  eut- 
sprechende  Geschwind igkeitshöhe  *  ober  den  äusseren  Wasser- 
spiegel sich  erheben. 

Es  würde  z.  h    bei  einer  Peripberiegeschwindigkeit  des  rotirenden  Ge- 
fasses Ton  28  Metern  pro  Secunde  das  Wasser  am  Bande  desselben  um  die 

Höbe  z  =  -9  -jTTT  =  40"    über    den    äusseren   Wasserspiegel   sich  erbeben. 

Waren  in  der  Wand  des  rotirenden  Gefasses  Oeffnnngen  angebracht  in  einer 
Habe  Ton  weniger  als  40  Metern  Ober  dem  iosseren  Wasserspiegel,  so  wurde 
das  Wasser  durch  diese  Oeffnnngen  ausfliessen.  Es  kann  daher  ein  solches 
rotirendes  Gefass  (als  Centrifugalpumpe)  benutzt  werden,  um  Wasser  ans  einem 
tiefer  liegenden  in  einen  höber  liegenden  Behälter  hinüber  zu  befördern.  Den 
gleichen  Zweck  würde  man  auch  dadurch  erreichen  können,  dass  man,  anstatt 
das  ganze  Gefass  rotiren  zu  lassen,  nur  die  in  demselben  befindliche  Wasser- 
masse in  Drehbewegung  versetzt  —  etwa  mittelst  einer  innerhalb  des  ruhenden 
Gefasses  rotirenden  Welle,  welche,  mit  Armen  oder  Flügeln  versehen,  die 
Wassermasse  zwingt,  an  der  Drehbewegung  mit  theilzunehmen. 

Denkt    man    sich    zwei    feste    Horizontal -Ebenen    durch  die 
rotirende    Flüssigkeit   hindurch    gelegt,   so  findet  man,   dass  der 

Gleichgewichtszustand    des    zwischen    diesen 
l^'   ß  beiden  Ebenen  befindlichen  Theiles  der  Flüssig- 

I  keit  keine  Störung  erleiden  würde,  wenn  die 

oberhalb  der  oberen  und  unterhalb  der  unte- 
ren  Ebene  liegenden  Theile  der  Flüssigkeit 
ganz  hinweggeuommen  würden.  Es  können 
daher  zur  Bestimmung  des  an  irgend  einer 
H  \-\  |  \'\  Stelle  im  Inneren  der  rotirenden  Wasser- 
masse stattfindenden  Druckes  die  Gleichungen 
1020)  und  1021)  auch  dann  noch  benutzt 
werden,  wenn  die  obere  Randlinie  und  der 
Scheitelpunkt  der  paraboloidischen  Oberfläche 
resp.  oberhalb  und  unterhalb  —  also  beide 
ganz  ausserhalb  —  des  rotirenden  Gefasses 
liegen,  wie  bei  dem  in  Fig.  687  dargestellten 
Falle.  Der  Druck- Differenz  zwischen  den  beiden  in  der  Figur 
durch  ihre  Peripherie- Geschwindigkeiten  V  und  v  bezeichneten 
Stollen  entspricht  eine  Druckhohe  s,  welche  gleich  der  Differenz 
der  beiden  Geschwindigkeitshöhen  ist,  und  da  an  der  mit  v  be- 
zeichneten Stelle  als  einem  in  der  Oberfläche  liegenden  Punkte 
der  Druck  gleich  Null  ist,  so  hat  an  der  mit  V  bezeichneten 
Stelle  der  Druck  die  Grösse: 


* 

! 
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1023,    P  =  T,-l(«-*,  =  ,(£l-£)  =  ^. (l_£). 

Wenn  z.  B.  ein  cylindrisches  Gefäss  vom  Halbmesser  R  =  0m,6  mit  einer 
Geschwindigkeit  von  1200  Umdrehungen  pro  Minute  oder  mit  der  Peripherie- 
Geschwindigkeit  F=75n,,4  pro  Secunde  um  seine  Achse  sich  dreht,  so  hat 
die  der  Peripherie  -  Geschwindigkeit   entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  die 

Grösse  H=  ^-  =  290m,  und  wenn  das  Gefäss  so  weit  gefüllt  ist,  dass  am 

Boden  desselben  die  Dicke  der  Wasserschicht  die  Grösse  jß  —  r  =  \R  =  0m,3 
hat,  so  entspricht  der  Druck  an  der  Peripherie  des  Gefässbodens  einer 
Wassersäule  von  der  Höhe  z  =  290  (1  —  i)  =  217m,5.  Wenn  dagegen  die 
Dicke  dieser  Wasserschicht  nur  ein  Zehntel  des  Halbmessers  betrüge,  so 
würde  der  Druck  einer  Wassersäule  von  der  Höhe  z  =  290  (1  —  -fifo)  =  55m,l 
entsprechen. 

Da  die  Druckhöhe  z  nur  von  den  Peripherie -Geschwindigkeiten  der 
äusseren  und  inneren  Peripherie  des  flüssigen  Ringes  abhängt,  so  kann  die 

obige    Gleichung    zur    Bestim- 


R 


-rig.  688.  mung  dieser   Druckhöhe   auch 

dann  noch  benutzt  werden,  wenn 
\  das  rotirende  Gefäss  statt  des 

Wassers  irgend  eine  andere 
tropfbare  Flüssigkeit  wie  z.  B. 
S$pä  flüssiges  Metall  enthält.  Wenn 
bei  dem  Giess"en  eines  metalle- 
nen Radreifen  vom  äusseren 
Halbmesser  R  =  (F'fi  in  einer 
rotirenden  Gussform ,  welche 
pro  Minute  1200  Umdrehungen 
macht,  der  flüssige  Ring  die 
Dicke  R  —  r  =  0m,0G  erreicht  hat  (Fig.  688) ,  so  ist  der  Druck  an  der 
äusseren  Peripherie  desselben  ebenso  gross  als  derselbe  sein  würde,  wenn 
über  der  ruhenden  Gussform  eine  flüssige  Metall-Säule  von  der  Höhe  z=bbm,l 
stände. 

Denkt  man  sich  das  in  Fig.  683  dargestellte  Rohr  mit  Luft 
statt  mit  Wasser  gefüllt,  so  findet  man,  dass  die  Gleichungen 
1020)  und  1021)  auch  für  diesen  Fall  noch  gültig  bleiben  würden, 
sobald  der  dem  Druckunterschied  p2  —  pp  entsprechende  Unter- 
schied der  Dichtigkeit  klein  genug  ist,  um  vernachlässigt  werden 
zu  können,  d.  h.  sobald  die  Drehgeschwindigkeit  und  die  Länge 
der  Luftsäule  verhältnissmässig  klein  sind.  Für  den  Fall,  dass  diese 
Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  hat  man  sich  die  ganze  Länge  der 
Luftsäule  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  A  zerlegt  zu  denken 
und  zunächst  für  die   in  einem  solchen  Theile  enthaltene  Masse 

m  =  —  fA  die  Gleichgewichtsbedingung  aufzustellen,  indem  man 
y 

43* 
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die    Druckdifferenz   e/  gleich   der   Centrifugalkraft  mx  m2  fcetzt 
(Fig.  689).     Man  erhält  dann  die  Gleichung: 


1024) 

Fig.  689. 


J  9J 


CO 


h 


Sßr 


* 


P<   Vi 


mxw* :    sf 


'£' 


oder     —  =  —  x  A , 
T  ff 

welche    nach    Substitution    des 
dem    Mariotte'schen     Ge- 


aus 


CO 


setze  sich  ergebenden  Werthes 
Y  =  -j^-  fo  die  Form  annimmt: 

1025>°£(7)  =  T(!cA)- 

Durch  Summation  der  auf 
gleiche  Weise  für  alle  einzelnen 
Abschnitte     A     aufzustellenden 


Gleichungen  erhält  man  alsdann  die  Gleichung: 

Pi 


1026) 


•  *(f)  = 


<0' 


2(*A)*), 


in  welcher  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §.  158  zu  bestimmen  ist,  und  die  auf  der  rechten  Seite 
stehende  Grösse  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  die  in  Gleichung 
1020)  auf  der  rechten  Seite  stehende  Grösse.  Es  gilt  also  für 
diesen  Fall  die  Gleichung: 


1027)   ^,g(^)==^!_^)!oder79921g(|l)=|i 


2 

«1 


2  g  °\PiJ       2g       2g' 

Setzt  man  vt  =  0  und  —  wie  bei  den  vorigen  Zahlenbeispielen  —  die 
der  Peripherie  -  Geschwindigkeit  des  Gefasses  entsprechende  Geschwindigkeits- 

2 

höhe  ~  =  290m,    so  erhalt  man  für  das  Yerhältniss  des  Druckes  an  der 
2g 


P*         » 


Peripherie  zu   dem  Drucke  in  der  MiUe  den  Werth:    j—  =  clw,=  1,0369, 
während  aas  Gleichung  1020)  —  welche  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt 

P     n  p         /p  V 

— ^= — —  =  290  oder  -y1-  i  -jf-  —  lj  =  290  —  der  nur  wenig  von  dem  obigen 

p  290 

abweichende  Werth  -~  =  1  +  -=^-  =  1,0363  sich  ergeben  würde. 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung: 

Po     /      djp 
P 


ACHTER  ABSCHNITT. 
Dynamik  flüssiger  Körper* 


Capilel  XXXII 

Ausfluss  des  Wassers. 

§.  170. 

Ausflussgeschwindigkeit 

Der  Gleichgewichtszustand  einer  unter  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft befindlichen  Wassermasse  erfordert,  dass  sämmtliche  Punkte 
ihrer  freien  Oberfläche  in  einer  und  derselben  Horizontal -Ebene 
liegen.  Wenn  zwei  Wasserbehälter,  deren  Wasserspiegel  in  ver- 
schiedenen Höhen  liegen,  durch  ein  horizontales  Zwischenrohr 
mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden  (Fig.  690),  so  wirken 

auf  die  beiden  Endflächen  der 
Fig.  690.  in  Steterem  enthaltenen  hori- 

zontalen Wassersäule  ungleiche 
Drücke  7/  H  und  f/h.  Durch 
die  Differenz  dieser  beiden 
Drücke  wird  die  anfangs 
ruhende  Wassersäule  in  Be- 
wegung gesetzt,  also  eine  be- 
schleunigte Bewegung  hervor- 
gebracht, und  die  Beschleu- 
nigung dieser  Bewegung  ist 
im  Anfange  gleich  dem  Druck- 
Ueberschuss  i/H—  y/ä  dividirt  durch  die  Masse  jener  Wasser- 
säule. 

Bei  dem  Vorrücken  der  Wassersäule  längs  des  horizontalen 
Verbindungsrohres  treten  am  Vorderende  derselben  fortwährend 
Wassertheilchen   aus   dem'  Rohre   heraus,    während   am   anderen 


Hi-h 


mdmk  ut 
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.•».e  >iuis  ebenso  grosse  Quantitäten,  in  das  Rohr  hineintretend, 

ti    iii:  m  Bewegung  begriffene  Wassersäule  sich  anschliessen.    In  * 

tu&o    Jessen    sinkt    der    höher   liegende,*  und   steigt  der  tiefer 

ugtiiKie   von   den  beiden   Wasserspiegeln.     Wenn  jedoch  —  wie 

lief   vorausgesetzt  werden   soll  —   die  Querschnittsfläche  /  sehr 

:v«ein  ist  im  Verhältniss  zu  den  beiden  Wasserspiegel-Flächen,  so 

Jurten   die  beiden   Druckhühen  H  und  h  wälirend  der  Ausfluss- 

bowegung  als   unveränderliche   Grössen  betrachtet  werden,    und 

utan   darf  in   diesem  Falle  annehmen,    dass  trotz  der  partiellen 

Bewegung  des  Wassers  innerhalb   des  Rohres  und  in  der  Nähe 

der  beiden  Enden   desselben   doch   im   Innern  jedes  der   beiden 

Wasserbehälter  der  Druck  dieselbe  Grösse  behält,  wie  wenn  die 

Wassermasse   daselbst   im   Ruhezustande  sich  befände;  dass  also 

die  treibende   Kraft  *if(H — h)  während  der  Ausflussbewegung 

unverändert  bleibt. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  der  in  dem  Rohre  sich  bewegenden 
Wassersäule  (oder  die  Ausflussgeschwindigkeit)  zu  einer  gewissen 
Zeit  die  Grösse  u  erreicht  hat,  so  ist  die  in  dem.  nächstfolgenden 
Zeittheilchen  x  von  derselben  zurückgelegte  Wegeslänge  gleich 
ü.t,  und  die  von  jener  treibenden  Kraft  während  dieses  Zeit- 
theilchens  verrichtete  mechanische  Arbeit  hat  die  Grösse: 

1028)  Sl  =  t/(ä  —  h)vx. 
Da  nach  §.145  das  Wasser  als  eine  Flüssigkeit  von  unveränder- 
lichem Rauminhalt  betrachtet  werden  darf,  und  demgemäss  die 
Summe  der  von  den  inneren  Kräften  (nämlich  von  den  Druck- 
kräften zwischen  den  benachbarten  Wassertheilchen)  verrichteten 
mechanischen  Arbeiten  stets  gleich  Null  zu  setzen  ist  (vergL 
§.  89),  so  darf  man  annehmen,  dass  jene  mechanische  Arbeit 
lediglich  auf  Erzeugung  einer  gleich  grossen  Quantität  von  leben- 
diger Kraft  verwendet  wird. 

An  der  Stelle,  wo  das  Wasser  in  das  horizontale  Rohr  ein- 
tritt, gehen  beständig  Wassertheilchen  aus  dem  Ruhezustande  in 
Bewegung  über,  wird  also  fortwährend  neue  lebendige  Kraft  er- 
zeugt. Die  während  jenes  Zeittheilchens  -  in  das  Rohr  ein- 
tretende Wassermenge  hat  den  Inhalt  i  =  /  v  t  und  das  Gewicht 

mg  =  7/ ex,  also  die  Masse  m  =   '  /  v  t.      Es  wird  daher  an 

dieser  Stelle  während  der  Zeit  t  die  lebendige  Kraft  erzeugt: 

2  gJ  2 

Die  gauze  während  der  Zeit  t  verrichtete  mechanische  Arbeit 
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kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  darauf  verwendet  wird,  die  lebendige  Kraft  der  bereits  in 
Bewegung  begriffenen  Wassermasse  zu  vermehren,  und  der  andere 
Theil  darauf  verwendet  wird,  den  in  das  Bohr  eintretenden  vor- 
her ruhenden  Wassertheilchen  die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen. 
Dieser  letztere  Theil  wird  einen  um  so  grösseren  Bruchtheil  des 
Ganzen  bilden,  je  grösser  die  Ausflussgeschwindigkeit  v  bereits 
geworden  ist,  kann  aber  niemals  grösser  als  das  Ganze  werden. 
Die  AusflussgesGhwindigkeit  v  kann  daher  diejenige  Grösse  nie- 
mals überschreiten,  bei  welcher  die  an  der  Eintrittsstelle  zu  er- 
zeugende lebendige  Kraft  für  sich  allein  schon  die  ganze  gleich- 
zeitig verrichtete  mechanische  Arbeit  in  Anspruch  nimmt.   Durch 

Gleichsetzung  der  beiden  für  ^—  und  für  91  gefundenen  Aus- 
drücke erhält  man  demnach  für  diese  Grenze  der  Ausflussge- 
schwindigkeit die  Gleichung: 


1030)    -Lfv*\  =  tf(H  —  h)vT    oder    v  =  )/2g{H—h). 

Die  anfangs  beschleunigte  Bewegung  der  Wassertheilchen 
längs  des  Ausflussrohres  geht  allmälig  in  eine  gleichförmige. Be- 
wegung über;  es  tritt  ein  Beharrungzustand  ein,  bei  welchem  ein 
ferneres  Wachsen  der  Ausflussgeschwindigkeit  nicht  mehr  statt- 
findet, und  die  diesem  Beharrungszustande  entsprechende  Aus- 
flussgeschwindigkeit ist  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welche 
ein  frei  fallender  Körper  erlangen  würde  beim  Herabfallen 
von  einer  Höhe,  welche  gleich  der  Differenz  der  beiden  Druck- 
höhen ist. 

Wenn  man  in  der  oben  gefundenen  Gleichung  statt  der 
Druckhöhen  H  und  h  resp.  die  denselben  entsprechenden  Drücke 
P  =  y  H  und  p  =  y  h  einführt,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

103D  9  =  y^(jfZT} 

und  kann  in  dieser  Form  zur  Bestimmung  der  Ausflussge- 
schwindigkeit auch  dann  noch  benutzt  werden,  wenn  zugleich  in 
jedem^der  beiden  Wasserbehälter  auf  die  Oberfläche  des  Wassers 
noch  ein  gewisser  Druck  wirkt:  sobald  mit  P  und  p  resp.  die 
wirklichen  —  d.  h.  die  mit  Berücksichtigung  jener  auf  die  Ober- 
flächen wirkenden  Drücke  zu  bestimmenden  —  Drücke  pro 
Flächeneinheit  gegen  die  verschlossen  gedachte  Ausflussmündung 
bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  1030)  kann  ebenfalls  für  diesen 
letzteren  Fall  als  gültig  bleibend  betrachtet  werden:  sobald  darin 
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einer  jeden  von  den  beiden  Grössen  H  und  k  res»,  die  Bedeutung 
„der  dem  Totaldrucke  entsprechenden  Dntckböhe-1  beigelegt  wird, 
d-  h.  „der  wirklichen  Höbe  des  betreffenden  Wasserspiegels  über 
der  Aasflussmündnng  vermehrt  am  diejenige  Höbe,  welche  eine 
auf  dem  Wasserspiegel  ruhende  Wasserschicht  haben  müsste,  um 
den  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Druck  hervorzu  bringen. 

Wenn  man  statt  dessen  mit  H  und  k  —  wie  früher  —  die 
wirklichen  Höhen  der  beiden  Wasserspiegel  über  der  Ausflug* 
mündung  bezeichnet,  nnd  mit  P  and  p  resp.  die  auf  die  Ober- 
flächen wirkenden  Drucke,  so  erhalt  man  für  die  Ausflnssge- 
schwindigkeit  die  allgemeine  Gleichung: 


1082)    „  =  y  2,  [(»+-£)- (*  +  *)]. 

Dasselbe  Beweisverfahren,  welches  zum  Auffinden  dieser  all- 
gemeinen  Gleichung  führte,  lässt  sich  auch  auf  den  in  Fig.  691 
dargestellten     Fall     anwenden,     bei 
f  *g-  oif'-  welchem  die  Ausfluss  Oeffnung  in  der 

horizontalen  Bodenwand  —  statt  in 
,£  der    verticalen    Seitenwand    —   des 

z  Ausfluss-Gefässes  sich  befinden.    Die 

obige  Gleichung  kann  daher  auch  für 
diesen  Fall  als  gültig  betrachtet  wer 
p  den   und  nimmt,   wenn  die  Differenz 

f\    l  I  "I  in     der   beiden   totalen   Druckhöhen   mit 

4 1  z    bezeichnet    wird ,     die     einfachere 

\  1033)    v  =  [/2gJ. 

Die  in  dem  Zeittheüchen  t  aus- 
fliessende  Wassermenge  bildet  eine  Wassersäule  von  der  Länge 
dt  und  vom  Querschnitte/,  hat  also  den  Rauminhalt  fv t.  Um 
dieselbe  Grösse  nimmt  die  in  dem  Gelasse  enthaltene  Wasser- 
menge während  dieses  Zeittbeilchens  ab.  Für  die  Geschwindig- 
keit w,  mit  welcher  der  Wasserspiegel  in  dem  Ausfluss- Qefässe 
sich  senkt,  erhält  man  also,  wenn  mit  F  der  Flächeninhalt  dieses 
Wasserspiegels  bezeichnet  wird,  die  Gleichung: 

1034)     Ftox  =  fvx   .oder     u?  =  -Lv. 
Unter  Voraussetzung  einer  prismatischen  oder  cylindrischen 
Form    des    Gefässes   (Fig.  692)    darf    mau   annehmen,    dass   die 
im  Innern   desselben   unterhalb   des    Wasserspiegels   befindlichen 
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Wassertheilchen  ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  w  sinken.    Die 
obige    Gleichung    zeigt    daher:    dass    die    Geschwindigkeit,    mit 

welcher  die  Wassertheilchen  sich  bewegen,  bevor 
dieselben  zum  Ausflüsse  gelangen,  nur  dann 
als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  darf, 
wenn    den    früher    gemachten   Voraussetzungen 


entsprechend  das  Verhältniss  -^  einen  sehr  klei- 


nen Werth  hat.  Für  den  Fall,  dass  diese  Be- 
dingung nur  ungenügend  erfüllt  ist,  würde  für 
die  während  der  Zeit  t  an  der  Ausflussstolle 
erzeugte  lebendige  Kraft  statt  des  in  Gleichung 

1029)  angegebenen  Werthes  ^ 0  der  Werth: 

1035)     «£_   -£---£ (!__£-) 

zu  substituiren  sein,  und  nach  Gleichung  1028)  würde  —  wenn 
darin  die  Grösse  ff  vi  als  das  Gewicht  der  während  des  Zeit- 
theilchens  t  ausfliessenden  Wassermenge  gleich  mg  gesetzt,  und 
die  Druckhöhen  -  Differenz  H — h  mit  z  bezeichnet  wird  —  die 
während  dieses  Zeittheilchens  verrichtete  mechanische  Arbeit 
%  =  m  g  z  zu  setzen  sein.  Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden 
Werthe  erhält  man  die  Gleichung: 

1036)    mgz  = 


Wlt?2 

2 

mw1 
2 

•^— 

mv2 
2 

2gz 

Die  Bedingung  des  Unveränderlichbleibens  der  Druckhöhe  z  würde 
man  sich  in  diesem  Falle  dadurch  erfüllt  denken  können:  dass 
in  dem  Gefässe  oben  ein  Zufluss  stattfindet,  durch  welchen  die 
in  dem  Gefässe  enthaltene  Wassermenge  unveränderlich  er- 
halten wird. 

§.  171. 

Ausflussmenge. 

Wenn  die  Druckhöhen  -r  und  in  Folge  dessen  auch  die  Aus- 
flussgeschwindigkeiten —  an  allen  Stellen  der  Ausflussöffnung 
gleiche  Grössen  haben,  so  findet  man  die  in  jeder  Zeiteiuheit 
ausfliessende  Wassermenge,  indem  man  den  Inhalt  einer  pris- 
matischen Wassersäule  berechnet,  deren  Länge  gleich  der  Aus- 
flussgeschwindigkeit, und  deren  Querschnitt  gleich  der  Mündungs« 
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fläche  ist.  Wenn  dagegen  die  Druckhöhen  an  verschiedenen 
Stellen  der  Ausflussöffnung  verschiedene  Grössen  haben  —  wie 
z.  B.  bei  dem  Ausfluss  in  den  leeren  Raum  aus  einer  Oeffnung 
der  verticalen  Seitenwand  des  Ausfluss -Gefasses  (Fig.  693  und 
Fig.  694)  —  so  hat  man  sich  die  Querschnittsfläche  des  aus- 
fliessenden Wasserstrahles  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt 
zu  denken,  und  für  jeden  Theil  einzeln  genommen  die  Ausfluss- 
menge nach  der  obigen  Regel  zu  bestimmen;  durch  Summation 
der  auf  solche  Weise  gefundenen  Grössen  erhält  man  alsdann 
die  totale  Ausflussmenge. 


Fig.  694. 


Fig.  695. 

V   ±    N 


c 


C 


An   der  Stelle  P  (Fig.  693)  hat  die  Ausflussgeschwindigkeit 

nach  Gleichung  1033)  die  Grösse  v  =  \/2gz,  und  ein  in  dieser 
Höhe  befindlicher  horizontaler  Flächenstreifen  von  der  Breite  b 
und  der  unendlich  kleinen  Höhe  X  (Fig.  694)  liefert  zu  der 
ganzen  Ausflussmenge  den  Beitrag  bk.v.  Bei  der  angenommenen 
Rechteckform  der  Ausflussöffnung  bildet  die  Grösse  b  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor  der  von  sämmtlichen  Flächenstreifen  ge- 
lieferten Beiträge;  die  ganfe  pro  Zeiteinheit  ausfliessende  Wasser- 
menge hat  also  den  Inhalt; 

1037)  J  =  I  (b\v)  =  bl  (v\).  *) 
Wenn  man  zur  Bestimmung  des  Ausdrucks  2  (v  X)  das  Gesetz,  nach 
welchem  c  mit  z  sich  ändert,  auf  die  in  Fig.  695  angedeutete  Weise  graphisch 
darstellt,  so  findet  man,  dass  die  Curve  AEF,  welche  das  Wachsen  der 
Geschwindigkeit  mit  zunehmender  Tiefe  veranschaulicht,  eine  Parabel  bildet, 
deren  Scheitelpunkt  A  in  der  Ebene  des  Wasserspiegels  liegt,  und  dass  in 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  annehmen: 

J=b  I  vdz  =  b  f\/2izdz  =  bVTg  I  ** dz  =  ib\/2J(H*-h\ 
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dieser  Figur  die  Grösse  2  {v  X)  als  Summe  der  zwischen  den  Horizontalen  B  E 
und  BF  liegenden  horizontalen  Flächenstreifen  durch  die  Fläche  BEF1) 
dargestellt  erscheint,  so  wie  der  Ausdruck  2  (r  A)  als  Summe  der  zugehörigen 
zwischen  den  verticalen  ME  und  NF  liegenden  verticalen  Flächenstreifen 
in  gleicher  Weise  durch  die  Fläche  MEFN  repräsentirt  wird.  Nach  der 
in  Fig.  695  angegebenen  Bezeichnung  ist  also: 

1038)    l(v\)  =  CH-  ch—  2M). 


Zur  Bestimmung  des  Ausdruckes  2  (z  A)  hat  man  z  = 


v 


2g 


zu   Substituten 


und  erhält  (mit  Benutzung  der  in  §.  93  gefundenen  Summationsformel  442) 
die  Gleichung: 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  C2  =  2g H  und  c2  =  2gh  die  Form 

annimmt:  l(z*)  =  HCH-ch). 

Aus  Gleichung  1038)  ergiebt  sich  hiernach  für  die  gesuchte  Grösse  der  Wertb: 

1039)    l(v\)  =  i(CH—  ch). 
Wenn  man  den  hier  gefundenen  Werth  in  Gleichung  1037) 
substituirt,  so  erhält  man  für  die  in  jeder  Zeiteinheit  ausfliessende 
Wassermenge  die  Gleichung: 

1040)    J  =  f  6(6\ff-  ch)  =  $b\/2'g(H)/rH—hyh), 
welche  für  den  Fall,  in  welchem  h  =  0  ist,  die  Form  annimmt: 

1041)    J  =  IbHyJgH 

und  in  dieser  letzteren  Form  zeigt,  dass  die  bei  einem  Ueber- 
falle  ausfliessende  Wassermenge  so  gross  ist  wie  diejenige  Wasser- 
menge, welche  sich  ergeben  würde,  wenn  sämmtliche  Wasser- 
theilchen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  \\/%gH  zum  Aus- 
fluss  gelangten. 

§.  172. 

Ausflusszeit. 

Wenn  aus  der  horizontalen  Boden- 
Oeffnung  /  eines  cylindrischen  oder  prisma- 
tischen Gefässes  (Fig.  696)  das  Wasser  mit 


Fig.  606. 
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der  Geschwindigkeit  v  =  \/2gz  ausfliesst, 
während  oben  kein  Zufluss  stattfindet,  so 
vermindert  sich  die  in  dem  Gefässe  ent- 
haltene Wassermenge  pro  Zeiteinheit  um 
die  Grösse  fv\  in  Folge  dessen  sinkt  der 
Wasserspiegel,    und    zwar   nach   Gleichung 


1034)  mit  der  Geschwindigkeit: 


1042)    «;  =  -£- „  =  |/2(0 -£-)*. 
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Wenn  ein  materieller  Punkt  eise  gleichförmig  verzögerte  Be- 
wegung ausführt  und  seine  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  am 
p  abnimmt,  so  wird  in  dem  Augenblicke,  wo  derselbe  noch  um 
die  Strecke  z  von'dem  Endpunkte  seiner  Bewegung  entfernt  ist, 
seine  Geschwindigkeit  gleich  J/2p«  geworden  sein,  und  die  Zeit, 
welche  der  Punkt   zum   Zurücklegen   der  noch  übrigen  Strecke  z 

braucht,  hat  die  Grösse  (  =  1/—.  Setzt  man  hierin  p==j4^i 
so  erhält  man  für  die  Zeit,  nach  welcher  der  Wasserspiegel  den 
Boden  des  Gefässes  erreicht,  die  Gleichung: 

1043)    <  =  Vy/F 

und  für  die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  II  bis  A 
abnimmt,  die  Gleichung: 


1044)    *  =  -f 


-m 


Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  die  Zeit  berechnen,  in  welcher 
dargestellten  beiden  Gefässen  die  WasBer- 
standshölie  des  einen  so  weit  sinkt, 
und  die  des  anderen  so  weit  steigt, 
bis  die  beiden  Wasserspiegel  in 
einer  und  derselben  Höhe  liegen. 
Die  Ausßussgeschwindigkeit  hat  die 
Grösse :  ' 

«  =  K2j(*  +  *)     . 
und    für    die    Geschwindigkeit    des 
sinkenden  Wasserspiegels  erhält  man 
die  Gleichung: 

1045)  .  =  {.=  ^8*  •£(*  +  «). 

Die  Wassermenge,  welche  aus   dem  einen  GefäsBe  ausfliesst,   ist 
dieselbe,  welche  in  das  andere  hinein fliesst,  also  ist: 

1046)  %x  =  Fz    oder    *  =  -£*. 

Nach  Substitution   dieses   Werthes   für  x  nimmt  die  vorige  Glei- 
chung die  Form  an: 

1047)    «  =  V>I7&(1+tJF 
und  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels 
in  jeder  Secunde  um  die  Grösse: 
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abnimmt.    Für  die  Zeit,   in  welcher  derselbe  die  Strecke  z  zu- 
rücklegt, erhält  man  also  die  Gleichung: 


t  =  y^=f*f: 


F*% 


/MF+g)' 
welche  nach  Substitution  des  Werthes  z  -\-  x  =■  z(\.  -\-  -~\  =  h 


die  Form  annimmt: 


1048)     t  =  -: 


F% 


n 


/<*■+»    f     g 

Wenn  F  so  gross  ist,  dass  das  Verhältniss  -^  gleich  Null  ge- 
setzt werden  kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  für  die  Füllungszeit 
des  kleineren  Gefässes  die  Gleichung: 

1049)    t  =  -|-  Y?£, 

welche  auch  für  kleinere  Werthe  von  F  noch  gültig  bleibt,  so- 
bald die  Wasserstandshöhe  in  dem  Ausflussgefässe  durch  Zufluss 
unveränderlich  erhalten  wird. 

Für  den  Fall,  dass  die  horizontale  Querschnittsfliiche  des 
Ausflussgefässes  nach  oben  hin  proportional  der  Höhe  über  der 
Ausflussöffnung  zunimmt  —  wie  z.  B.  bei  einer  Schale  von  der 
Form   eines   Rotations  -  Paraboloides   (Fig.  698)   oder   bei   einem 

* 

Fig.  698.  Fig.  699.  Fig.  700. 


liegenden  dreiseitigen  Prisma  (Fig.  699)  —  würde  man  nach  der 
in  den  Figuren  angegebenen  Bezeichnungsweise  zu  setzen  haben: 

1050)    -§r  =  j    oder     g  =  -f- .  z, 

und  für  die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  in 
dem  Augenblicke,  wo  derselbe  in  der  Höhe  z  über  der  Ausfluss- 
öffnung sich  befindet,  die  Gleichung  erhalten: 

1051)   w  =  -L  Y2J7  =  £*  yU. 

Die  Zeit  t,  in  welcher  der  sinkende  Wasserspiegel  bei  dieser  Ge- 
schwindigkeit die  unendlich  kleine  Strecke  A  zurücklegt,  ist  zu 
bestimmen  aus  der  Gleichung: 
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1052)    w  x  =  A     oder    x  =  —  =  — £=  (A  \rz) 

und  für  die  ganze  Ausflusszeit  erhält  man  einen  Ausdruck  von 
der  Form: 

1053)    «  =  2(x)  =  --^=2(AVi). 

Die  Bedeutung  des  Ausdrucks  2  (A  \/z)  kann  man  sich  auf  die 
in  Fig.  700  dargestellte  Weise  durch  die  Fläche  ABC  ver- 
anschaulichen, deren  Begrenzungslinie  A  B  die  Form  einer  Parabel 
hat,  und  für  deren  Flächeninhalt  man  (auf  gleiche  Weise,  wie 
mit  Bezug  auf  Fig.  695  erklärt  wurde)  die  Grösse  $  h  \/h  findet. 
Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Ausflusszeit 
die  Gleichung: 

1054)    t  =  --£■  _-  .  f  A|/i  =  i  -£  l/i*". 

fhV2g      s  3   /    "    0 

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  mit  c  =  \^2gh  die  anfängliche 
Ausflussgeschwindigkeit,  und  mit  J  =  \  Fh  der  ganze  Inhalt  des 
Gefässes  bezeichnet  wird,  die  Form  an: 

1055)    <  =  *-£-, 

und  zeigt ,  dass  die  Ausflusszeit  |  mal  so  gross  ist  als  diejenige 
Zeit,  in  welcher  die  gleiche  Quantität  bei  constanter  Ausfluss- 
geschwindigkeit c  ausfliessen  würde. 

Soll    die    Geschwindigkeit  w  =  -^-  \f%  g  z     des    sinkenden 

Wasserspiegels  während  des  Sinkens  unverändert  bleiben,  so  muss 
der  Horizontal  -  Querschnitt  2>  der  Grösse  ]/z  proportional  sich 
ändern,  was  z.  B.  dann  dqr  Fall  sein  würde,  wenn  von  den  zwei 
rechtwinkelig  zu  einander  durch  die  Achse  gelegten  Vertical- 
durchschnitten  des  Gefässes  der  eine  die  Form  eines  Rechtecks 
und  der  andere  die  in  Fig.  698  dargestellte  parabolische  Form 
hätte. 

§.  173. 

Hydraulischer  Druck. 

Der  Druck,  welchen  im  Inneren  des  Ausflussgefässes  die  in 
Bewegung  begriffenen  Wassertheilchen  auf  die  Gefässwände  und 
auf  einander  gegenseitig  übertragen,  ist  im  Allgemeinen  ver- 
schieden von  #emjenigen  Drucke,  welchen  unter  sonst  gleichen 
Umständen  bei  verschlossener  Ausflussöffnung  das  im  Ruhezu- 
stande befindliche  Wasser  in  gleicher  Tiefe  unterhalb  des  Wasser- 
spiegels ausüben  würde  -  d.  h.  verschieden  von  dem  hydrostatischen 


HjdrauÜBcher  Druck. 


Fig.  701, 


Drucke  —  und  wird  zum  Unterschiede  von  dem  letzteren  der 
„hydraulische  Druck"  genannt.  Um  die  Messbarkeit  und  die 
Grösse  des  hydraulischen  Druckes  sich  zu  veranschaulichen,  hat 
man  sich  an  der  betreffenden  Steile  des  Ausnussgefässes  ein  ver- 
tikales oben  geschlossenes  luftleeres  Rohr  angesetzt  zu  denken: 
die  Höhe  der  Wassersäule,  welche  in  diesem  Rohre  stehend  dem 
hydraulischen  Drucke  das  Gleichgewicht  halten  würde,  ist  als 
die  dem  hydraulischen  Drucke  entsprechende  Druckhöhe  zu  be- 
trachten. 

Wenn  man  auf  die  bereits  in  Fig.  618  und  Fig.  691  ange- 
deutete Weise  den  im  Inneren  des  Ausnussgefässes  auf  die 
Wasseroberfläche  wirkenden  Druck  P,  ebenso  auch  den  ausser- 
halb des  GefässeB  auf  den  Wasserspiegel  über  der  Ausfluss- 
mündung  wirkenden  Gegendruck  p,  beide  auf  Druckhöhen  redu- 
cirt  —  d.  h.  wenn  man  sich  statt  dieser  Drücke  auf  jedem  der 
beiden  Wasserspiegel  eine  Wasserschicht  ruhend  denkt  von  der- 
jenigen Höhe,  welche  dieselbe  haben  müsste,  um  durch  ihr  Ge- 
wicht den  'betreffenden  Druck  hervorzubringen  —  und  wenn  die 
auf  solche  Weise  zu  ermittelnde  Differenz 
der  beiden  Totaldruck -Höhen  über  der 
Ausnussmüudung  mit  h  bezeichnet  wird, 
so  ergiebt  sich  nach  dem  Principe  der 
lebendigen  Kraft  (Gleichung  1036)  für  die 
AuBflussgeschwindigkeit  w  bei  der  in  Fig. 
701  gewählten  Bezeichnungsweise  die  Glei- 
chung: 

(«in1  —  ^mc*  —  mgh  oder  t>I  =  c'-|-2(/A. 
Betrachtet  man  ein  anderes  Mal  die  in 
der  Figur  mit  g  bezeichnete  horizontale 
Querschnittsnächc  der  Wassermasse  als 
freie  Oberfläche  derselben,  und  denkt  man 
sich  den  in  dieser  Fläche  wirkenden  (hy- 
draulischen) Druck  p  dargestellt  durch  eine 
auf  derselben  liegende  Wasserschicht,  deren 
"  Höhe  x  gleich  der  gesuchten  hydraulischen 

Druckböhe  für  diese  Stelle  ist,  so  wird  für  diesen  Fall  die  Grösse 
x  -j-  (Ä  —  z)  als  Differenz  der  beiden  Totaldruck-Höhen  über  der 
Ausflussmündung  in  Rechnung  zu  bringen  sein,  und  man  erhält 
für  die  Ausäussgeschwindigkeit  v  die  zweite  Gleichung: 
1057;    J  =  w*  +  2g(x  +  h  -  z). 


C88 
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liurch  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  v*  gefundenen  Werthe 
erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher  für  die  hydraulische 
Druckhöhe  x  der  Werth  sich  ergiebt: 


1058,    „  =  .-(£  -£). 


Die  hydraulische  Drucfchöhe  an  einer  bestimmten  Stelle  im 
Inneren  des  Ausflussgefässes  ist  gleich  der  hydrostatischen  Druck- 
höhe an  derselben  Stelle:  vermindert  um  den  Ueberschuss  der 
Geschwindigkeitshöhe,  welche  der  Geschwindigkeit  des  Wassers 
an  dieser  Stelle  entspricht,  Aber  die  Geschwindigkeitshöhe,  welche 
der  Geschwindigkeit  des  Wassers  an  der  freien  Oberfläche  entspricht 

Da  Fe  =  %w  =fv  ist,  so  kann  der  obigen  Gleichung  die 
Form  gegeben  werden: 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  hydraulische  Druck- 
hohe  x  grösser  ist  als  die  hydrostatische  Druckhöhe  z  an  solchen 
Stollen  des  Gefässes,  wo  g  >  F  ist;  kleiner  dagegen  an  solchen 
Stellen,  wo  g  <  F  ist. 

Bei  einem  von  atmosphärischer  Luft  umgebenen  Gefässe,  dessen  horizon- 
taler Querschnitt  %  an  irgend  einer  Stelle  so  weit  sich  verengt,  dass  für  die 
hydraulische  Druckhohe  x  aus  der  obigen  Gleichung  ein  Werth  sich  ergiebt, 

welcher    kleiner    ist   als    die  atmosphärische 
Druckböhe  h0  =  10B,a36,  würde  also  durch 

Oi  eine  an  dieser  Verengungs-Stelle  in  der  Ge- 

f  1       fasswand  angebrachte  Oeffhung  das   Wasser 

nicht  aussfliessen,  sondern  vielmehr  von  aussen 
her  atmosphärische  Luft  einströmen  wie  in 
einen  luftverdünnten  Raum;  oder  wenn  statt 
dessen  mittelst  eines  nach  unten  hin  umge- 
bogenen Ansatzrohres  jene  Stelle  in  Ver- 
bindung gesetzt  wird  mit  einem  Wasserbe- 
hälter, dessen  (gleichfalls  dem  atmosphärischen 
Drucke  ausgesetzter)  Wasserspiegel  um  die 
Höhe  y  tiefer  liegt,  so  wird  aus  diesem  Wasser- 
behälter das  Wasser,  von  dem  atmosphärischen 
Drucke  getrieben  durch  das  Bohr  hinauf  in 
das  Ausflussgefass  hineinströmen  mit  der 
Geschwindigkeit  u  =  V2^[ä0  —  («+y)]i  für 
welche  ein  positiver  Werth  sich  ergiebt,  solange  x  +  y  <  h0  ist,  (Fig.  702). 

Die  oben  gefundenen  Gleichungen  bleiben  indessen  nur  so 
lange  gültig,  als  dieselben  für  die  Grösse  x  an  keiner  Stelle  des 


Fig.  702. 
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Gefasses  einen  Werth  ergeben,  welcher  kleiner  ist  als  Null;  denn 
der  hydraulische  Druck  kann  —  ebenso  wie  der  hydrostatische 
Druck  —  niemals  negativ  werden.  Der  Grenzfall,  bis  zu  welchem 
die  Gleichung  1056)  noch  den  richtigen  Werth  für  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit angiebt,  ist  derjenige  Fall,  bei  welchem  der 
kleinste  von  den  nach  Gleichung  1059)  für  die  verschiedenen 
Stellen  des  Gefasses  zu  berechnenden  Werthen  der  hydraulischen 
Druckhöhe  x  die  Grösse  Null  annimmt.  Für  die  Geschwindigkeit 
t0,  mit  welcher  in  diesem  Grenzfalle  das  Wasser  durch  %  den  be- 
treffenden verengten  Querschnitt  g  hindurchfliessen  würde,  erhält 
man  aus  Gleichung  1058)  oder  1059),  indem  man  darin  x  =  0 
setzt,  den  Werth: 

1060)    w  =  yc*  +  2gz  =  +/-*!L^-. 

Um  ferner  dasjenige  Querschnittsverhältniss  zu  finden,  bei  welchem 
dieser  Fall  überhaupt  eintritt,  hat  man  zunächst  der  Gleichung 
1056),  welche  für  diesen  Grenzfall  noch  gültig  bleibt,  durch  Sub- 
stitution des  Werthes  c  =  -^-v  die  Form  zu  geben : 

1061)    v*  =  -£iV*-\-2gh    oder    t;  =  -  /— ^ 


F% 


Y-> 


und  alsdann    die  beiden  Wassermengen  fv  und   $w  einander 
gleich  zu  setzen,  woraus  sich  die  Bedingungsgleichung  ergiebt: 

1088)  /t/^41  =  Sl/11^  oderg  =  T7=JZO=_, 

In  diesem  Falle  würde  —  wie  Gleichung  1060)  zeigt  —  das 
Wasser  durch  den  verengten  Querschnitt  g  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit hindurchfliessen ,  wie  wenn  unterhalb  desselben  ein 
absolut  leerer  Baum  sich  befände.  Grosser  als  die  dem  Ausflusse 
in  den  absolut  leeren  Raum  entsprechende  Ausflussgeschwindigkeit 
kann  aber  die  Geschwindigkeit  des  durchströmenden  Wassers  an  der 
Verengungs-Stelle  niemals  werden.  Folglich  wird  die  Geschwindig- 
keit w  den  in  Gleichung  1060)  angegebenen  Werth  auch  dann 
noch  beibehalten,  wenn  der  verengte  Querschnitt  g>  noch  kleiner 
als  derjenige  ist,  welcher  der  Bedingungsgleichung  1062)  ent- 
spricht. Da  ferner  durch  die  Ausflussmündung  /  immer  nur  so- 
viel Wasser  ausfliessen  kann,  als  durch  den  verengten  Quer- 
schnitt g  hinzufliesst,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des  aus- 
fliessenden Wasserstrahles   —   vorausgesetzt,    dass    derselbe   die 

Ritter,  Mechanik.  44 
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AnsfluBemündung  /  vollständig   ausfüllt  —  in  diesem  Falle  nicht 
mehr  nach   Gleichung  1061)  bestimmt  werden  dürfen,    sondern 

fielmehr  nach  der  Gleichung:  

1063)    „=-!_«  =  -J|/-J*j,_. 


Fig.  703. 


Wenn  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  703  dargestellten  Falle  des  Ausflüsse« 
Mi  einem  von  atmosphärischer  Luft  umgebenen  Geflase  —  bei  welchem 
man  sich  zur  Bestimmung  der  totalen  Druck- 
höhen  sowohl  innerhalb  als  ausserhalb  des  Ge- 
toses die  atmosphärische  Druckhöhe  ka  =  lÜ-,336 
zn  der  wirklichen  Höhe  des  betreffenden  Wasser- 
spiegels Ober  der  Ausiluasmßndung  hinzugefügt  zu 
denken  hat  —  der  verengte  Querschnitt  g  kleiner 
ist  als  der  nach  Gleichung  1062)  zu  berechnende 

Werth,    d.  h.   wenn  g  < Ff}n>       -  — 

ist,  so  wird  das  Wasser  dnrch  diesen  Querschnitt 


mit  der  Geschwindigkeit 


y  T^i 


durchfliessen.  Zugleich  wird  an  dieser  Stelle  e 
Unterbrechung  der  Continuitlt  stattfinden,  insofern 
unterhalb  der  Verengung  ein  absolut  leerer  Baum, 
und  in  dem  tiefer  liegenden  Theile  des  Gefitsses 
ein  neuer  Wasserspiegel  sieb  bildet.  Dieser  mittlere 
Wasserspiegel  wird  eine  solche  Höhenlage  an- 
nehmen, bei  welcher  aus  dem  unteren  Theile  des 
p  Gelasses  ebenso  viel  Wasser  ausfliesst,  als  durch 

den  verengten  Querschnitt  von  oben  sufiiessL     Man  findet  diese  Höhenlage, 
indem  man  die  der  Druckhöhen  -  Differenz  y  entsprechende  Ausflussgeschwin- 


\,/ 


digkeit 


.  _  vä 


-  2ä» 


fuodenen  Ausfluu  -  Gcichwiodigkei 


der 


Gleichung  1063)   ge- 


gleichsetzt, also  aus  der  Gleichung: 

.  ■SE.r.Sz/", 


Auch  bei  den  in  Fig.  701  und  Fig.  706  dargestellten  Fallen  wird  die 
wirkliche  Ausflussmcnge  niemals  grösser  sein  können  als  diejenige,  «eiche 
sich  ergeben  würde  aus  der  Annahme:  dass  an  der  engsten  Stelle  des 
conischen  AusfluBsrohres  ein  Ausfluss  in  den  absolut  leeren  Raum  stattfindet 
Die  Ausnussmcnge  wird  diesen  Werth  wirklich  erreichen,  sobald  der  kleinste 
Querschnitt  des  Hob  res  kleiner  ist  oder  wenigstens  nicht  grösser  als  der  in 
Gleichung  1062)  für  g  gefundene  Werth.  An  der  engsten  Stelle  des  Ausfluss- 
rohres  findet,  wenn  x<Cht  ist,  stets  eine  saugende  Wirkung  statt,  welche 
benutzt  werden  kann,  um  mittelst  eines  daselbst  angesetzten  Saugrohres  aus 
einem  tiefer  liegenden  Wass  erb  ehalter   das   Wasser  hinaufiusaugen    —   und 
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zwar  bei  dem  vorausgesetzten  Falle  bis  zu  der  Höhe  h0  =  10^,336  als  Grenze 
der  Saughöhe  — .    Zugleich  erklärt  es  sich  hieraus,  dass  bei  vorgeschriebener 

Weite   der   in    einer  Gefass- 
Fig.  704.  Fig.  705.  wand     anzubringenden    Aus- 

flussöffnung, eine  Vergrösse- 
rung  der  Ausflussmenge  er- 
zielt werden  kann  durch  das 
Ansetzen  eines  nach  aussen 
hin  sich  erweiternden  coni- 
schen Ansatzrohres,  insofern 
dadurch  eine  Mitwirkung  des 
atmosphärischen  Druckes  bei 
dem  Hervorbringen  der  Aus- 
flussgeschwindigkeit veranlasst 
wird.  Eine  solche  Mitwirkung 
des  Atmosphärischen  Druckes 
wird  indessen  in  der  .ange- 
gebenen Weise  nur  so  lange  stattfinden,  als  der  oben  gemachten  Voraussetzung 
entsprechend  die  Ausflussmündung  /  durch  den  ausfliessenden  Wasserstrahl 
noch  vollständig  ausgefüllt  wird.  Bei  stärker  divergirenden  Ausflussröhren 
wird  diese  Voraussetzung  nicht  mehr  zutreffen,  und  sobald  die  Divergenz  einen 
gewissen  Grad  überschreitet,  wird  der  Aussfluss  so  erfolgen,  wie  wenn  der 
verengte  Querschnitt  g  selbst  die  Ausflussmündung  bildete. 

§.  174. 

Druckhöhen -Verluste  hei  plötzlichen  Querschnittsver- 

grösserungen  des  ausfliessenden  Wasserstrahles. 

Die  in  §.  170  gefundenen  allgemeinen  Gleichungen  für  die 
Ausflussgeschwindigkeit  wurden  aus  dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  abgeleitet;  ihre  Gültigkeit  beruht  also  auf  der  Voraus- 
setzung: dass  die  ganze  vom  Wasserdrucke  verrichtete  mechani- 
sche Arbeit  lediglich  auf  Erzeugung  von  lebendiger  Kraft  ver- 
wendet wird,  und  zwar  derjenigen  speciellen  Art  von  lebendiger 
Kraft,  welche  den  fortschreitenden  Bewegungen  der  Wasser- 
theilchen  längs  des  Ausflussrohres  entspricht.  Diese  Voraus- 
setzung darf  im  Allgemeinen  als  zutreffend  betrachtet  werden, 
solange  die  Querschnittsveränderungen  der  in  dem  Ausflussge- 
fässe  sich  bewegenden  Wassermasse  und  die  denselben  ent- 
sprechenden Geschwindigkeitsänderungen  überall  stetig  und  all- 
mälig  erfolgen;  sie  hört  dagegen  auf  erfüllt  zu  sein,  sobald  an 
irgend  einer  Stelle  des  Gefässes  oder  des  Ausflussrohres  die  aus- 
fliessende Wassermasse  sprungweise  aus  einem  kleineren  in  einen 
grösseren  Querschnitt  übergeht:  Denn  in  diesem  Falle  stossen 
die  in  deip  engeren  Rohre  rascher  fliessenden  Wassertheilchen 
gegen   die  in  dem   weiteren   Rohre   langsamer   sich   bewegende 

44* 
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Wassermasse,  rereinigen  sich  mit  derselben,  und  nach  dem  An- 
schlösse setzt  das  Ganze  mit  der  kleineren  Geschwindigkeit  seine 
Bewegung  gemeinschaftlich  weiter  fort.  Hierbei  findet  insofern 
ein  Verlast  an  lebendiger  Kraft  statt,  als  ein  Theil  der  rorher 
in  dem  rascher  fliessenden  Wasser  vorhanden  gewesenen  leben- 
digen Kraft  bei  jenem  Stosse  andere  Formen  annimmt  —  solche 
Formen  nämlich,  in  welchen  derselbe  als  lebendige  Kraft  der 
Wirbel -Bewegungen,  Schall-  und  Wärme-Schwingungen  sich  dar- 
stellend in  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  des  Wassers 
längs  des  Ausflussrohres  als  verloren  zu  betrachten  ist.  Es  er- 
folgt also  bei  dem  plötzlichen  Uebergange  aus  dem  kleineren  in 
den  grösseren  Querschnitt  ein  ganz  ähnlicher  Vorgang,  wie  wenn 
ein  sogenannter  „ unelastischer  Stoss*  stattfände,  und  erklärt  es 
sich  hieraus:  dass  zur  Bestimmung  jenes  Verlustes  an  lebendiger 
Kraft  —  obwohl  das  Wasser  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
als  ein  höchst  elastischer  Körper  betrachtet  werden  muss  — 
doch  die  für  den  r vollkommen  unelastischen  Stoss*  gefundenen 
Gleichungen  angewendet  werden  dürfen. 

Nach  Gleichung  779)  findet  bei  dem  unelastischen  Stosse 
einer  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  bewegenden  Masse  M  gegen 
eine  mit  der  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Masse  m  ein  Ver- 
lust an  lebendiger  Kraft  statt  von  der  Grösse: 

*  M+m  2         — ( , ,    *    )         2 


Die  in  dem  engeren  Rohre  rascher  fliessenden  Wassertheilchen 
schliessen  in  stetiger  Aufeinanderfolge  an  die  in  dem  weiteren 
Rohre  bereits  langsamer  fliessende  Masse  sich  an;  für  jeden 
einzelnen  dieser  unendlich  vielen  aufeinanderfolgenden  Stosse 
darf  daher  das  Verhältniss  der  stossenden  zur  gestossenen  Masse 
als  verschwindend  klein  gleich  Null  gesetzt  werden.  Wenn  also 
mit  M  die  in  dem  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  x  zum  Stosse 
gelangende  Masse  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  wäh- 
rend dieses  Zeittheilchens  entsehenden  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  der  Werth: 

1064)    »  =  ^^!. 

Die  während  des  Zeittheilchens  x  zum  Ausflusse  gelangende 
Wassermasse  hat  ebenfalls  die  Grösse  i/,  folglich  ist  nach  der 
in  Fig.  706  gewählten  Bezeichnungsweise  die  von  der  Schwerkraft 
während  des  gleichen  Zeitraums   verrichtete  mechanische  Arbeit 
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gleich  Mg{H~h).  Durch  diese  mechanische  Arbeit  wird  nicht 
allein  die  wirklich  erfolgende  Zunahme  an  lebendiger  Kraft 
~2 g-  hervorge- 
bracht, welche  der  Diffe- 
renz zwischen  Zufluss-  und 
AubAuss  -  Geschwindigkeit 
entspricht,  sondern  auch 
diejenige  lebendige  Kraft 
SS,  welche  bei  dem  Stosse 
für  die  Ausflussbewegung 
verloren  geht.  Statt  Glei- 
chung 1036)  ergiebt  sich 
also  nach  dem  Principe 
Fall  die  Gleichung: 


Fig.  706. 
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der  lebendigen  Kraft  für  den 

welche   zur   Berechnung   der   Ausfluss-  Geschwindigkeit  v  benutzt 
werden  kann,  und  welche  in  der  Form : 

1066)    *_*  =  (£_£) +  11^2. 
zeigt:   dass  die  ganze   wirksame  Druckhöhe  H  —h  gleichsam  in 

zwei  Theile  sich  zerlegt,   von  denen  der  eine  Theil  (-| -~—  1 

darauf  verwendet  wird,  die  Geschwindigkeit  der  Wassertheilchen 


von  c  bis  auf  t 


vergrössern ,   und   der  andere  Thei 


?9 


den  beim  plötzlichen  Uebergange  aus  dem  engeren  in  den  weiteren 
Querschnitt  entstehenden  Drnckhöhen  Vorlist  bildet. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  engeren  Querschnitt  5  selbst 
als  Ausflussmündung  betrachtet,  so  hat  man  die  Druckhöhen- 
Differenz  H  —  x  als  wirksame  Druckhöhe  in  Rechnung  zu  bringen, 
und  erhält  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  eine  zweite 
Gleichung : 

1066)  *-*  =  -^--£, 
welche  in  Verbindung  mit  der  vorigen  zur  Berechnung  der  hydrau- 
lischen Druckhöhe  x  in  dem  engeren  Theile  des  Ausflussrohrss 
benutzt  werden  kann.  Die  gefundenen  beiden  Gleichungen 
nehmen  nach  Substitution  der  Werthe  V  =  n  v  und  c  =  -^  v 
die  Form  an: 


1067)     H~  h-- 


2g  L 


&  +  (« 


F* 


!)•]. 
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1068)    H_  „  =  -£-(„■  _-£-). 

Durch  Auflösung  derselben  für  die  beiden  unbekannten  Grössen 
v  und  x  erhält  man  die  Werthe: 


1069) 


,  =,  ,/~~5»< 


iim-n 


1070)   *  = » - 


2(n-l)(H-») 
-f +  (—!)■' 

Die  Grenze,  bis  zu  welcher  diese  beiden  Gleichungen  noch 
gültig  bleiben,  wird  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  er- 
klärt wurde  —  durch  denjenigen  Fall  gebildet,  in  welchem  für 
die  in  dem  engeren  Theile  des  Rohres  vorhandene  hydraulische 
Druckhöhe  x  aus  der  letzteren  Gleichung  der  Werth  Null  sich 
ergiebt. 

Wenn  z.  B.  n  =  2  ist,  and  die  Fläche  F  so  gross  igt,  dass  das  Ter- 
haltniss  -^r  gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so  ergiebt  sich  aas  Gleichung 
1070)  der  Werth  x  =  %h  —  H.  In  diesem  Falle  worden  also  die  obigen 
beiden  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  verlieren,  sobald  H  grosser  als  2  h  ist. 

Für  die  Differenz  der  beiden  resp.  in  dem  weiteren  und  in 
dem  engeren  Theile  des  Ausflussrohres  vorhandenen  Druckhöhen 
ergiebt  sich  aus  Gleichung  1070)  der  Werth: 

1071)  t— „  te-w-P, 

l-£  +  (*-U* 
Da  h  —  x  gleich  (Ä  —  A0)  —  (x  —  Ae)  ist,  so  würde  nach  dieser 
Gleichung  die  Höhen  -  Differenz  zwischen  den  Oberflächen  der 
beiden  verticalen  Wassersäulen,  welche  jene  beiden  Druckhöhen 
veranschaulichen,  auch 
dann  zu  bestimmen 
sein,  wenn  jede  von 
diesen  beiden  Ober- 
flächen unter  Einwir- 
kung des  atmosphäri- 
schen Druckes  sich  be- 
findet. Denkt  man  sich 
in  diesem  Falle  das 
verticale  Rohr,  dessen 
Wasserstandshöhe  den 
hydraulischen  Druck  in 
dem  engeren  Theile  des 


Fig.  707. 
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Ausflussrohres  veranschaulicht,  ersetzt  durch  ein  beliebig  weites 
Gefäss,  dessen  Wände  die  Uebergangs-Stelle  vollständig  umgeben, 
so  findet  man,  dass  die  obige  Gleichung  auch  für  den  in  Fig.  707 
dargestellten  Fall  noch  gültig  bleibt  und  unmittelbar  zur  Be- 
*  Stimmung  der  entstehenden  Höhen-Differenz  zwischen  den  beiden 
unter    Einwirkung    des    atmosphärischen    Druckes    befindlichen 

Wasserspiegeln  in  den  Gefässen  A  und  B  benutzt  werden  kann. 

/ 
Setzt  man  wiederum  n  =  2  und  -~  =  0,  so  ergiebt  sich  für  die  dem 

Beharrungszustande  entsprechende  Höben- Differenz  der  beiden  Wasserspiegel 
die  Grösse  h  —  x  —  H—  h.  Hätte  der  Wasserspiegel  in  dem  Gefasse  A  an- 
fangs eine  etwas  höhere  Lage  gehabt,  als  diejenige,  welche  dem  Beharrungs- 
zustande entspricht,  so  würde  das  Wasser  aus  dem  Gefasse  A  nach  dem  Ge- 
fasse B  solange  hinüberströmen,  bis  jene  Höhen -Differenz  h  —  x  sich  einge- 
stellt hat  —  oder  falls  letzteres  dadurch  verhindert  würde,  dass  in  dem 
Gefasse  A  ein  Zufluss  stattfindet,  welcher  jene  anfangs  vorhanden  gewesene 
höhere  Lage  des  Wasserspiegels  constant  erhält,  so  würde  dieses  Hinüber- 
strömen des  Wassers  aus  dem  Gefasse  A  nach  dem  Gefasse  B  continuirlich 
sich  fortsetzen,  und  der  Apparat  als  „Wasserstrahlpumpe*  wirken.  Die  obige 
Gleichung  giebt  daher  für  die  Niveau- Differenz  bei  einer  solchen  Wasser- 
strahlpumpe die  obere  Grenze  an,  bei  welcher  dieselbe  aufhört  Wasser  zu 
fördern. 

§.  175. 

Reaction  und  Stosswirkung  des  ausfliessenden  Wasser- 
strahles. 

Nach  §.  153  ist  die  Mittelkraft  sämmtlicher  von  den  Wänden 
eines  Gefässes  auf  das  in  demselben  enthaltene  Wasser  über- 
tragenen Gegendrücke  stets  vertical  aufwärts  gerichtet  und  von 
gleicher  Grösse  mit  dem  Gewichte  der  ganzen  Wassermasse.  Diese 
Mittelkraft  ist  zugleich  die  Mittelkraft  von  den  verticalen  Seiten- 
kräften jener  Gegendrücke,  insofern  die  horizontalen  Seitenkräfte 
für  sich  allein  einander  im  Gleichgewichte  halten.  Wenn  jedoch 
durch  das  Anbringen  einer  Oeffnung  in  der  verticalen  Seitenwand 
des  Gefässes  bewirkt  wird,  dass  der  von  dem  weggenommenen 
Theile  der  Gefässwand  an  dieser  Stelle  vorher  geleistete  horizon- 
tale Gegendruck  wegfällt,  so  wird  der  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wirkende  horizontale  Gegendruck  des  correspondirenden 
Theiles  der  gegenüberliegenden  Gefässwand  nun  nicht  mehr  auf- 
gehoben. Die  Mittelkraft  sämmtlicher  horizontalen  Gegendrücke 
wird  daher  nicht  mehr  gleich  Null  sein,  sondern  —  im  ersten  Augen- 
blicke wenigstens  —  in  jenem  nicht  mehr  aufgehobenen  Horizontal- 
drucke bestehen,  und  würde  diese  Grösse  auch  fernerhin  beibe- 
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halten,  wenn  nicht  in  Folge  der  eingetretenen  Störung  des  Gleich 
gewichte  inzwischen  eine  Bewegung  der  ganzen  Wassermasse  ent- 
standen wäre,  wodurch  diese  horizontale  Mittelkraft  ff  noch  eine 
fernere  Steigerung  erhält. 

Sobald   der   ausfliessende   Wasserstrahl  die  dem  Beharrungs- 
zustande  entsprechende  Geschwindigkeit  v  =  *|/"2  g  h  erlangt  hat 
(Fig.  708),    fliesst   durch   die    (im  Ver- 
riß. 708.  hältniss    zur     Wasserepiegelfläche     klein 

33 .,        vorausgesetzte)  Ausäussöffnung  f  in  jeder 

I        Secunde  eine  gleich  grosse  Wassermenge 
vom  Inhalte /v,  vom  Gewichte  v/w  und 
* Irr;    Bjgl  pEH-f    von  der  Masse: 

1072)  »  =  !/,=  i/ysj». 

Wenn  in  irgend  einem  Augenblicke  die 
ganze  in  dem  Gelasse  noch  enthaltene  Wassermasse  die  Grösse 
M  hat,  so  fällt  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  in  diesem  Zeit- 
punkte zusammen  mit  dem  Schwerpunkte  des  von  derselben 
ausgefüllten  Raumes  oder  des  noch  mit  Wasser  gefüllten  Theiles 
des  Gefässinhaltes ,  und  dieser  Schwerpunkt  hat  in  jenem  Zeit- 
punkte die  Horizontalgeschwindigkeit  Null.  Nach  Verlauf  der 
nächsten  Secunde  wird  der  Theil  m  dieser  Masse  die  Horizontal- 
geschwindigkeit v  angenommen  haben,  und  nach  §.  104  (Glei- 
chung 520)  ist  die  Horizontalgeschwindigkeit  V,  welche  gleich- 
zeitig der  Schwerpunkt  der  ganzen  Masse  M  annimmt,  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

1073)    MV=mv    oder     K—-J*. 

Diese  in  einer  Secunde  hervorgebrachte  Geschwindigkeit  V  bildet 
zugleich  die  horizontale  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  der 
ganzen  Masse  M,  und  muss  nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes 
(Gleichung  522)  dem  Quotienten  gleich  sein,  welchen  man  erhält, 
indem  man  die  horizontale  Mittelkraft  ff  dividirt  durch  die  ganze 
Masse  M,  also  ist: 

1074)     -2tt,  =  iL     oder     H=  mv  =  i/o«  =  2yfh, 

Die  Kraft  ff,  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen,  bildet 
den  vom  auBÖiessenden  Wasserstrahl  auf  das  Gefäss  übertragenen 
„Reactions- Druck".  Die  obige  Gleichung  zeigt  also,  dass  dieser 
Reactions-Druck  doppelt  so  gross  ist,  als  vorher  der  vom  Wasser 
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auf  den  die  Ausflussöffnung  verschliessenden  Theil   der  Gefäss- 
wand  aasgeübte  Druck  war. 

Wenn  die  Richtung  des  auefliesaenden  Wasserstrahl  es  vod  der  Horizon- 
talen abweicht,  so  findet  man  auf  ähnliche  Weise,  indem  man  wiederum  das 
Gesetz  des  Schwerpunktes  anwendet  auf  die  der  Richtung  des  Wasserstrahles 
parallele  Seitengeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  ganzen  Wassermasse, 
dass  der  Reactionsdruck  in  diesem  Falle  ebenso  gross  ist  wie  bei  horizontaler 
Richtung  der  Anaflussgesch  windigkeit,  und  dass  die  Richtung  des  Reaction  6- 
druckes  stets  der  Richtung  des  ausfliessenden  Wasserstrahles  entgegengesetzt 
ist.  Da  ferner  die  relativen  Bewegaugen  der  einzelnen  Wassertheilchen  in 
Bezug  auf  einen  gleichförmig  fortschreitenden  Raum  genau  in  derselben  Weise 
erfolgen,  wie  wenn  dieser  Raum  im  Ruhezustande  sich  befände,  so  bleibt  der 
oben  gefundene  Satz  auch  dann  noch  gültig,  wenn  das  Ausnussgefass  in  be- 
liebiger Richtung  eine  gleiehförmig  fortschreitende  Bewegung  ausfuhrt. 

Denkt  man   sich  den  in  horizontaler  Richtung  ausfliessenden 
Wasserstrahl  aufgefangen  durch  eine  rechtwinkelig  zur  Achse  des- 
selben  stehende   ebene  verticale  Wand,   welche  mit  den  Wänden 
des  Ausflussgefässes  zusammenhängend   einen  Theil  des  letzteren 
bildet  (Fig.  709),  so  ergiebt  sich 
tig.  7Uif.  _  wjederum  aus  dem  Gesetze  des 

Schwerpunktes  —  dass  der  vom 
Wasserstrahle  auf  diese  Wand 
übertragene  Stossdruck  D  dem 
Reactionsdrucke  H  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sein  muss,  also  zu 
bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 
1075)  D  =  2tfh  =  ±fv\ 
Denn  wenn  eine  von  diesen  beiden  Kräften  grösser  wäre  als  die 
andere,  so  würde  der  Schwerpunkt  des  (in  horizontaler  Richtung 
frei  beweglich  vorausgesetzten)  Gefässes  in  der  Richtung  der 
grösseren  eine  beschleunigte  Bewegung  ausführen  müssen.  Eine 
solche  Beschleunigung  kann  aber  deshalb  nicht  stattfinden,  weil 
erstens:  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  —  bestehend  aus 
Gefäss  und  Wasser  zusammengenommen  —  die  Horizontal- 
Beschleunigung  Null  hat,  insofern  in  Bezug  auf  dieses  System 
keine  äussere  Horizontalkräfte  vorhanden  sind,  und  weil  zweitens: 
die  Horizontal-Beschleunigung  des  Schwerpunktes  der  Wassermasse 
ebenfalls  gleich  Null  ist,  insofern  bei  dem  vorausgesetzten  Be- 
harrungszustande stets  gleiche  Wassermassen  die  Horizontalge- 
schwindigkeit  c  in  der  Richtung  der  Strahl-Achse  annehmen  und 
verlieren. 
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Die  oben  gefundene  Gleichung  gilt  nicht  nur  für  den  Normal- 
stoss  gegen  eine  ebene  Fläche,  sondern  überhaupt  für  alle  solche 
Formen  und  Lagen  der  Stossflächon,  bei  denen  der  Winkel,  um 
welchen  die  einzelnen  Wassertheilchen  durch  den  Stoss  von  ihren 
ursprünglichen  Bewegungsrichtungen  abgelenkt  werden,  ein  rechter 
Winkel  ist.  Der  Stossdruck  nimmt  dagegen  einen  grösseren  oder 
kleineren  Wertb  an,  sobald  dieser  Ablenkungswinkel  grosser  oder 
kleiner  ist  als  ein  rechter  Winkel. 

Wenn  z.  B.  der  Ablenkungswinkel  180°  betragt,  wie  bei  dem 

in   Fig.  710  dargestellten   Falle,   so   kann   man   sich  den  ganzen 

Druck  D  als  aus   zwei  Theilen  zusammengesetzt  vorstellen:   der 

eine    Theil    ist    wie 

Fig.  710.  Fig.  711.  Deim      Normalatosse 

p>^^  gegen      eine      ebene 

J»k  Wand  zu  bestimmen 

]K\  und  hat  die  Grösse 

— tf  J?§§§3|||*1  — A     27/ft;    den   anderen 

jpPy  Theil  kann  man  als 

-W$r  Reactionsdruck     be- 

if^  trachten ,    und    zwar 

als  denjenigen  Reac- 
tionsdruck, welcher  dem  von  der  Stossfläche  zurückfliessenden 
Strahle  entspricht.  Dieser  letztere  Theil  hat  nach  Gleichung  1074) 
ebenfalls  die  Grössse  2-jfh,  da  sowohl  die  Geschwindigkeit  als 
der  Querschnitt  bei  dem  zurückfliessenden  Strahle  dieselbe  Grösse 
hat  wie  beim  zuüiessenden  Strahle.  Der  ganze  Stossdruck  hat 
also  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

1076)    D  =  4T/Ä  =  2  J-fv\ 

Wenn  statt  dessen  der  Ablenkungswinkel  die  Grösse  180" — <x 
hat  —  wie  bei  dem  in  Fig.  711  dargestellten  Falle  —  so  wird 
jener  zweite  Theü  gebildet  durch  die  Summe  aller  dem  stossenden 
Strahle  parallelen  Seitenkräfte  der  Reactionsdrücke,  welche  von 
den  einzelnen  abfliegenden  Wasserstrahlen  auf  den  gestossenen 
Körper  übertragen  werden,  oder  durch  die  Summe  der  Producte 
aus  diesen  Reactionsdrücken  in  den  gemeinschaftlichen  Factor 
cos  a.  Der  zweite  Theil  erhält  also  in  diesem  Falle  die  Grösse 
-■-  fv1 .  cos  a,  und  für  den  ganzen  Druck  in  der  Richtung  des 
stossenden  Wasserstrahles  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
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1077)     D  =  2  ifh  (1  +  cos  <x)  =  J-fv*  (1  +  cos  <x), 

in    welcher    die    beiden    vorigen    als    specielle    Fälle    enthalten 
sind. 


Capitel  XXIE 

Erfalirungsresiütate  über  Bewegungen  der 

Flüssigkeiten. 

§.  176. 

Geschwindigkeitscoefficienten ,  Contractionscoefficienten, 

Ausflusscoefficienten. 

Da  die  Voraussetzungen,  aus  welchen  im  vorigen  Capitel  die 
allgemeinen  Gleichungen  der  Ausflussbewegung  auf  theoretischem 
Wege  abgeleitet  wurden,  der  Wirklichkeit  nur  annäherungsweise 
entsprechen,  so  bedürfen  alle  jene  Gleichungen  noch  der  Cor- 
rectionen  mittelst  gewisser  Erlahrungscoefficienten.  um  Werthe  zu 
liefern,  welche  mit  den  Erfahrungsresultaten  übereinstimmen. 

Nach  §.  170  ist  die  der  Druckhöhen-Differenz  A  entsprechende 
theoretische  Ausflussgeschwindigkeit  gleiph  \/2gh  zu  setzen, 
wenn  die  Ausflussmündung  /  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Quer- 
schnittsfläche F  des  Ausflussgefässes.  Die  wirkliche  Ausflussge- 
schwindigkeit ist  unter  allen  Umständen  kleiner  als  die  theore- 
tische Ausflussgeschwindigkeit.  Um  die  wirkliche  Ausflussge- 
schwindigkeit zu  erhalten,  hat  man  daher  jene  theoretische  Ge- 
schwindigkeit \r2gh  noch  zu  multipliciren  mit  einem  gewissen 
Coefficienten  cp,  welcher  immer  kleiner  ist  als  Eins.  Dieser  Er- 
fahrungscoefficient  <p  wird  der  „Geschwindigkeitscoefflcient"  ge- 
nannt.    Die  wirkliche  Ausflussgeschwindigkeit  ist  demnach: 

1078)  v  =  f  1/27Ä . 
Bei  der  theoretichen  Bestimmung  der  Ausflussmenge  wurde 
im  vorigen  Capitel  als  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden 
Wasserstrahles  durchgehends  die  Mündungsfläche  /  selbst  be- 
trachtet. Auch  diese  Annahme  bedarf  in  der  Regel  noch  der 
Correction  mittelst  eines  gewissen  Erfahrungscoefficienten ,  inso- 
fern der  ausfliessende  Strahl  meistens  in  einer  gewissen  Ent- 
fernung ausserhalb  der  Mündung  auf  einen  kleineren  Querschnitt 
sich  verengt.     Wegen  dieser  sogenannten  „Contraction"  des  aus- 
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fressenden  Strahles  ist  als  Querschnitts  flache  desselben  eine 
Grösse  in  Rechnung  zu  bringen,  welche  man  erhält,  indem  man 
die  Mündungsfläche  /  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Coeffi- 
cienten  a,  welcher  kleiner  ist  als  Eins.  Dieser  Erfahrungscoeffi- 
cient  a  wird  der  „ContraotioilBCOefficient"  genannt.  Wenn  die 
wirksame  Druckhöhe  an  allen  Stellen  der  Ausmündung  dieselbe 
Grösse  hat  —  wie  z.  B.  beim  Ausflusse  aus  einer  Oeffnung  in 
der  horizontalen  Bodenwand  —  so  erhält  man  demnach  die  wirk- 
liche Ausflussmenge,  indem  man  die  Grösse  a  ./,  als  Querschnitts- 
fläche des  ausfliessenden  Strahles,'  multiplicirt  mit  der  Grösse 
<f  .  \/2gh,  als  der  wirklichen  Ausflussgeschwindigkeit,  d.  h.  aus 
der  Gleichung: 

1079)     M  =  («  ./)  (f  .  y*jk)  =  («•?)(/-  /*?*)• 
In  dieser  Gleichung  bedeutet / \/2gk  die  theoretische  Ausfiuss- 
menge,  und  das  Product: 

1080)  a  .  <p  =  u. 
als  diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  die  theoretische  Ausflussmenge 
zu  multipliciren  hat,  um  die  wirkliche  Ausflussmenge  zu  erhalten, 
wird  der  „Ausßusscoefficient"  genannt.  Wenn  dieser  Ausfluss- 
coefficient  u.  aus  directen  Versuchen  bekannt  ist,  so  kann  daher 
die  wirkliche  Ausflussmenge  auch  berechnet  werden  aus  der  Glei- 
chung: 10gl)    Wp.fVfpi. 

Eine  sogenannte  „vollkommene  Contraction"  findet  statt  beim 
Ausflusse  aus  einer  Oeffnung  in  ebener  „dünner  Wand"  (oder  einer 
Oeffnung  in  ebener  dicker  Wand  mit  von  aussen  her  zugeschärften 
Rändern),  wenn  zugleich  die  Weite  der  Oeffnung  gering  ist  im  Ver- 
bältniss  /um  Abstände  derselben  von  der  nächstliegenden  Gefäes- 
kanle  und  zur  Druckhöhe.  Bei  vollkommener  Contraction  des 
Wasserstrahles  ist  im  Mittel  der  Contractionscoefficient  a  =  0,64 
zu  setzen  und  der  Geschwin- 
Fig.  712.  digkeitscoefficient  7  =  0,97, 

-  &ÄMfr)i-  .'.'-..    vom  Durchmesser  £>  hat  der 

kleiuste  Querschnitt  des  con- 
trahirten  Strahles  ungefähr  den  Abstand  0,5  D  von  der  Mündung 
und  den  Durchmesser  0,8  D  (Fig.  712j.   Wenn  die  Ausflussöffnung 
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in  diesem  Falle  noch  mit  einem  kurzen  Ansatzrohre  von  der 
Länge  0,5  D  versehen  wird,  dessen  Längenprofll  ungefähr  die 
Form  des  contrahirten  Wasser- 
_  *_]         '  Strahles  hat,  so  wird  dadurch  die 

Ausflussbewegung  nicht  wesent- 
lich verändert.  Für  gut  abge- 
"  ■"■■"■■"  rundete  Ausflussmündungen  von 
der  in  Fig.  713  dargestellten  Form 
kann  daher  a  =  1  und  y  =  0,97 
gesetzt  werden. 
Die  aus  rechteckiger  Ausflussöffnung  in  vertikaler  dünner 
Wand  (Fig.  693  und  Fig.  694)  pro  Secunde  ausfliessende  Wasser- 
menge  kann  man  bestimmen,  indem  man  die  der  Druckhöhe 
A0  =  — i—  des  Schwerpunktes  derselben  entsprechende  theore- 
tische AasflusBgeschwindigkeit  ]/2<jA0  —  als  eine  von  der  mittleren 
Geschwindigkeit  der  ausfliessenden  WasBertheilchen  nur  wenig 
abweichende  Grösse  —  mit  der  Mündungsfläche  multiplicirt,  und 
den  auf  Bolche  Weise  gefundenen  Werth  mittelst  eines  Erfahrungs- 
coefficienten  u.„  corrigirt,  welcher  aus  direct  zu  diesem  Zwecke 
anzustellenden  Versuchen  zu  ermitteln  ist  Man  erhält  also  für 
diesen  Fall  die  Gleichung: 

1083)    M  =  u0.6(ff-  k).Y2gh0, 
in   welcher   (als  Mittelwerth)  der  Erfahrungscoefficient  ]a0  =  0,62 
gesetzt  werden  kann.     (Die  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der- 
selbe variirt,  sind  0,572  und  0,705). 

Bei  einem  in  verticaler  dünner  Wand  angebrachten  recht- 
eckigen Einschnitte,  welcher  bis  zum  Wasserspiegel  hinaufreicht, 
würde  nach  §.  171  die  Ausflussmenge  zu  bestimmen  sein  aus  der 

Gleichung :  

1084)     M=ip.{bH).yjgB 
oder,   wenn   darin   der   numerische   Coefficient    Ju.  =■  u.,    gesetzt 
wird,  aus  der  Gleichung: 

1085)    M  =  v,i.(bS).y2gH, 
in   welcher   (als  Mittelwerth)   der  Erfahrungscoefficient  (x,  =  0,4 
gesetzt  werden   kann.     (Die  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der- 
selbe variirt,  sind  0,385  und  0,433.) 

Setzt  man  z.  II.  b  =  4"  und  H—Q"\H4,  eo  erbalt  man  die  Ausfluea- 

M  =  0,4 . (4 . 0,144)  V 2. 9,8. 0,144  =  0,387  Cubikmeter  pro  Secunde. 
Wenn   in  einem  Canale  oder  Flusse  das  Wasser   mittelst  einer  durch  das 
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Querprofil  desselben  hindurchgelegten,  oben  mit  einem  rechteckigen  Einschnitte 
von  der  Breite  b  =  4m  versehene  Querwand  aufgestauet  wird,  so  dauert  das 
Steigen  des  Wasserspiegels  oberhalb  dieser  Staustelle  so  lange  fort,  bis  durch 
jenen  Wandeinschnitt  eben  so  viel  Wasser  abfliesst,  als  vorher  in  dem  unge- 
stauten Flusse  in  jeder  Secunde  an  dieser  Stelle  vorbei  fioss.  Wenn  also  die 
vorher  von  dem  Flusse  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  0,387  Cubik«- 
meter  betragen  hätte,  so  würde  der  Wasserspiegel  bis  zur  Höhe  H  =  0"\144 
Aber  der  Ueberfallskante  steigen,  und  umgekehrt:  wenn  diese  Höhe  H=0m,144 
aus  directer  Beobachtung  sich  ergeben  hatte,  so  würde  hieraus  folgen,  dass 
die  von  dem  Flusse  in  jeder  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  0,387  Cubik- 
meter  betrug. 

Die  Contraction  des  aussfliessenden  Wasserstrahles  ist  eine 
unvollkommene  oder  partielle,  wenn  die  Ausflussöffnung  längs 
eines  Theiles  ihres  Umfanges  von  Wänden  umgeben  oder  einge- 
gefasst  ist,  durch  welche  längs  dieses  Theiles  des  Umfanges  die 
Contraction  verhindert  wird.  Wenn  mit  U  der  ganze  Umfang 
und  mit  n .  U  der  eingefasste  Theil  desselben  bezeichnet  wird, 
so  ist  der  Ausflusscoefficient  für  diesen  Fall  zu  bestimmen  aus 
der  Erfahrungsformel: 

1086)    jjl„  =  (l-f-0,15.n)p, 

in  welcher  u.  den  Ausflusscoefficienten  für  vollkommene  Con- 
traction bezeichnet. 

Wenn  z.  B.  in  der  horizontalen  Bodenwand  eines  parallelepipedischen 
Gefasses  eine  rechteckige  Ausflussöffnung  in  einer  der  4  Ecken  des  Gef&sses 
sich  befindet,  so  ist  die  Hälfte  ihres  Umfanges  von  den  zwei  verticalen  Seiten- 
wänden als  eingefasst  zu  betrachten ,  also  n  =  ±  und  f*n  =  (1  +  0,075)  ja  zu 
setzen,  und  wenn  hierin  für  p  der  in  Gleichung  1082)  angegebene  Mitttel- 
werth  substituirt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Ausflusscoefficienten  der  Werth 
K-n  =  0,687. 

Eine  unvollkommene  Contraction  findet  auch  dann  statt,  wenn 

die  Querschnittsfläche  des  Ausflussgefässes  in  unmittelbarer  Nahe 

der  Mündung 'die  Fläche  der  letzteren  verhältnissmässig  nur  wenig 

an   Grösse  übertrifft.     Wenn  mit.  F  die  in  unmittelbarer  Nähe 

der  Mündung  gemessene  Querschnittsfläche  des  Ausflussgefässes, 

und  mit  n.F  die  Ausflussöffnung  .bezeichnet  wird,  so  ist  (nach 

Weisbach)  für  rechteckige  Mündungen  der  Ausflusscoefficient  zu 

bestimmen  nach  der  Erfahrungsformel:    ' 

1087)    ^  =  [1  +  0,076  (9»  -  1)]  u-, 

und  für  kreisförmige  Ausflussöffnungen  nach  der  Formel: 

1088)    u.n  =  [1  -f-  0,04564  (14,821°  -  1)]  jjl. 


Ausflugs  dei  Wassers  durch  Röhrenlei langen. 


§•  177. 
Aasfluss  des  Wassers  durch  Rohrenleitungen. 
Nach  §.  174  hat  der  Druckhölien- Verlust,  welcher  beim  plötz- 
lichen Uebergange  aus   der  dem   engeren   Querschnitte  n ./  ent- 
sprechenden  grösseren    Geschwindigkeit   V  in    die    dem  weiteren 
Querschnitte  /  entsprechende  kleinere  Geschwindigkeit  «  entsteht, 
die  Grösse        ~       ,  und  das  Verhältniss  der  beiden  Geschwin- 
digkeiten  V  und  v   ist   gleich   dem  umgekehrten  Verhältniss  der 
betreffenden  Querschnitte  zu  setzen.  Wenn  der  verengte  Querschnitt 
an  der  Eintritts  -  Stelle  sich  befindet  und  durch  eine  Oeffnung  in 
„dünner    Wand"    gebildet 
Fig.  714.  wird,    so    ist   wegen    der 

dabei  stattfindenden  Con- 
tractu)« des  durchfliessen- 
den  Wasserstrahles  statt 
der  wirklichen  Durchfluss- 
öffnung n  .  f  die  Quer- 
schnittsfläche a.n.f  des 
contrahirten  Wasserstrah- 
les in  Rechnung  zu  bringen 
(Fig.  714).  Für  den  Drnck- 
höhen-Verlust  ergiebt  Bich 
jg  also  in  diesem  Falle  der 
Werth: 

1089)  ,.  _  ü£äi  =  £  (i-i)". 

Diese   Gleichung  zeigt,  dass  der  Druckhöhen- Verlust  j0  propor- 


schwiudigkeit  v  entspricht,  and  dass  man,  um  denselben  zu  be- 
stimmen, jene  Geschwindigkeitshöhe  zu  multipliciren  hat  mit 
einem  Coefficienten : 

1090)    Mj.  —  l)'  =  Co  > 

welcher  der  „Widerstandscoefficient"  genannt  wird,  und  entweder 
aus  der  obigen  Gleichung  nach  Substitution  der  Werthe  von  a 
und  n  berechnet,  oder  auch  durch  directe  Versuche  bestimmt 
werden  kann.  Für  n  =  1  kann  als  Mittelwert«.  C0  =  0,5  gesetzt 
werden. 

Bei  grösserer  Länge  des  Ausflussrohres  ist  ausserdem  noch 
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ein  anderer  Druckhöhen- Verlust  in  Abrechnung  zu  bringen,  näm- 
lich derjenige,  welcher  durch  die  Reibung  des  Wassers  an  den 
Wänden  der  Röhre  verursacht  wird.  Dieser  von  der  Reibung 
herrührende  Druckhöhen- Verlust  j  ist  annäherungsweise  ebenfalls 
proportional  jener  Geschwindigkeitshöhe  zu  setzen,  hängt  aber 
ausserdem  ab  von  der  Länge  l  sowie  von  dem  Durchmesser  d 
des  (cylindrisch  vorausgesetzten)  Ausflussrohres  und  ist  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

1091>  »«<!£, 

in  welcher  als  Mittelwerth  für  den  Reibungs  -  Widerstandscoeffi- 
cienten  C  der  Werth  0,02  gesetzt  werden  kann.  Der  genauere 
Werth  desselben  ist  (nach  Weisbach)  zu  berechnen  aus  der 
Erfahrungsformel : 

1092)    C  =  0,01439  +  °'0<*%711  , 

welche  zeigt,  dass  jener  Mittelwerth  C  =  0,02  einer  Geschwindig- 
keit von  etwa  3  Metern  pro  Secunde  entspricht. 

Um  die  wirkliche  Geschwindigkeit  v  zu  berechnen,  mit  welcher 
das  Wasser  aus  dem  Gefässe  A  nach  dem  Gefasse  B  durch  die 
Röhrenleitung  abfliesst,  hat  man  sich  die  ganze  wirksame  Druck- 
höhe h  in   drei  Theile  zerlegt  zu  denken,  von  denen  der  erste 

Theil  -0—  auf  Erzeugung  der  Geschwindigkeit  v,  der  zweite  Theil 

}0  auf  Ueberwindung  des  Widerstandes  an  der  Eintrittsstelle,  und 
der  dritte  Theil  j  auf  Ueberwindung.  der  Reibungswiderstände 
verwendet  wird.     Man  erhält  also  die  Gleichung: 


1093)    t;  =  |/    ,  2gh 


+c+c4" 


Wenn  z.  B.  h  =  1»,  l  =  lOO"»,  d  ==  0-2  and  der  Widerstandscoeffident 
für  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Röhrenleitung  Co  =  0,5  gesetzt  wird 
(entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  an  der  Eintrittsstelle  eine  Querschnittaver- 
engung  nicht  vorbanden  ist),  so  erhält  man  nach  Substitution  des  Mittelwerthes 
C  =  0,02  aus  obiger  Gleichung  zunächst  den  Arinäherungswerth  v  =  1"\3. 
Diesem  Werthe  von  v  würde  nach  Gleichung  1092)  der  Widerstandscoeffident 
C  =  0,0227  entsprechen ,  und  nach  Substitution  desselben  in  Gleichung  1093) 
erhält  man  nunmehr  durch  eine  zweite  Rechnung  den  genaueren  Werth: 
v  =  lm,236.  Eine  nochmalige  Wiederholung  dieser  Correction  fahrt  endlich 
zu  dem  noch  genaueren  Werthe  v  =  lm,231.  Für  die  pro  Secunde  ab- 
fliessende  Wassermenge  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth: 

M  =  1  d*  7t  v  =  1 . 0,2* .  3,14 . . .  1,231  =  0,03867  CubikmSteY. 
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Wenn  an  irgend  einer  Stelle  diej  Röhrenleitung  einen  Winkel 
bildet,  so  ist  ausser  den  vorigen  Widerständen  noch  derjenige 
Druckhöhen  -  Verlust  in  Rechnung  zu  bringen,   welcher  entsteht 

an  der  Stelle,    wo  die  Wassertheilchen  aus 
rig.  71o.  einer  Richtung  plötzlich  in  eine  andere  Richtung 

überzugehen  gezwungen  sind.  Der  für  diesen 
Verlust  in  Rechnung  zu  bringende  Wider- 
standscoefficient  C,  hängt  ab  von  der  Grösse 
des  Ablenkungswinkels  28  (Fig.  715)  und  ist  (nach  Weisbach) 
zu  berechnen  aus  der  Erfahrungsformel: 

1094)    C,  =  0,9457  sin  8*  -f  2,047  sin  84. 

Für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhrenleitung  er- 
giebt  sich  demnach  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

1095)    *  =  ^(l  +  Co  +  C1  +  ci:)  oder  .-^--J^-T. 

Wenn  z.  B.  der  ganze  Ablenkungswinkel  2  8  =  90°  ist,  so  ergiebt  sich 
für  den  betreffenden  Widerstandscoefficienten  der  Werth  Ci  =  0,9846,  und 
für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhrenleitung  erhalt  man  alsdann 
bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Zahlenwerthen  —  mit  Berück- 
sichtigung des  in  Bezug  auf  den  Coefficienten  C  erforderlichen  Corrections- 
verfahrens  —  den  Werth  v  =  lm,183.  Die  pro  Secunde  abfliessende  Wasser- 
menge hat  also  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

M  =  \  .  0,2* .  3,14. . .  1,183  =  0,037165  Cubikmeter. 

Die  obigen  Gleichungen  setzen  voraus,  dass  die  Ausfluss- 
öffnung, durch  welche  das  Wasser  am  Ende  der  Röhrenleitung 
aus  derselben  hinausfliesst ,  mit  dem  Querschnitte  der  Röhren- 
leitung selbst  gleichen  Flächeninhalt  hat.  Wäre  dagegen  der 
Röhrenquerschnitt  n-mal  so  gross  als  die  Ausflussöffnung,  so 
würde  —  falls  die  letztere  so  geformt  ist,  dass  der  Ausfluss  ohne 
Contraction  erfolgt  —  für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  längs 

der  Röhrenleitung  der  Werth  —  zu   substituiren   sein,  und  für 

die   Ausflussgeschwindigkeit  v  ergiebt    sich  in   diesem  Falle  die 
Gleichung : 

1096,  »_£(,+S,+J|+i^)  „der  .«/«J»  . 

Wenn  z.  B.  die  Flache  der  Ausflussöffnung  halb  so  gross  wäre  als  die 
Querschnittsfläche  der  sonst  überall  gleich  weiten  Röhrenleitung,  so  würde  in 
Qfeser  Gleichung  n  =  2  zu  setzen  sein.  Mit  Beibehaltung  der  in  dem  vorigen 
Beispiele  gewählten  Zahlenwerthe  erhielte  man  in  diesem  Falle  für  die  Aus- 

RiUer,  Mechanik.  45 
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flussgeschwindigkeit  den  Werth  v  =  ^ld ,  und  für  die  pro  Secunde  aus- 
fliessende Wassermenge  den  Werth :  M  =  \  d8 n  v  =  0,033458  Cubikmeter. 

§.  178. 
Ausfluss  der  Luft. 

Die  in  §.  170  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Wassers 
gefundene  allgemeine  Gleichung  1031) 

.  -  YMfzJ)  =  YüW1?) 

kann  auch  zur  Bestimmung  der  Ausflussgeschwindigkeit  der  Luft 
benutzt  werden,  sobald  die  Differenz  zwischen  dem  Drucke  P  im 
Inneren  des  Ausflussgefässes  und  dem  Drucke  p  ausserhalb  des- 
selben so  klein  ist,  dass  die  beim  Ausflusse  erfolgende  Aenderung 
der   Dichtigkeit   (und  der  Temperatur)   unberücksichtigt   bleiben 

darf.     Der  Quotient  —  hängt  ab  von   der  im  Inneren  des  Ge- 

fässes  vorhandenen  Temperatur  t  und  hat  nach  Gleichung  956) 
die  Grösse: 

-£  =  C  (273  +  0  =  29>27  (273  +  0. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit die  Gleichung: 

1097)    v  =  ^2g  .  29,27  (273  -f  t)  (l  -  -J). 

n  0  7fift 

Setzt  man  hierin  z.B.  t  =  +  20°  (Celsius)  und  -y  =  ftT8fift  —  ent- 
sprechend dem  Aasflasse  ins  Freie  beim  Barometerstande  0*,760  aas  einem 
Gefasse,  in  welchem  der  Quecksilber- Manometer -Stand  0m,800  betragt  —  so 
erhalt  man  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  den  Werth  v  =  91",7.     Nach 

§.  161   hat  die  im   Gefasse  enthaltene  Luft  pro  Cubikmeter  das  Gewicht: 

0  800       273 
1,203  .     ^  .  ^~  =  1,268  Kil.    Wenn  die  Ausflussöffnung  eine  Kreisfläche 

ist  vom  Durchmesser  d  =  O^Ol  and  der  Ausfluss  ohne  Contraction  erfolgt 

so  hat  die  pro  Secunde  ausfliessende  Luftmasse  das  Gewicht :  0  =  T  — ~r~ 

=  0,00913  Kil.     Für  den   Fall,  dass  der  Ausfluss  durch  eine  Oeffnung  ' 
dünner  Wand  erfolgt,  würde  wegen  der  dabei  stattfindenden  Contraction  d 
obige  Werth  noch  mit  der  Grösse  p.  =  0,6  (als  mittlerem  Ausflusscoefficienf 
für    Oeffnungen  in   dünner  Wand)  zu  multipliciren,  also  Q  =  0,6  .  0,09 
=  0,00548  Kil.  zu  setzen  sein. 

Bei  geringer   Grösse    der  Druckdifferenz  P — p  können 
den  Ausfluss  der  Luft  durch  längere  Röhrenleitungen  ebenfalls 
selben   Gleichungen    benutzt  werden,    welche    im  vorigen   P 
graphen  für  den  Ausfluss  des  Wassers  gefunden  wurden,  sc 
in  jenen  Gleichungen  statt  der  Druckhöhen-Differenz  h  «J 
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die  Grösse -F-  substituirt  wird,  als  die  jener  Druckdifferenz 

entsprechende  Druckhöhe  —  gemessen  durch  eine  Luftsäule  von 
überall  gleicher  Dichtigkeit.  Für  den  Ausfluss  durch  eine  cylin- 
drische  geradlinige  Röhrenleitung,  deren  Querschnittsfläche  n-mal 
so  gross  ist  als  die  Fläche  der  am  Ende  der  Röhrenleitung  be- 
findlichen (gehörig  abgerundet  vorausgesetzten)  Ausflussmündung 
erhäjt    man    daher    nach    Gleichung    1096),    indem    man    darin 

Cj  =  0  und  A  = 2-  setzt,  die  Gleichung: 

T  y"2^\    tnJTBJ    d)" 

welche   nach  Substitution  des  Werthes —  =  —  ( 1  — £- ) . 

=  29,27  (273  -f-  9  ( 1  ~  ~^-)i  für  v  aufgelöst,  die  Form  annimmt: 

„  _  i/iT**  <w + o  (TT) 

Y  1    .    Jo      ,    i_I 

1  ^  n2    ^  n»    d 

In  dieser  Gleichung .  ist  als  Mittelwerth  des  Widerstandscoeffi- 
cienten  der  Reibung  der  Coefficient  C  =  0,024  zu  setzen.  Der 
Einfluss  des  Widerstandscoefficienten  C0  &*  den  Eintritt  in  die 
Röhrenleitung  ist  bei  längeren  Röhrenleitungen  so  gering,  dass 
für  denselben  ohne  Bedenken  der  im  vorigen  Paragraphen  für 
die  Bewegung  des  Wassers  benutzte  Werth  C0  =  0,5  gesetzt 
werden  darf. 

Wenn  z.  B.  t  =  +  20°  (Celsius),    -^  =  -»^ ,    Z  =  100",    d  =  0»1 

und  n  =  2'  =  4  ist  (entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  der  Mflndungs- 
durchme8ser  halb  so  gross  ist  als  der  Durchmesser  der  Röhrenleitung),  tter- 
giebt  sich  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  der  Werth  v  =  57m,65  und  für  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Luft  längs  der  Röhrenleitung  sich  bewegt, 

der  Werth  —  =  14,41.     Das  Gewicht  der  pro  Secunde  ausfliessenden  Luft- 

n                                   d1 7t      v 
masse  hat  also  die  Grösse:  Q  =  y  — z =  0,113  Kil. 

x       '     4        n         ' 

§.  179. 

Gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Gerinnen 

und  Canälen. 

Ein  Gerinne  oder  Canal  von  überall  gleichem  Wasser-Quer- 
schnitt kann  betrachtet  werden  als  eine  prismatische  Röhren- 
leitung, an  welcher  die  obere  Röhren -Wand  überall  fehlt  und 
durch  die  freie  atmosphärische  Luft  ersetzt  ist.     Für  die  gleich- 

45* 
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förmige  Bewegung  des  Wassers  in  einem  solchen  Canale  gelten 
daher  —  abgesehen  von  den  numerischen  Werthen  der  be- 
treffenden Erfahrungscoefficienten  —  dieselben  Gesetze,  welche 
in  §.  177  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  einer  überall  gleich 
weiten  Röhrenleitung  gefunden  wurden. 

Der  Druckhöhen  -Verlust  A,  welcher  durch  die  Reibung  des 
Wassers  an  den  Wänden  einer  cylindrischen  Röhrenleitung  ver- 
ursacht wird,  hat  nach  Gleichung  1091)  die  Grösse: 

ist  also  unter  sonst  gleichen  Umständen  proportional  dem  Ver- 
hältniss: 


~d   ~  M*«PiJ  _  * 


Umfang 


=  *• 


U 


Querschnittsfläche  4  "   F 

Es  kann  daher  nach  entsprechender  Abänderung  des  numerischen 
Werthes  des  Erfahrungscoefficienten  C  der  obigen  Gleichung  auch 
die  Form  gegeben  werden: 

1099) 


v 


h  =  «-Y  U 


Fig.  716. 


Diesen    durch   Reibung    verursachten   Druckhöhen  -  Verlust  kann 
man  sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  auf  die  Röhrenleitung 

am  Anfangspunkte  A  und  am  End- 
punkte B  der  Strecke  AB  =  l  ver- 
ticale  Röhren  (Piezometer)  aufgesetzt 
denkt,  deren  Wasserstandshöhen  die 
an  diesen  beiden  Stellen  gegen  die 
obere  Röhrenwand  wirkenden  hydrau- 
lischen Drücke    anzeigen  (Fig.  .716). 

Das  Verhältniss: 

U   v* 

ist  dasjenige  Gefälle,  welches  der  Röhrenleitung  pro  Längeneinheit 
ihrer    Länge    gegeben    werden  müsste,    wenn   der   hydraulische 

Druck  gegen  die  obere  Röhrenwand 
überall  .gleich  gross,  und  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wassers  in  der 
Röhrenleitung  —  bei  gegebener  Druck- 
höhe über  der  Eintrittsstelle  und 
gleichfalls  gegebener  Druckhöhe  über 
der  Ausflussmündung  —  unabhängig 
von  der  Länge  derselben  sein  soll 
(Fig.  717). 


4  =  < 


Fig.  717. 
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Für  den  Fall,  dass  der  von  jenen  Piezometern  angezeigte 
hydraulische  Druck  gleich  dem  atmosphärischen  Drucke  ist,  würde 
die  obere  Röhrenwand  überall  hinweggenommen  werden  können, 
ohne  dass  dadurch  jener  Druck  verändert  würde.  Da  die  Reibung 
des  Wassers  an  der  oberen  Röhrenwand  alsdann  wegfallt,  so  ist 
für  diesen  Fall  statt  des  ganzen  Querschnitts-Umfahges  U  nur 
derjenige  Theil  P  desselben  in  Rechnung  zu  bringen,  welcher  den 
noch  übrig  bleibenden  Wandflächen  entspricht  —  so  weit  die- 
selben vom  Wasser  benetzt  sind  —  und  welcher  das  „ Wasser- 
Profil  oder  der  „Wasser -Perimeter"  genannt  wird.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  gleichförmigen  Bewegung  des  Wassers  in  einem 
solchen  offenen  Gerinne  oder  Ganale  ist  daher  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

1100)     h  =  af-f-     oder    „  =  j/Ig£, 

ln  welcher  h  das  ganze  Gefälle  der  Strecke  AB  =  Z,  oder  die 
Höhendifferenz    zwischen    den    beiden    Punkten    A   und  B   des 
„.     71R  Wasserspiegels  bezeichnet  (Fig.  718). 

^"         "  Der  Widerstandscoefficient  C  ist  — 

h  wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in 
jg§£;£  Röhrenleitungen  —  nicht  ganz  constant, 
sondern  bei  kleineren  Geschwindigkeiten 
etwas  grösser  als  bei  grösseren  Ge- 
schwindigkeiten und  variirt  zwischen  den  Grenzen  0,01  und  0,0075. 
Der  genauere  Werth  desselben  ist  zu  berechnen  mittelst  der  Er- 
fahrungsformel : 

1 101)    C  =  0,007409  (l  +  49^5?. J . 

Solange  die  Geschwindigkeit  t;  nicht  bekannt  ist,  kann  als  vor- 
läufiger Annäherungswerth  C  =  0,008  gesetzt  werden  (ent- 
sprechend einer  mittleren  Geschwindigkeit  von  0,734  Metern  pro 

Secunde). 

Bei  den  in  Fig.  719  angegebenen  Dimensionen  de»  Querprofiles  ergiebt 
sich  für  den  Wasser- Perimeter  der  Werth:  P  =  AC+CD  +  DB  =  12m. 

und   für   den  Querschnitt    des 

Fig.  719.  fliessenden  Wassers  die  Grösse: 

E^^.  #  ^-v-  :     ^=14,928  Quadratmeter.  Wenn 

-^W^-,  'iC T''ZZrfüß$$     das  Gefalle   auf  einen  Meter 

"    ■ 5^UK   i_"  bJP^  Lang*  0,0005  Meter  beträgt,  so 

■*ww"  i8t  7  =  löW  M  8Ctzen'  und 

für  die  mittlere  Geschwindigkeit  erhält  man  aus  Gleichung  1100)  nach  Sub- 
stitution  des   Mittelwerthes    C  =  0,008    zunächst    den    Annäherungswerth: 
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o  —  1",286.  Dieser  Geschwindigkeit  entspricht  Dach  Gleichung  1101)  der 
WiderstandscoefBcicnt  C  =  0,00776,  und  nach  Substitution  desselben  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  den  genaueren  Werth:  v  =  l™,25d.  Die  von 
dem  Canaie  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  hat  also  die  Grösse: 
M=F.v  =  14,928.1,254  =  18,72  Cubikmeter.  , 

Wenn  bei  unverändert  bleibendem  Gefälle  die  Wassertiefe  in  der  Mitte 
aberall  von  2°  bis  auf  3m  steigt,  so  nimmt  der  Wasserperimeter  die  Grösse 
Pi  =  AiC+CD  +  DB,  =  16"  an,  und  der  Wasserquerechnitt  die  Grosse 
Fi  =  27,588  Quadratmeter.  Nach  Substitution  dieser  Wertbe  erhalt  man  für 
die  neue  Geschwindigkeit  »,  anf  gleiche  Weise  wie  im  vorigen  Falle  den 
Werth:  v,  =  lm,482,  und  für  die  pro  Secunde  vorbeifliesaende  Wassermenge 
den  Werth:  M,  =  40,885  Cubikmeter. 

§.   180. 

Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  -einem  geradlinigen  prismati- 
schen Canaie  ist  eine  gleichförmige,  wenn  der  Wasserquerschnitt 
überall  dieselbe  Grösse  hat.  Betrachtet  man  den  Canal  als  einen 
AbfliiBscanal,  durch  welchen  das  Wasser  aus  einem  höher  liegen- 
den Wasser-Bassin  A  nach  einem  tiefer  liegenden  Wasser-Bassin 
B  aböiesst,  so  findet  man,  dass  die  Bewegung  des  abfliessenden 
Wassers  so  lange  eine  gleichförmige  sein  wird,  als  die  Höhe  des 
Wasserspiegels  A  über  dem  Boden  des  Canales  an  der  Eintritts- 
stelle dieselbe  Grösse  hat  wie  die  Höhe  des  Wasserspiegels  B 
über  dem  Boden  des  Ganales  an  der  Ausfiussmündung  (Fig.  720). 
Die  Bewegung  wird  auch 
l9-     *Ä/"  dann     noch    eine    gleich- 

förmige bleiben,  wenn  beide 

tet^T|"  *- ... ...?. Wasserspiegel  tun  eine  und 

-*H, dieselbe     Grösse     steigen 

I  oder  fallen.  Die  Bewegung 
..;  j  wird    dagegen     eine     un- 
-  gleichförmige  sein,   wenn 
nur  einer  von  den  beiden 
Wasserspiegeln  eine  andere 
Höhenlage  annimmt,  also  z.  B.  in  dem  Falle,  wenn  der  Wasser- 
Spiegel  B  um  eine  gewisse  Grösse  sinkt,  während  in  dem  oberen 
Bassin  A   der  Wasserspiegel   die    frühere  Höhenlage  beibehält. 
Da  nach  eingetretenem    Beharrungszustande   durch  jeden   Quer- 
schnitt die  gleiche  Wassermenge  M  pro  Secunde  bindurebfliesst, 
so  muss  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  dem  grösseren  Quer- 
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schnitte  an  der  Eintrittsstelle  in  den  Canal  kleiner  sein  als  in 
dem  kleineren  Querschnitte  an  der  Ausflussmündung  desselben; 
folglich  ist  die  Bewegung  des  Wassers  in  diesem  Falle  eine  be- 
schleunigte. Das  ganze  Gefalle  —  d.  h.  die  Höhendifferenz  der 
beiden  Wasserspiegel  A  und  Bx  —  ist  in  diesem  Falle  grösser 
als  dasjenige  Gefälle,  welches  zur  Ueberwindung  der  Reibungs- 
widerstände oder  zur  Erhaltung  einer  gleichförmigen  Bewegung 
ausreichen  würde,  und  dieser  Ueberschuss  ist  es,  welcher  die 
Beschleunigung  hervorbringt. 

Um  die  Bewegung  längs  des  Theiles  x  der  ganzen  Canal- 
strecke  zu  bestimmen  (Fig.  721),  hat  man  sich  das  ganze  Gefälle 

dieser  Strecke  —  d.  h.  die  Höhen- 
j*%q.  /Ji.  differenz  z  zwischen    den    beiden 

^2^-"- :         Punkten  Pt  und  P,  des  Wasser- 

l**ISs§§8fe5^         £         spiegeis  —  in  zwei  Theile  zerlegt 

^BS^^^^p^^^iß      zu  denken,    von  denen  der  eine 

^suioSä^^^^^^^^i       (nach  Gleichung  1100  zu  berech- 

"Tj*  "-xsj^        nende    Theil)    auf   Ueberwindung 

der  längs  dieser  Strecke  wirkenden 
Reibungs  -  Widerstände   verwendet   wird,    und  der  andere  Theil 

* -^-  die  Geschwindigkeit  des  fliessenden  Wassers  von  der 


2g         2g 

Grösse  v,   bis  auf  die  Grösse  v,  erhöht.     Man  erhält  also  die 

Gleichung: 

1102)    .-C.*.jL  +  --L-«L. 

In  dieser  Gleichung  ist  für  eine  jede  der  drei  Grössen  F,  P  und 
v  der  mittlere  Werth  resp.  des  Wasserquerschnitts,  des  Wasser- 
perimeters und  der  Geschwindigkeit  längs  der  Strecke  x  zu  Sub- 
stituten —  d.  h.  für  eine  jede  das  arithmetische  Mittel  von  den 
zwei  Werthen,  welche  den  beiden  Endpunkten  dieser  Strecke 
entsprechen.  Wenn  also  mit  Fx  und  F2  resp.  die  Querschnitts- 
flächen   an  den  beiden   Endpunkten  bezeichnet  werden,    so  ist 

F  =      1  p     *    zu  setzen.     In   gleicher  Weise  ist    der  mittlere 

P  -4-  P 
Wasserperimeter  P  =  — *  ^     2  zu  setzen.   Die  pro  Secunde  vor- 

beifliessende  Wassermenge  hat  die  Grösse  M  =  Ft vt  =  F^vt; 
also  ist  vt  =  -=-  und  v,  =  -=-,  folglich  die  mittlere  Geschwin- 
digkeit t;  =  Vl+V*  =  ~  (~  +  -jr)  zu  setzen.  Nach  Sub- 
stitution dieser  Werthe  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 
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Sind  die  Wasserquerschnitte  an  den  beiden  Endpunkten  der 
Strecke  x  nebst  der  von  dem  Canale  pro  Secunde  fortzuführenden 
Wassermenge  M  gegeben,  so  kann  aus  dieser  Gleichung  das  er- 
forderliche Gefälle  des  Wasserspiegels  berechnet  werden;  ist  statt 
dessen  ausser  jenen  beiden  Querschnitten  das  Gefalle  z  gegeben, 
so  kann  die  obige  Gleichung  auch  umgekehrt  zur  Berechnung  der 
Wassermenge  M  benutzt  werden. 

Wenn  bei  der  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  gewählten  Profil-Form 
(Fig.  719)  die  Wassertiefe  am  oberen  Ende  einer  bestimmten  Strecke  3  Meter, 
am  unteren  Ende  2,95  Meter  betragt,  so  ist  F,  =  27,588,  P,  =  16  und  1\ 
=  26,868 ,  P,  =  15,8  zu  setzen.  Wenn  ferner  die  Lange  dieser  Strecke  die 
Grösse  x  =  100  Meter,  und  das  Gefalle  des  Wasserspiegels  längs  derselben 
die  Grösse  z  =  0,1  Meter  hat,  so  ergiebt  sich  ans  obiger  Gleichung  für  die 
pro  Secunde  vorbeifliessende  Wassermenge  der  Werth  M  =  54  Cnbikmeter. 

Ein  genaues  Resultat  ist  indessen  bei  dieser  Berechnungs- 
weise nur  dann  zu  erwarten,  wenn  der  Unterschied  zwischen  den 
Querschnitten  an  den  beiden  Endpunkten  der  Strecke  x  eine  sehr 
geringe  Grösse  hat.  Die  oben  gefundene  Gleichung  nimmt,  wenn 
darin  für  das  Gefälle  z  der  aus  Fig.  721  zu  entnehmende  Werth 
z  =  ax  -}-  x  sin  a  —  at  substituirt,  und  die  Gleichung  alsdann  für 
x  aufgelöst  wird,  die  Form  an: 

_      _  AP  (_1 1_\ 

uo£\        -      *'      °*       *g  1*1        *V 

C87  W\i\ sma 

Diese  Gleichung  —  ebenso  wie  die  vorhergehende  —  wird  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Bewegung  des  Wassers  längs  der  Strecke 
x  erfolgt,  um  so  genauer  darstellen,  je  kürzer  diese  Strecke  ge- 
wählt wird,  und  je  kleiner  in  Folge  dessen  die  Wassertiefen- 
Differenz  al  —  a2  ausfallt.  Wenn  man  sich  die  ganze  Differenz 
zwischen  den  beiden  Wassertiefen  an  den  beiden  Endpunkten  des 
ganzen  Ganales  zerlegt  denkt  in  die  einzelnen  Wassertiefen- 
Differenzen  ttj  —  a2 ,  a,  —  a3 ,  a3  —  a4  . . . ,  so  kann  man  mit 
Hülfe  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  die  jenen  einzelnen 
Tiefen-Aenderungen  entsprechenden  Strecken  xx ,  x, ,  x3 . . .  eine 
nach  der  anderen,  berechnen,  sobald  für  die  fortzuführende  Wasser- 
menge M  ein  bestimmter  Werth  entweder  gegeben  ist,  oder  vor- 
läufig angenommen  wurde.  Man  erhält  auf  diese  Weise  das  zu 
jenen  willkürlich  gewählten  Wassertiefen  als  Ordinaten  gehörige 
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System  von  Abscissen  für  diejenige  Curve,  welche  das  Längen- 
Profil  des  Wasserspiegels  bildet.  Indem  man  diese  Rechnung 
probeweise  mit  verschiedenen  Werthen  von  AI  wiederholt,  findet 
man  für  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  schliesslich  die- 
jenige Curve,  welche  hinsicjitlich  der  Lage  ihrer  beiden  End- 
punkte den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungen  genügt,  so 
wie  diejenige  Wassermenge,  welche  bei  dieser  Form  des  Längen- 
profiles  pro  Secunde  fortgeführt  wird.  Auf  solche  Weise  würde 
z.  B.  die  Wassermenge  M  zu  ermitteln  sein,  welche  bei  dem  in 
Fig.  720  angegebenen  Falle  von  A  nach  Bl  abfliesst. 

S.  181. 
Stauhöhe  und  Stauweite. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  ungleichförmige  Be- 
wegung des  Wassers  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur 
für  die  beschleunigte,  sondern  auch  für  die  verzögerte  Bewegung. 
Das  Vorhandensein  einer  verzögerten  Bewegung  längs  einer  be- 
stimmten Canal-  oder  Fluss  -  Strecke  setzt  als  Bedingung  voraus: 
dass  der  Wasserquerschnitt  am  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke 
grösser  ist  als  am  oberen  Endpunkte  derselben.  Eine  solche  ver- 
zögerte Bewegung  des  Wassers  tritt  ein,  sobald  unterhalb  jener 
Strecke  an  irgend  einer  Stelle  mittelst  einer  localen  Querschnitts- 
verengung —  entweder  der  Breite  nach  (z.  B.  durch  einen  seit- 
lichen Einbau ,  durch  Brückenpfeiler)  oder  der  Höhe  nach  (z.  B. 
durch  ein  Ueberfallswehr  oder  eine  sonstige  locale  Erhöhung  des 
Grundbetts)  —  eine  Aufstauung  des  Wassers  in  der  stromauf- 
wärts gelegenen  Strecke  hervorgebracht  wird.  Unmittelbar  ober- 
halb der  Stau -Stelle  wird  in  diesem  Falle  der  Wasserspiegel  so 
lange  steigen,  bis  derselbe  diejenige  Höhe  erreicht  hat,  bei 
welcher  die  in  jeder  Secunde  durch  den  verengten  Querschnitt 
hindurchfliessende  Wassermenge  ebenso  gross  geworden  ist  wie 
die  Wassermenge,  welche  vorher  bei  überall  gleichem  Querprofile 
in  jeder  Secunde  an  dieser  Stelle  vorbeifloss  (vergl.  §.  176). 

Die  Wassermenge  üf,  welche  bei  einem  sogenannten  „unvoll- 
kommenen Ueberfalle"  oder  „Grundwehre*  (dessen  Schwelle  tiefer 
liegt  als  der  Unterwasserspiegel)  in  jeder  Secunde  abfliesst,  setzt 
sich  zusammen  aus  zwei  Theilen,  nämlich  dem  Theile  Mv  welcher 
durch  den  unteren  Theil  des  verengten  Querschnitts  zwischen 
der  Schwelle  und  dem  Unterwasserspiegel)  hindurchfliesst ,  und 
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Fig.  722. 


dem  Theile  Mv  welcher  durch  den  oberen  Theil  des  Querschnitte 
oberhalb  des  Unterwasserspiegels  abfliegst  (Fig.  722  und  Fig.  723). 
Saramtliche  Theilchen  der  Wasser- 
menge M,  fliesson  mit  gleichen  Ge- 
schwindigkeiten durch  den  verengten 
Querschnitt  hindurch,  da  die  Druck 
höhendifferenz  für  alle  diese  Theilchen 
eine  und  dieselbe  Grösse  hat,  näm- 
lich die  Grösse  A.  Die  gemeinschaft- 
liche Au  sflusBge  seh  windigkeit  u  für 
diesen  Theil  der  ganzen  Ausfluss- 
menge ist  daher  zu  bestimmen  aus 
der  Gleichung: 


1 105)     h  = 


■2  9 


u  =  V2<}h+  c1=|/25(A  + 


2W 


in  welcher  c  die  Geschwindigkeit  des 
Wassers  unmittelbar  oberhalb  der 
Stau-Stelle  bedeutet  oder  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Wasser  theilchen  sich  bewegten,  bevor  an  der  UeberfaJls-Stelle  die 
Geschwindigkeitszunahme  eintrat.  Diese  Anfangsgeschwindigkeit 
hat  —  wie  obige  Gleichung  zeigt  —  denselben  Einfluss,  welchen 
eine  Vergriisserung  der  Druckhöhe  um  die  Grosse  k  =  ~  haben 
würde.  Das  Verbältniss  der  Geschwindigkeit  c  zu  der  Ge- 
schwindigkeit v,  mit  welcher  das  ungestauete  Wasser  unterhalb 
der  Stau -Stelle  durch  die  überall  gleichen  rechteckig  vorausge- 
setzten Querschnitte  von  der  Grösse  a.b  hindurch  weiter  fliesst, 
ist  gleich  dem  umgekehrten  Verbältniss  der  betreffenden  Quer- 
schnitte zu  setzen,  also  ist: 


1106)     (a-f-A)fc.e  =  abv    oder     c  = 


.  +  *- 


Bei  gegebener  Stauhöhe  A  kann  hiernach  die  Geschwindigkeit  c, 
8o  wie  die  derselben  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe: 

als  eine  bekannte  Grösse  betrachtet  werden;  ebenso  auch  die 
Geschwindigkeit : 

1108)     u  =  V%g{h-\-k). 
Wenn    mit    [i    der    Ausflusscoefficient    bezeichnet    wird,    so 
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ergiebt    sich   hieraus    für   den   ersteren  Theil  der  Ausflussmenge 

der  Werth:  

1109)  Mx  =  iibh,  V2j{h+T). 
Die  durch  den  oberen  Theil  des  verengten  Querschnitts  fliessende 
Wassermenge  M2  ist  nach  den  in  §.  171  für  den  Ausfluss  .aus 
rechteckiger  Oeffnung  in  verticaler  Wand  gefundenen  Gleichungen 
zu  berechnen,  wobei  als  Druckhöhe  für  den  unteren  Raud  der 
Ausflussöffnung  die  Grösse  h  -{-  k  und  für  den  oberen  Rand  die 
Grösse  k  in  Rechnung  zu  bringen  ist.  Nach  Gleichung  1040) 
ist  also: 

1110)    Jf,  =  |  |i  b  VTq (Y(h+~k*)  —  Vh3). 
Die  Summe  dieser  beiden  Wassermengen  ist  der  ganzen  Wasser- 
menge M  gleich  zu  setzen,  folglich  ist: 

im)  m  =  ^by^i^yh^nc  +  iii/wi^—yk^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  einer  vorgeschriebenen 
Stauhöhe  A  entsprechende  Höhe  des  Unterwasserspiegels  über 
der  Ueberfallskante  der  Werth: 

1112)    A,  =  ——K==  —  |  (i  +  Jfc  —  \/-J^r). 

ptV2g{h  +  k)        3V     '  T   h  +  kj 

Wenn  z,  B.  die  Stauhöhe  h  =  0m,5  vorgeschrieben  ist,  und  bei  dem  un- 
gestalteten Wasser  die  Geschwindigkeit  v  =  lm,75,   die  Wassertiefe  a  =  2m 

35 
war,  so  ist  nach  Gleichung  1106)  c  =  -'j-  ==  lm,4,  und  nach  Gleichung  1107) 

k  =  0m,l  zu  setzen.  Wenn  ferner  die  Breite  des  Canales  an  der  Staustelle 
die  Grösse  b  =  10m,  an  den  übrigen  Stellen  dagegen  die  Grösse  b  —  12m  hat, 
so  ist  die  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  M  =  12 .  2 . 1,75  =  42  Cubik- 
meter,  und  wenn  der  Ausflusscoefficient  p  =  0,8  gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich 
für  Äj  aus  obiger  Gleichung  der  Werth:  h^  =  lm,157;  und  für  die  erforder- 
liche Höhe  der  Schwelle  über  dem  Canal-Boden  der  Werth:  s  =  a  —  ht  =2 
—  1,157  =  0,843  Meter. 

Unterhalb  des  Wehres  ist  die  Wassertiefe  unverändert  gleich 
a  geblieben;  unmittelbar  oberhalb  des  Wehres  dagegen  hat  die- 
selbe in  Folge  der  Stauung  bis  auf  die  Grösse  a  -f-  h  zuge- 
nommen. Stromaufwärts  nimmt  die  Wassertiefe  allmälig  ab,  bis 
dieselbe  am  Endpunkte  der  Stauweite  wieder  in  die  Grösse  a 
übergeht.  Um  die  sogenannte  „Staucurve"  zu  berechnen,  oder 
diejenige  Curve,  nach  welcher  das  Längenprofil  des  gestaueten 
Wasserspiegels  gekrümmt  ist,  hat  man  das  am  Schlüsse  des 
vorigen  Paragraphen  erklärte  Verfahren  anzuwenden.  Man  denkt 
sich  die  ganze  Stauhöhe  h  zerlegt  in  die  einzelnen  Wassertiefen- 
Differenzen  ax  —  a2,  a2  —  a3,  a3  —  a4  . . .,  und  berechnet  als- 
dann, vom  Wehre  anfangend,  nach  und  nach  die  zu  diesen  will- 


716  Achter  Abschnitt.    Cap.  XXXIII.    §.  181. 

kürlich  angenommenen  Tiefen- Aenderungen  gehörenden  einzelnen 
Strecken  a?Ä,  a?2,  a?3  . .  .  mittelst  der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen allgemeinen  Gleichung  1104),  welcher  auch  die  folgende 
Form  gegeben  werden  kann:      ~* 


1113)    x  = 


,;n  „        r  M*    (Pt  +  P,)  (Ft  +  F7) 

sin  a  —  (,  s „*  jj> 

80  F]  F\ 


Für  ein  rechteckiges  Profil  von  überall  gleicher  Breite  6  ist 
nach  der  in  Fig.  724  gewählten  Bezeichnung  zu  setzen:  F2  =  bt 

und  F%  =  b(t —  A),  für  kleine 
txg.  7d4.  Werthe  von  A  also  annähernd: 

£^~_  F\-F\  =  b*it-iy-bH> 

±  =  —  2bUA. 

Wenn  man  ferner  a,  —  at  =  A 

setzt     und     hinsichtlich     der 

übrigen  Glieder  die  Differenz 

zwischen  den  Profilen  an  den 

beiden  Endpunkten  der  Strecke  x  vernachlässigend  —  die  Werthe 

Ft  =  6 1  =  F^    und   Pt  =  6  -j-  2 1  =  P,   substituirt ,    so   nimmt 

die  obige  Gleichung  für  diesen  Fall  die  einfache  Form  an: 

Bin  a  -  C  (l  +  2  f ) -j^ijr 


1114) 


x  j  _       M* 


gb*t* 

Dem  im  vorigen  Zahlenbeispiele  für  die  Geschwindigkeit  des  ungestaueten 
Wassers  angenommenen  Werthe  v  =  lm,75  entspricht  nach  Gleichung  1100) 
als  Gefalle  des  Canalbodens  pro  Längeneinheit  der  Werth:  sin  a  =  0,000683. 
Wenn  man  ausserdem  die  Werthe  M  =  42,  C  =  0,00772  (entsprechend  der 
Geschwindigkeit  c  =  lm,4  unmittelbar  oberhalb  des  Wehres),  t  =  t0  =  a  -\-  h 
=  2,n,5,  b  =  12m  und  x  =  100m  substituirt,  so  erhält  man  aus  obiger  Glei- 
chung für  die  Grösse  A,  um  welche  oberhalb  des  Wehres  die  Wassertiefe 
längs  der  ersten  Strecke  von  100  Metern  stromaufwärts  abnimmt,  den  Werth 
A  =  0»  0266.    Für  die  Wassertiefe  am  Endpunkte  dieser  Strecke  ergiebt  sich 

demnach  der  Werth  2,5  —  0,0266  =  2na14734,  und  für  die  Geschwindigkeit  an 

2  5 
dieser  Stelle  der  Werth:       '      .  1,4  =  lm,415.    Wenn  man  dem  entsprechend 

in  der  obigen  Gleichung  die  Werthe  C  =  0,007715  und  t*=2m,4734  substi- 
tuirt, im  Uebrigen  aber  die  vorigen  Werthe  unverändert  beibehält,  so  ergiebt 
sich  für  die  Abnahme  der  Wassertiefe  längs  der  zweiten  Strecke  von  100  Me- 
tern der  Werth  A  =  QPfföbl.  Auf  gleiche  Weise  können  die  Abnahmen  der 
Wassertiefen  längs  der  folgenden  Strecken  berechnet  werden. 
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§.  182. 

Widerstände  der  Flüssigkeiten  gegen  bewegte  feste 

Körper, 

Gesetze  oder  Erfahrungsformeln,  nach  welchen  die  Wider- 
stände ruhender  Flüssigkeiten  gegen  bewegte  feste  Körper,  oder 
die  Stosswirkungen  bewegter  Flüssigkeiten  gegen  ruhende  feste 
Körper,  für  beliebig  gegebene  Fälle  im  Voraus  mit  einiger  Sicher- 
heit berechnet  werden  könnten,  sind  bislang  nicht  bekannt.  Für 
die  betreffenden  Erfahrungscoefficienten  sind  von  verschiedenen 
Beobachtern  sehr  verschiedene  Werthe  gefunden.  Den  nachfol- 
gend angegebenen  Mittelwerthen  jener  Goefficienten  ist  deshalb 
nur  ein  geringer  Grad  von  Zuverlässigkeit  beizumessen. 

Im  Allgemeinen  darf  man  annehmen,  dass  der  Widerstand, 
welcher  der  Bewegung  eines  an  allen  Seiten  von  der  Flüssigkeit 
umgebenen  (symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  der  Bewegungsrich- 
tung parallele  Achse  geformten)  festen  Körpers  entgegenwirkt, 
ungefähr  proportional  ist  dem  Quadrate  der  relativen  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit,  oder  der  Ge- 
schwindigkeitshöhe, welche  dieser  relativen  Geschwindigkeit  ent- 
spricht, dass  derselbe  ferner  proportional  ist  der  grössten  Qwer- 
schnittsfläche  des  Körpers  rechtwinkelig  zu  jener  Achse  genommen, 
oder  der  Projection  des  Körpers  auf  einer  rechtwinkelig  zur  Be- 
wegungsrichtung stehenden  Ebene,  und  ausserdem  proportional 
der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit.  Annähernd  ist  daher  jener  Wider- 
stand zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1115)     W=^F4 


*9  ' 
in  welcher  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Cubikeinheit,  F  den 

Flächeninhalt  jener  grössten  Querschnittsfläche  oder  Projection, 
v  die  relative  Geschwindigkeit  und  C  einen  von  der  Form  des 
Körpers  abhängigen  Erfahrungscoefficienten  bezeichnet. 

Für  ein  in  der  Richtung  seiner  Achse  sich  bewegendes  Prisma, 
dessen  Länge  das  Vier-  bis  Sechsfache  des  mittleren  Querschnitts- 
durchmessers nicht  tibersteigt,  ist  der  Widerstandscoefficient  C  =  | 
zu  setzen.  Bei  grösserer  Länge  des  Prisma  nimmt  in  Folge  der 
grösseren  Reibung  an  den  Seitenflächen  der  Widerstandscoefficient 
einen  grösseren  Werth  an.  Dasselbe  gilt  von  dem  Widerstands- 
coefficienten  eines  in  seiner  Achsenrichtung  sich  bewegenden  Cy- 
linders.    Für  einen  rechtwinkelig  zu  seiner  Achsenrichtung  bewegten 
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Cylinder-  ist  der  Widerstandscoefficient  ungefähr  halb  so  gross, 
also  C  =  $  zu  setzen.  Für  eine  hohle  Halbkugel  von  geringer 
Wandstärke  ist  £  =  2,5  zu  setzen ,  wenn  die  concave  Fläche  die 
Vorderfläche  bildet. 

Hiernach  würden  z.  B.  für  einen  in  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft 
mit  der  Geschwindigkeit  v  =  5m,6  vertical  abwärts  sinkenden  Fallschirm,  wel- 
cher ungefähr  die  Form  einer  hohlen  Halbkugel  und  in  seiner  Horizontal- 
Projection  einen  Flächeninhalt  von  20  Quadratmetern  hat,  die  Werthe  C  =  2,5, 

7  =  1,293,  JF'=  20  und  ~  =  g— |^  =  lm,6  in  Gleichung  11 15)  zu  substituiren 

sein,  woraus  für  den  vertical  aufwärts  wirkenden  Luftwiderstand  der  Werth 
W  =  103  Kil.  sich  ergiebt.  Es  würde  also  das  Totalgewicht  des  Fallschirmes 
nebst  der  an  demselben  hängenden  Last  höchstens  103  Eil.  betragen  dürfen, 
wenn  beim  Herabsinken  aus  grosser  Höhe  die  Geschwindigkeit  desselben  nie- 
mals grösser  werden  soll  als  diejenige  Geschwindigkeit,  welche  ein  von  der 
Höhe  h  =  lmfi  im  luftleeren  Räume  frei  herabfallender  Körper  erlangen  würde. 

Für  eine  Kugel  ist  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  C  =  0,5  zu 
setzen.  Bei  grossen  Geschwindigkeiten  (wie  z.  B.  bei  den  Ge- 
schwindigkeiten der  Geschützkugeln)  nimmt  der  Widerstandscoef- 
ficient einen  grösseren  Werth  an  und  kann  derselbe  annäherungs- 
weise berechnet  werden  aus  der  Formel: 

C  =  0,5  +  0,001  .v. 

Wenn  der  Durchmesser  einer  Kugel  0,1  Meter  und  das  speeifische  Ge- 
wicht derselben  7,2  beträgt ,  so  ist  das  relative  Gewicht  der  Kugel  im  Wasser 
gleich  3,246  KU.  Um  diejenige  Geschwindigkeit  zu  finden,  bei  welcher  die  Be- 
wegung der  im  Wasser  vertical  abwärts  sinkenden  Kugel  eine  gleichförmige 
wird,  hat  man  in  Gleichung  1115)  die  Werthe  W  =  3,246,  C  =  0,5,  7  =  1000, 
F  =  0,007854  zu  substituiren  und  erhält  alsdann  für  die  gesuchte  Grösse  den 
Werth  v  =  4  Meter. 

Für  die  Bewegung  der  Kugel  in  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft  er- 
hält man  auf  gleiche  Weise  nach  Substitution  der  Werthe  7  =  1,293,  1^=3,77, 
indem  man  zunächst  annähernd  C  =  0,5  setzt  und  nachher  mit  dem  nach 
obiger  Formel  corrigirten  Werthe  von  C  die  Rechnung  wiederholt,  als  Grenze 
der  Fallgeschwindigkeit  die  Grösse  t?  =  110  Meter. 

Bei  Eisenbahnzügen  ist  der  Luftwiderstand  (nach  Redten- 
b  ach  er)  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1^=0,0704  {F+\nf)  v\ 
in  welcher  F  die  Vorderfläche  der  Locomotive  (gewöhnlich  gleich 
7  bis  8  Quadratmeter),  /  die  Vorderfläche  jedes  der  angehängten 
Bahnwagen  (gewöhnlich  gleich  4  Quadratmeter),  n  die  Anzahl  der 
letzteren  und  v  die  Fahrgeschwindigkeit  bezeichnet. 

Bei  schwimmenden,  theilweise  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten 
Körpern  ist  in  der  allgemeinen  Gleichung  1115)  für  die  Grösse  F 
die   grösste  Querschnittsfläche  oder  Projection  des  eingetauchten 
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Theiles  in  Rechnung  zu  bringen.  Der  Widerstandscoefficient  ist 
bei  theilweise  eingetauchten  Körpern  stets  kleiner,  als  bei  ganz 
von  der  Flüssigkeit  umgebenen  Körpern.  Für  ein  in  der  Rich- 
tung seiner  Achse  bewegtes  schwimmendes  Prisma,  dessen  Länge 
nicht  mehr  als  das  Sechsfache  der  mittleren  Breite  des  einge- 
tauchten Theiles  beträgt,  ist  £  =  1,1  zu  setzen.  Für  gut  gebaute 
Schiffe  kann  als  Mittelwerth  C  =  0,2  gesetzt  werden ,  bei  sehr 
scharf  gebauten  Schiffen  kann  der  Widerstandscoefficient  bis  auf 
die  Grösse  C  =  0,05  sich  vermindern. 

Die  Kraftwirkungen,  welche  die  Flüssigkeit  und  der  in  der- 
selben sich  bewegende  feste  Körper  auf  einander  gegenseitig  über- 
tragen, erfolgen  genau  in  derselben  Weise  auch  dann  noch,  wenn 
der  ganze  Raum,  in  welchem  jener  Vorgang  stattfindet,  eine  gleich- 
förmig fortschreitende  Bewegung  ausführt,  und  sind  vollkommen 
unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  dieser  hinzukommenden  ge- 
meinschaftlichen Bewegung.  Denkt  man  sich  den  Raum,  in  Be- 
zug auf  welchen  bei  den  vorigen  Fällen  die  Flüssigkeit  als  ruhend 
zu  betrachten  war,  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung 
ausführend,  deren  Geschwindigkeit  derjenigen  des  festen  Körpers 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  in  welchem  Falle  der  letztere 

also  in   absolutem   Ruhezustande  sich   befinden  würde  —  so  er- 

• 

kennt  man  leicht,  dass  jene  Wirkungen  nicht  von  der  absoluten, 
sondern  nur  von  der  relativen  Geschwindigkeit  des  festen  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  abhängen  können,  und  dass  die 
allgemeine  Gleichung  1115)  —  soweit  dieselbe  das  Gesetz  jener 
Wirkungen  überhaupt  richtig  darstellt  —  ebensowohl  für  den 
Fall  gelten  muss,  in  welchem  der  feste  Körper  ruht  und  die  Flüs- 
sigkeit sich  bewegt,  als  für  den  Fall,  in  welchem  jener  Körper 
die  Bewegung  ausführt  und  die  Flüssigkeit  im  Ruhezustande  sich 
befindet. 

Die  von  der  Flüssigkeit  auf  den  festen  Körper  übertragene 
Gesammtwirkung  setzt  sich  zusammen  aus  den  Wirkungen  gegen 
die  einzelnen  Flächentheilchen  seiner  Überfläche.  Wenn  die  Vorder- 
fläche des  Körpers  eine  ebene  Fläche  ist,  welche  rechtwinkelig 
zur  relativen  Bewegungsrichtung  steht,  so  setzt  sich  der  Druck 
gegen  diese  Vorderfläche  wiederum  zusammen  aus  dem  hydrosta- 
tischen Drucke,  welchen  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  ru- 
hende Flüssigkeit  gegen  die  Fläche  ausüben  würde,  und  einem 
Ueberdrucke,  welcher  in  Folge  der  relativen  Bewegung  der  Flüssig- 
keit gegen   die  Fläche    zu  jenem    hydrostatischen   Drucke   noch 
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hinzukommt.  In  der  Regel  versteht  nun  unter  dem  Drucke  einer 
Flüssigkeit  gegen  eine  relativ  zu  derselben  bewegte  Fläche  nur 
jenen  Ueberdruck.  So  z.  B.  pflegt  man  bei  der  Angabe  des 
Druckes,  welchen  der  Wind  gegen  eine  rechtwinkelig  zur  Wind- 
richtung stehende  Fläche  ausübt,  nur  den  Ueberschuss  des  wirk- 
lichen Druckes  über  den  statischen  Atmosphärendruck  anzugeben. 
In  diesem  Sinne  ist  der  Druck  einer  Flüssigkeit  gegen  eine  recht- 
winkelig zur  relativen  rSewegungsrichtung  stehende  ebene  Fläche  F 
y.ü  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


1116)    D  =  ZfF 


2«?  ' 


wiederum   die  oben   angegebenen 


in  welcher  die  Grössen  C 
Bedeutungen  haben. 

Die   Grösse  des  Erfahrungscoefficienten  C  für  Wasser  würde 
man  z.  It.  auf  die  in  Fig.  725  dargestellte  Weise  bestimmen  kön- 
nen, indem  man  ein 
Fig.  725.  Fig.  726.  rechtwinkelig     gebo- 

genes, aus  einem  ho- 
rizontalen und  einem 
verticalen  Schenkel 
bestehendes  Rohr  in 
den  Wasserstrom  auf 
solche  Weise  hinein- 
setzt, dass  die  Mün- 
dung des  horizonta- 
len Schenkels  gegen 
den  Strom  gerichtet 
ist  (Pitot'sche  Röhre).  Die  Höhendifferenz  h  zwischen  der  Wasser- 
standshöhe im  verticalen  Rohre  und  dem  äusseren  Wasserspiegel 
zeigt  die  Grösse  jenes  Ueberdruckes  au,  und  wenn  man  den" 
dieser  Höhendifferenz  entsprechenden  hydrostatischen  Druck  yFh 
dem  obigen  Werthe  von  D  gleichsetzt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung : 

1117)    ■iFh  =  ^F^i     oder    Ä  =  C-^-, 

welche  zur  Bestimmung  des  Coefficienten  C  benutzt  werden  kann, 
Bobald  die  Grössen  h  und  v  bekannt  sind,  oder  auch  zur  Bestim- 
mung einer  der  beiden  Grössen  A  und  v,  sobald  der  Coefficient  C 
und  die  andere  von  jenen  beiden  Grössen  bekannt  sind. 

Nach   Weishach's    Versuchen   ist  in    dieser   Gleichung    C  =  IM    *u 
seUeo.    Hiernach  würde  z.  B.  dem  Werthe  h  =  2™  die  Geschwindigkeit  p  = 
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y^2    9  81    2 
— '—  Vir-—  =  5  Meter  entsprechen.     Wenn  also  z.  B.  der  Wasserbehälter 

eines  Locomotiven-Tenders  auf  die  in  Fig.  726  angedeutete  Art  in  Verbindung 
gesetzt  wird  mit  einem  unterhalb  derselben  zwischen  den  Schienen-  befind- 
lichen Wasserbehälter,  so  wird  bei  einer  Höhendifferenz  von  2  Metern  zwi- 
schen den  beiden  Wasserspiegeln  ein  Ilinaufströmcn  des  Wassers  in  den  Ten- 
der so  lange  stattfinden,  als  die  Fahrgeschwindigkeit  mehr  als  5  Meter  be- 
trägt. 


Druckfehler. 


Seite  17  Zeile  1  von  unten:   statt 


\  dt  J    ist  zu  setzen:       V  dt  9  , 


n 


n 
n 
w 

w 
»> 


dt  dt 

21       „      1     „    oben:       „     §.  10  ist  zu  setzen:   §.  11, 
123       „     6    r        „  „     -portion  ist  zu  setzen:   -jeetion, 

131       „     9    „        „  „     42,000  ist  zu  setzen:   42000, 

144       „      1     „    unten:      „     rtu1  sin «p  ist  zu  setzen:   rtu2sincp2, 
158       „     6    „        „  „     a2  ist  zu  setzen:    a, 

162       „     1    „    oben  ist  „-tungslinie"  zu  streichen  und  am  Ende  der 

Zeile  „ Richtungslinie **  zu  setzen, 
168       „     7    „       „     statt  (a2  ist  zu  setzen:   v2, 

194  „    17    „        „        *     F  ist  zu  setzen:  /, 

195  in  der  letzten  Zeile  des  §.  45  ist  statt  ir7  tz  zu  setzen :    $  r3  ~ , 

237  in  Gleichung  189)  ist  statt  y x1  -s-  zu  setzen:    q x1  -«>-, 

248   Zeile  4  von  unten  in  der  Tabelle  ist  statt  0090,  zu  setzen:    0,009, 
248       „     3    „        „       „     „         n         „       „     0,  02  zu  setzen:   0,02, 
336   in  Fig.  326  ist  statt  r  zu  setzen:    p, 


344   in  Gleichung  348)  ist  statt  Pe  +  -4-^-  zu  setzen:   Fe 


„  429   Zeile  7  von  unten  ist  statt  T\  zu  setzen:    T. , 

„  687   ist  bei  der  ersten  Gleichung  die  Nummer  w1056)a  hinzuzufügen. 


* 
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